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Der  vorliegende  erste  Band  der  gesammelten  Werke  Ja- 
cob  Steiner%  deren  Herausgabe  ich  auf  Veranlassung  der  Aka- 
demie der  Wissenschaften  übernommen  habe  *) ,  enthält  die  in 
den  Jahren  1826 — 1833  veröffentlichten  Arbeiten  des  grossen 
Geometers  in  chronologischer  Aufeinanderfolge;  der  zweite 
Band  wird  die  später  erschienenen  bringen. 

Jede  einzelne  Abhandlung  ist  vor  dem  Druck  einer  sorg- 
fältigen Revision  unterworfen  und  in  den  Fällen,  wo  das  Manu- 
script  noch  vorhanden  war,  mit  demselben  verglichen  worden. 
Die  dabei  bemerkten  Unrichtigkeiten,  mochten  sie  nun  Druck- 
und  Schreibfehler,  oder  grammatikalische  und  stylistische  Ver- 
stösse, oder  auch  sachliche  Irrthümer  sein,  sind  überall,  wo  es 
ohne  wesentliche  Aenderung  des  Textes  geschehen  konnte, 
ohne  Beifügung  einer  Bemerkung  beseitigt  worden;  der  Leser 
findet  aber  in  den  am  Schlüsse  des  Bandes  befindlichen  An- 
merkungen alle  Stellen  angegeben,  die  einer  sachlichen  Be- 
richtigung oder  einer  Erläuterung  zu  bedürfen  schienen. 

Die  Revision  der  „Systematischen  Entwickelung"  und  der 
„geometrischen  Constructionen"    hat  Herr  Professor  Schröter, 


*)  Vgl.   die  Vorrede  zu  dem  gleichzeitig  erscheinenden  ersten  Bande 
von  JacobCs  Werken. 
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die  der  übrigen  Äbbandlniigen  dieses  Bandes  Herr  Professor 
Kiepert  besorgt.  Beiden  üerren  fühle  ich  mich  fUr  die  Be- 
reitwiUiglieit,  mit  der  sie  diese  nicht  leichte  Arbeit  Ubemommeu, 
und  für  die  ungemeine  Sorgfalt,  mit  der  sie  dieselbe  dnrchge- 
fllhrt  haben,  zum  grössteu  Danke  verpflichtet,  den  ich  ihnen 
auch  flii  die  wesentliche  HUlfe  schulde,  welche  sie  mir  bei 
der  Correctar  des  Druckes  und  bei  der  Herstellung  der 
grösstentheils  neu  gezeichneten  Figurentafeln  geleistet 
Berlin,  28.  November  1880. 
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Einige  geometrische  Sätze. 

1. 

In  den  Annalcn  der  Mathematik  von  Gergonne  wird  der  folgende  Satz 
bewiesen: 

„Wenn  die  drei  geraden  Linien  A  a,  Bb,  Cc  (Fig.  1),  welche  die  Ecken 
zweier  in  einerlei  Ebene  liegenden  Dreiecke  ABC,  abc  paarweise  verbin- 
den, sich  in  einem  mid  demselben  Punct  S  treffen,  so  liegen  die  drei 
Schneidepuncte  aß,  a^,  ß^,  in  welchen  die  entsprechenden  Seiten  AB  und 
aby  BC  und  bc,  CA  und  ca  sich  paarweise  kreuzen,  in  einer  geraden 
Linie."     Und  umgekehrt: 

„Liegen  die  Schneidepuncte  aß,  a^,  ß^,  in  welchen  die  Seiten  zweier 
in  einerlei  Ebene  liegenden  Dreiecke  ABC,  abc  sich  paarweise  kreuzen, 
in  einer  geraden  Linie:  so  treffen  sich  die  drei  geraden  Linien  Aa^  Bb,  Ccy 
welche  die  entsprechenden  Eckpuncte  der  beiden  Dreiecke  paarweise  ver- 
binden, in  einem  und  demselben  Puncto  &" 

2. 

Es  findet  ein  analoger  Satz  im  Räume  Statt,  aus  welchem  sich  ver- 
schiedene interessante  Folgerungen  ziehen  lassen,  nämlich  folgender  Satz: 

„Treffen  die  vier  geraden  Linien  Aa,  Bb,  Cc,  Dd  (Fig.  2),  welche 
die  Ecken  zweier  beliebigen  viereckigen  Körper  ABCDy  abcd  paarweise 
verbinden,  sich  in  einem  und  demselben  Puncto  S:  so  liegen  die  vier 
Linien,  in  welchen  sich  die  entsprechenden  Seitenflächen  der  beiden  Körper 
paarweise  schneiden,  oder  die  sechs  Puncto  aß,  a^,  a8,  ßif,  ß8,  ^S,  in  wel- 
chen sich  die  entsprechenden  Kanten  {AB  und  aby  AC  und  ac^  AD  und 
ad,  BC  und  6c,  BD  und  bdy  CD  und  cd)  schneiden,  in  einer  und  der- 
selben Ebene  (-E)."    Und  umgekehrt: 

„Liegen  die  vier  geraden  Linien,  in  welchen  sich  die  Seitenflächen 
irgend  zweier  viereckigen  Körper  paarweise  schneiden,  zusammen  in  einerlei 
Ebene  (E):  so  treffen  sich  die  vier  geraden  Linien  Aa,  Bb,  Cc,  Dd,  welche 

1* 


4  Einige  ^eomotriscbe  Salze. 

die  entsprechenden  (d.  h.  dio  don  gepaarten  Seitenflächen  gegenüber  stehenden) 
Ecken  der  Körper  paarweise  vorbinden,  in  einem  und  demselben  Punctc  S." 

Denn  im  ersten  Falle  dieses  Satzes  folgt  aus  der  Voraussetzung:  dass 
die  Ecken  der  beiden  Körper  paarweise  mit  dem  Puncte  S  in  geraden 
Linien  liegen,  unmittelbar,  dass  je  zwei  entsprechende  Kanten  der  beiden 
gegebenen  Körper  mit  dem  Punctc  iS  in  einer  Ebene  liegen.  So  liegen 
z.  B.  die  beiden  Kanten  AD,  ab  ofTcnbar  in  der  Ebene  ASB.  Daher 
treffen  zwei  solche  K^ten  sich  in  einem  Puncte  aß,  und  mithin  schneiden 
sich  die  entsprechenden  Kanten  der  beiden  Körper  in  den  sechs  Puncten 
aß,  a-f,  a5,  ß^,  ß8,  78.  In  je  zwei  entsprechenden  Seitenßächen  (z.  B. 
ABC,  abc)  liegen  drei  Paare  entsprechender  Kanten  (AB  und  ab,  BC 
und  6c,  CA  und  ca);  daher  liegen  die  drei  Durchschnittspuncte  (aß,  a-j, 
ß^)  dieser  drei  Kantenpaare  nothwcndig  in  der  Durchschnittslinic  der  bei- 
den Seitenflächen,  mithin  in  einer  geraden  Linie.  Da  es  aber  vier  Paare 
entsprechender  Seitenflächen  giebt,  so  Hegen  von  den  sechs  Durchschnitts- 
punct«n  der  sechs  Paare  entsprechander  Kanten,  vier  Mal  drei  in  einer 
geraden  Linie,  woraus  folgt,  dass  diese  sechs  Puncte  zusammen  in  einer 
und  derselben  Ebene  (£)  liegen. 

Der  Beweis  fiir  den  zweiten  Fall  des  obigen  Satzes  einlebt  sich  hier- 
aus von  selbst.  Ferner  wird  man  bemerken,  das«  der  Beweis  des  Satzes 
No.  1  unmittelbar  aus  dem  vorliegenden  folgt,  wenn  man  annimmt:  die 
Seitenfläche»  ABC  und  abc  der  beiden  Körper  liegen  in  einerlei  Ebene. 

3. 
Da  die  Ebene  (E),  in  welcher  die  sechs  Schneidepuncte  der  sechs 
Paare  entsprechender  Kanten,  oder  die  vier  Durchschnittslinien  der  vier 
Paare  entfiprechonder  Seitenflächen  der  beiden  Körp<(r  liegen,  durch  die 
Durchschnittslinie  (ßiSJ  der  beiden  Seitenflächen  BCD,  bcd  und  durch 
den  Durchschnittspunct  (aß)  der  beiden  Kanten  AB,  ab  bestimmt  ist,  so 
behült   sie,    in   \\ni\-j,    Mtf  ,ii.'.  bri,l,>n   Km|»T.    dicsHb^-  Ei-oiL^^riiaft,    wi>nii 
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„Sind  drei  beliebige  Ebenen  BCD,  hcd  und  (£?),  die  sich  in  einer 
geraden  Linie  (ß^S)  schneiden,  nebst  zwei  beliebigen  Puncten  A,  a  ge- 
geben, und  man  zieht  aus  einem  willkürlichen  Puncte  (a8)  der  einen  Ebene 
(JB),  durch  die  beiden  gegebenen  Puncte  zwei  Linien,  welche  die  beiden 
übrigen  Ebenen  in  den  Puncten  Z),  d  schneiden:  so  liegen  diese  beiden 
Puncte  Dy  d  immer  mit  einem  und  demselben  Puncte  S  in  einer  geraden 
Linie,  und  es  liegt  dieser  Punct  S  zugleich  mit  den  beiden  gegebenen 
Puncten  ^,  a  in  einer  geraden  Linie;. oder: 

„Nimmt  man  in  der  Ebene  {E)  eine  willkürliche  Linie  (oL^h)  an,  legt 
durch  dieselbe  und  durch  die  beiden  gegebenen  Puncte  {A^  a)  zwei  Ebenen, 
welche  die  beiden  übrigen  gegebenen  Ebenen  BCD,  bcd,  in  den  Linien 
DCy  de  schneiden:  so  liegen  diese  beiden  Durchschnittslinien  in  einer 
Ebene,  und  diese  Ebene  geht  immer  durch  einen  bestimmten  Punct  S,  wel- 
cher mit  den  beiden  gegebenen  Puncten  (Ay  a)  in  einer  geraden  Linie  liegt." 

4. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  der  obige  Satz  No.  2  noch  allgemeiner  Statt 
findet,  nämlich,  dass  er  nicht  blos  für  zwei  viereckige  Körper,  sondern 
für  je  zwei  vielseitige  Pyramiden  gilt;  man  schliesst  hieraus  folgenden  Satz: 

„Treffen  die  geraden  Linien,  wclclie  die  Eckpuncte  irgend  zweier 
fi  seitigen  Pyramiden  paarweise  verbinden,  in  einem  und  demselben  Puncte 
Ä  zusammen,'  so  liegen  die  Durchschnittslinien  der  entsprechenden  Seiten- 
flächen der  beiden  Körper,  so  wie  auch  die  Durchschnittspuncte  der  ent- 
sprechenden Kanten,  (diese  Durchschnittspuncte  liegen  in  jenen  Durch- 
schnittslinicn)  zusammen  in  einer  und  derselben  Ebene."  Und  umgekehrt: 

„Liegen  die  Durchschnittslinien,  in  welchen  die  Seitenflächen  zweier 
n  seitigen  J^yramiden,  paarweise  genommen,  einander  schneiden,  oder  liegen 
die  Durchschnittspuncte,  in  welchen  die  paarweise  genommenen  Kanten 
zweier  n  seitigen  Pyramiden  einander  schneiden,  zusammen  in  einer  und 
derselben  Ebene:  so  treffen  sich  die  geraden  Linien,  welche  die  entsprechen- 
den Ecken  der  beiden  Körper  paarweise  verl)inden,  in  einem  und  demselben 

Puncte  Ä" 

5. 

Man  kann  die  obigen  Sitze  auch  mit  anderen  Worten  wie  folgt  ausdrücken: 
„Sind  Ay  a  die  Scheitel  zweier  beliebigen  gegebenen  Kegel  (vom 
/i**°  Grade),  deren  Grundflächen  in  den  Ebenen  BCDy  bcd  liegen,  und 
liegen  die  beiden  Grundflächen  ausserdem  in  einem  Kegel,  dessen  Scheitel  ß 
mit  den  Scheiteln  A,  a  der  gegebenen  Kegel  in  einer  geraden  Linie  liegt: 
so  schneiden  sich  die  beiden  gegebenen  Kegel  (über  ihre  Grundflächen 
hinaus  verlängert,  wenn  es  erforderlich  ist)  in  einer  ebenen  Curve,  deren 
Ebene  (£)  durch  die  Durchsclmittslinie  (ß^S)  der  Grundflächen  der  beiden 
gegebenen  Kegel  geht.'*     Oder  was  dasselbe  ist: 
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„Liegen  die  Scheitel  S,  a,  A  dreier  Kegol  (n**"  Grades)  in  einer  ge- 
raden Linie  SaA,  und  sctineideD  irgend  zwei  dieser  Kegel  den  dritten 
in  zwei  ebenen  Cnrvon:  so  schneiden  auch  diese  boideo  Kegel  einander  in 
einer  ebenen  Curve,  und  die  Ebenen  dieacr  drei  Durchschnitts-Curven 
schneiden  sich  zusammen  in  einer  und  derselben  geraden  Linie."  Und 
umgekehrt: 

„Schneiden  sich  die  Mantelflächen  ii^cnd  zweier  gegebenen  Kegel 
(n""  Grades)  in  einer  ebenen  Curve,. deren  Ebene  zugleich  durch  die  Durch- 
schnittälinie  der  beiden  Grundflächen  der  Kegel  geht:  so  liegen  die  beiden 
Grundflächen  der  gegebenen  Kegel  zusammen  in  einem  dritten  Kegel, 
dessen  Scheitel  mit  den  Scheiteln  der  beiden  gegebenen  Kegol  in  einer 
geraden  Linie  liegt."     Odor  was  auf  dasselbe-  hinauskommt: 

„Schneidon  ii^nd  zwei  gegebene  Kegel  (^A,  a)  einander  in  einer 
ebonon  Curve,  und  man  nimmt  in  der  Ebono  (E)  dieser  Curvo  eine  will- 
kürliche Linie  (ß-fS)  an,  legt  durch  diese  Linie  zwei  wülkürlicho  Ebenen, 
welche  die  gegebenen  Kegel  respectivo  in  zwei  ebenen  Curven  schneiden: 
SD  liegen  diese  beiden  letzten  Curven  immer  zusammen  in  einem  Kegel, 
dessen  Scheitel  S  stets  in  der  geraden  Linie  (Aa)  liegt,  welche  durch  die 
Scheitel  der  beiden  gegebenen  Kegol  geht". 

ß. 
I  einen  Cylindcr  als  einen  Kogcl  ansohen  kann,  dessen  Scheitel 
in   unendlicher  Entfernung  liegt,  so  gelten  die  obigen  Sätze  iu  gleichem 
Sinne  auch  für  Cylinder  lUid  lAuten  in  diesem  s[>eziellen  Falle  wie  folgt: 

„Sind  die  Kauten  dreier  gegebenen  Cylindcr  (n""  Grades)  mit  » 
Ebene  parallel,  und  schneidet  jeder  von  zwei  derselben  den  dritten  in 
einer  ebenen  Curve:  so  schneiden  sich  auch  diese  beiden  Cjlinder  in 
einer  ebenen  Curvo,  und  es  schneiden  sich  die  Ebenen  dioaer  drei  ge- 
nannten Curven  in  einer  und  derselben  geraden  Linie."     Und   umgekehrt.: 

„Schneiden  Kwei   beliebige  Cylindcr  (n'™  Grades)  einander 
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L  „Beröhrt  von  zwei  Kegeln  vom  zweiten  Grade  jeder  beide  Flächen 
eines  und  desselben  Flächenwinkels:  so  schneiden  diese  beiden  Kegel  ein- 
ander in  zwei  ebenen  Curven  (zweiten  Grades)." 

Denn  man  stelle  sich  zwei  Kegel  A,  a  mid  zwei  Ebenen  E,  e  von 
denen  jede  jene  beiden  Kegel  berührt,  vor:  so  berührt  z.  B.  die  Ebene  E 
jeden  der  beiden  Kegel  ^,  a  in  einer  geraden  Linie;  und  in  dem  Puncte  P, 
in  welchem  diese  beiden  Linien  sich  schneiden,  berührt  sie  beide  Kegel 
zugleich:  eben  so  berührt  die  andere  Ebene  e  beide  Kegel  zugleich,  in 
einem  Puncte  p.  Man  denke  sich  forner  durch  diese  beiden  Puncte  P,  p 
und  durch  irgend  einen  Punct  q^  welcher  im  Durchschnitte  der  beiden 
Kegelflächen  liegt,  eine  Ebene  E^  gelegt:  so  wird  diese  Ebene  JB,  von  den 
beiden  Kegelfiächen  A,  a  m  zwei  Curven  zweiten  Grades  C,  c,  und  von 
den  beiden  Ebenen  E,  e  m  zwei  geraden  Linien  L,  l  geschnitten,  und  es  ^ 
berührt  nothwendig  die  Linie  L  beide  Curven  C,  c  zugleich,  in  dem 
Puncte  P,  so  wie  die  Linie  l  dieselben  zugleich  in  dem  Punkte  p  berührt, 
und  nothwendiger  Weise  gehen  auch  beide  Curven  C,  c  durch  den  Punct 
q,  t)a  es  aber  bekanntlich  unmöglich  ist,  dass  zwei  Curven  vom  zweiten 
Grade  C,  c,  einander  in  zwei  Puncten  P,  p  berühren  und  ausserdem  noch 
in  eincm^ Puncte  q  schneiden,  so  folgt,  dass  die  beiden  vorausgesetzten 
Curven  C,  c  ein  und  dieselbe  Curve  sind,  in  welcher  die  beiden  Kegel- 
flächen Ay  a  sich  scheiden. 

Da  aber,  wie  sich  aus  der  Anschauung  ergiebt,  der  Durchschnitt  der 
beiden  Kegelflächen  aus  zwei  Theilen  besteht,  so  ist  jeder  derselben  eine 
ebene  Curve,  und  daher  schneiden  sich  die  beiden  Kegel  A^  a  unter  den 
vorausgesetzten  Bedingungen,  in  zwei  ebenen  Curven  zweiten  Grades. 

Aus  dem  vorliegenden  Satze  folgt  unmittelbar  der  nachstehende: 

n.  „Wenn  irgend  zwei  Kegel  vom  zweiten  Grade  einander  in  einer 
ebenen  Curve  C  schneiden,  so  schneiden  sie  einander,  im  Allgemeinen, 
noch  in  einer  zweiten  ebenen  Curve." 

Denn  wenn  zwei  Kegel  vom  zweiten  Grade  einander  in  einer  ebenen 
Curve  C  schneiden,  so  kann  man  im  Allgemeinen  durch  die  Linie,  welche 
die  Scheitel  der  Kegel  verbindet,  immer  zwei  Ebenen  legen,  von  denen 
jode  die  genannte  ebene  Durchschnitts-Curve  6^  und  somit  beide  Kegel  be- 
rührt, wodurch  also  die  Wahrheit  des  gegenwärtigen  Satzes  ]mmittelbar  aus 
dem  vorigen  Satze  folgt.  Geht  aber  die  Linie,  welche  die  Scheitel  der  Kegel 
verbindet,  durch  den  von  der  genannten  Curve  C  eingeschlossenen  Raum,  so 
dass  keine  Ebene  beide  Kegel  zugleich  berühren  kann,  so  kann  der  vorlie- 
gende Satz  dennoch  auf  ebenso  einfache  Weise,  durch  Hülfe  der  harmonischen 
Proportion,  ganz  allgemein  bewiesen  werden,  welches  wir  im  Zusammenhange 
mit  andern  ähnlichen  Betrachtungen,  an  einem  anderen  Orte  zeigen  werden. 

Hieraus  folgt,  dass  wenn  die  in  den  Sätzen  No.  5  vorkommenden  drei 
Kegel  vom  zweiten  Grade  sind:  so  schneiden  sie  sich,  unter  den  dortigen 
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Bedingungen,  paarweise  in  sechs  ebenen  Curven.  Um  bei  den  weiteren 
Folgerungen  aas  diesen  Sätzen  der  Einbildungskraft  zu  Hülfe  zu  kommen, 
nehme  man  an:  Fig.  3  sei  der  Schnitt  einer  Ebene  mit  drei  Kegeln  vom 
zweiton  Grade,  deren  Scheitel  in  einer  geraden  Linie  liegen,  und  welche  ^ 
einander  in  sechs  ebenen  Curven  schneidco:  nämlich  S,  a,  A  seien  die 
Scheitel,  und  die  drei  Winkel  BSE,  ßaS,  ^A&  seien  die  Durchschnitte 
der  Ebene  mit  den  drei  Kegeln:  so  gehen  die  Ebenen  der  beiden  Curven, 
in  welchen  die  beiden  Kegel  S  und  a  einander  schneiden,  durch  die  bei- 
den Linien  bc  und  de;  eben  so  gehen  die  Ebenen  der  beiden  Curven,  in 
welchen  sich  die  beiden  Kegel  S  und  A  schneiden,  durch  die  beiden 
Linien  ßC  und  DE;  desgleichen  gehen  die  Ebenen  der  beiden  Curven, 
in  weichen  sich  die  Kegel  a  und  A  schneiden,  durch  die  Linien  Py  ""^  ^e. 
J^  Nun  schneiden  sich,  zufolge  des  obigen  Satzes  (No.  5),  die  drei  Ebenen 

bc,  BC'üjiii  Py  (d.  h.  die  oben  genannten  Ebenen,  welche  respectivo  durch 
die  in  der  Figur  verzeichneten  Linien  bc,  BC  und  ßf  gehen)  in  einer  Linie 
L,  (welche  die  Ebene  der  Figur  in  dem  Punete  L,.  schneidet);  nach  dem- 
selben Satze  schneiden  ferner  auch  die  drei  Ebenen  bc,  DE  und  eS  ein- 
ander in  einer  Linie  Z.j,  desgleichen  die  drei  Ebenen  de,  BC  uud  Ss  in 
einer  geraden  Linie  L, ,  und  eben  so  schneiden  die  drei  Ebenuib  cd,  ED 
und  ^f  einander  in  einer  geraden  Linie  L,. 

Bemerkt  man  ferner,  dass,  wenn  z.  B.  die  beiden  Linien  L,,  L^, 
welche  in  einerlei  Ebene  bc  üegon,  sich  in  einem  Puncte  P  treffen,  als- 
dann nothwcndig  die  fünf  Ebenen  bc,  BC,  DE,  ßy.  5e  durch  diesen  näm- 
lichen Punct  P  gehen,  uud  dass  daher  nothwcndig  auch  die  sechste  Ebene 
de,  SO  wie  auch  die  beiden  übrigen  Linien  L^,  L,  durch  denselben  Punct 
P  gehen:  so  schliesst  man  daraus,  dass  die  sechs  Ebenen  bc,  de,  BC,  DE, 
ßy,  6e,  so  wie  auch  die  vier  Linien  />,,  L,,  L„  L,  im  Allgemeinen  immer 
in  einem  und  demselben  Puncto  P  zusammentreffen,  und  nur  in  dem  be- 
sonderen Falle,  wo  dieser  l'unct  sich  ins  Unendliche  entfernt,  mit  einer 
und  derselben  geraden  Linie  parallel  sind. 
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auch  diese  vier  Linien  Lj,  L,,  Lj,  L^,  schneiden  einander,  zusammen  in 
einem  und  demselben  Puncte  P  (oder  sind  zusammen  mit  einer  und  derselben 
geraden  Linie  partdlel)." 

8. 

Die  in  dem  Vorliegendon  (No.  7)  enthaltenen  Sätze  über  die  Kegel 
vom  zweiten  Grade,  sind  nur  spezielle  Fälle  von  folgenden  allgemeinern 
Sätzen  über  die  Flächen  vom  zweiten  Grade  überhaupt,  welche  wir  ohne 
Beweis  hinzufugen,  und  welche  an  einem  anderen  Orte,  durch  eben  so  ein- 
fache geometrische  Betrachtungen  bewiesen  werden  sollen. 

L  „Wenn  zwei  beliebige  Flächen  zweiten  Grades  einander  in  einer 
ebenen  Curve  schneiden:  so  schneiden  sie  sich  im  Allgemeinen  noch  in 
einer  zweiten  ebenen  Curve."    (IL  Satz  No.  7.) 

IL  „Zieht  man  aus  einem  Puncte  S  alle  möglichen  geraden  Linien, 
welche  eine  gegebene  Fläche  vom  zweiten  Grade  berühren,  so  liegen  alle 
diese  Linien  in  einer  Kegeliläche  zweiten  Grades,  und  alle  zusammen  be- 
rühren die  gegebene  Fläche  in  einer  ebenen  Curve  vom  zweiten  Grade." 

Oder  mit  andern  Worten: 

„Legt  man  an  eine  gegebene  Fläche  zweiten  Grades,  aus  einem  ausser- 
halb derselben  beliebig  angenommenen  Puncte  S,  einen  Bcrührungskegcl 
an  dieselbe,  so  ist  dieser  Kegel  vom  zweiten  Grade,  und  berührt  die  ge- 
gebene Fläche  in  einer  ebenen  Curve  vom  zweiten  Grade." 

III.  „Berühren  zwei  beliebige  Flächen  vom  zweiten  Grade  einander 
in  mehr  als  zwei  Puncten:  so  berühren  sie  einander  in  einer  ebenen  Curve 
vom  zweiten  Grade." 

IV.  „Berühren  zwei  beliebige  Flächen  vom  zweiten  Grade  eine  dritte 
solche  Fläche  in  ebenen  Curven:  so  schneiden  sie  sich  in  ebenen  Curven." 

Da  zwei  Ebenen  zusammengenommen  als  eine  Fläche  vom  zweiten 
Grade  zu  betrachten  sind,  so  ist  der  erste  Satz  No.  7.  ein  spezieller  Fall 
des  gegenwärtigen.     Ein  anderer  spezieller  Fall  ist  folgender: 

„Jede  zwei  Cylinder  vom  zweiten  Grade,  welche  zugleich  entweder 
zwischen  oder  ausserhalb  von  zwei  parallelen  Ebenen  liegen,  (also  elliptische 
oder  hyperbolische  Cylinder  sind)  und  diese  Ebenen  berühren,  schneiden 
einander  in  zwei  ebenen  Curven  vom  zweiten  Grade." 

V.  „Zwei  beliebige  ebene  Curven,  welche  in  einer  imd  derselben 
Fläche  zweiten  Grades  liegen,  bestimmen  zusammen  zwei  Kegel  vom  zweiten 
Grade,  d.  h.,  die  beiden  Curven  liegen  zugleich  in  zwei  bestimmten  Kegeln 
zweiten  Grades."  öder  mit  anderen  Worten:  „Bewegt  man  eine  Ebene,  welche 
zwei  ebene  Curven  berührt,  die  in  einer  und  derselben  Fläche  zweiten  Gra- 
des liegen,  so  dass  sie  die  beiden  Curven  immerfort  berührt:  so  geht  diese 
Ebene  immer  durch  einen  bestimmten  Punct  S,  und  dieser  Punct  iS  ist  der 
Scheitel  eines  Kegels  (zweiton  Grades),  welcher  durch  die  beiden  genannten 
Curven  geht,  und  welcher  stets  von  der  Ebene  berührt  wird."   Da  aber  die 
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Ebene  auf  zwei  versdiiedcne  Arten  an  die  beiden  Curven  gelegt  werden 
kann,  so  liegen  die  beiden  Curven  zugleich  in  zwei  bestimmten  Kegeln. 

InsbeBondere  folgt  hieraus: 

„Macht  man  in  ii^end  einem  gegebenen  Kegel  zweiten  Grades  zwei 
beliebige  ebene  Schnitte:  so  liegen  die  beiden  Durchschnitts -Curven  zu- 
.'  gleich  in  einem  anderen  Kegel  vom  zweiten  Grade." 

Femer  kann  aus  dem  obigen  Satze  der  folgende  abgeleitet  werden: 

„Legt  man  durch  einen  willkürlichen  Punct  P,  in  einer  Fläche  vom 
zweiten  Grade  eine  Berührungsebeno  (E),  und  ferner  aus  demselben  Punct 
'  P,  durch  beliebige  ebene  Curven,  welche  in  der  Fläche  liegen,  Kegel:  so 
schneidet  jede  Ebene,  welche  mit  der  genannten  Berühmngsebenc  (E)  pa- 
rallel ist,  alle  dioso  Kegel  (sammt  der  gegebenen  Fläche)  in  ähnlichen 
Curven  zweiten  Grades."     Oder  mit  andern  Worten: 

„Projizirt  man  aus  einem  willkürlichen  Puncte  P,  der  in  einer  ge- 
gebenen Fläche  vom  zweiten  Grade  liegt,  beliebige  ebene  Curven,  welche 
in  derselben  Fläche  liegen,  auf  eine  Ebene,  welche  mit  der  in  dem  Punct 
P  an  die  Fläche  gelegten  Beruh rungsebene  parallel  ist:  so  sind  die  Pro- 
jectionen  sämmtlich  ähnliche  Curven  vom  zweiten  Grade." 

VI.  „Wenn  von  drei  beliebigen  gegebenen  Flächen  zweiten  Grades, 
je  zwei  einander  in  ebenen  Curven  schneiden;  so  schneiden  sich  von  den 
scclis  Ebenen  dieser  sechs  Durchschnitts-Curven  [je  zwei  Flächen  schneiden 
einander  in  zwei  ebenen  Curven  (I.)],  vier  Mal  drei  in  einer  geraden  Linie, 
und  alle  sechs  Ebenen,  oder  diese  vier  geraden  Linien  schneiden  sich  zu- 
sammen in  einem  und  demselben  Puncte  f." 

Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  aus  (V.  und  No.  7,  IIL). 

Aus  dem  vorliegenden  Satze  kann  leicht  der  folgende  abgeleitet  werden. 

VII.  „Wenn  in  einer  Ebene  irgend  zwei  beliebige  Curven  zweiten 
Grades  gegeben  sind,  und  man  legt  durch  jede  derselben  eine  willkürliche 
Fläche  zweiten  Grades,  jedoch  so,  dass  die  beiden  Flächen  einander  in  zwei 
ebenen  Curven  schneiden:   so  schneiden  die  Ebenen  dieser  beiden  Durch- 
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gerade  Linie  L  oder  Z,  in  welcher  sich  der  Punct  P  befindet.  Liegt  der 
Punct  P  im  Durchschnitt  (2))  der  beiden  Linien  L,  l:  so  liegen  die  vier 
Berührungspuncte  A^^  B^,  aj,  6,,  der  aus  demselben  an  beide  Curven  ge- 
legten Tangenten,  in  einer  geraden  Linie,  welche  durch  die  beiden  Puncto 
S  und  T  geht;  diese  Eigenschaft  kommt  nur  diesem  Punct  D  zu. 

Femer:  Legt  man  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  an  die  beiden 
gegebenen  Curven  (d.  h.,  diejenigen  vier  geraden  Linien,  von  welchen  jede 
beide  Curven  zugleich  berührt):  so  schneiden  sich  zwei  derselben  in  dem 
genannten  Puncto  S  und  die  beiden  übrigen  in  dem  Puncto  T.  Denmach 
kann  mit  Hülfe  der  beiden  Linien  L,  l  die  Aufgabe: 

„An  zwei  gegebene,  in  einerlei  Ebene  liegende  Kegelschnitte  eine  ge- 
meinschaftliche Tangente  zu  legen,"  leicht  gelöst  werden,  eine  Aufgabe, 
welche  meines  Wissens  bis  jetzt  noch  nicht  gelöst  ist. 

Endlich  kann  noch  hinzugefügt  werden,  dass,  im  Fall  die  gegebenen 
Curven  einander  in  vier  Puncten  Ay  B,  C,  D  schneiden,  drei  Systeme  von 
zwei  solchen  zusammengehörigen  Linien  L,  l  vorhanden  sind.  Nämlich 
jede  zwei  von  den  sechs  gemeinschaftlichen  Sehnen  der  beiden  Curven, 
welche  zusammen  durch  alle  vier  Schneidepuncte  Ay  By  C,  D  gehen  (also 
AB  und  CDy  ACwid  BD,  AD  und  BC)  sind  ein  solches  Linien-Paar  Ly  L. 

Vin.  „Der  Ort  des  Scheitels  eines  geraden  Kegels  vom  zweiten  Grade, 
welcher  eine  der  Grösse  und  Lage  nach  gegebene  Fläche  vom  zweiten  Grade 
in  einer  ebenen  Curve  berührt:  ist  eine  ebene  Curve  vom  zweiten  Grade." 

Ist  z.  B.  die  gegebene  Fläche  ein  Ellipsoid:  so  ist  der  Ort  des  Scheitels 
desjenigen  geraden  Kegels,  welcher  diese  Fläche  in  einer  ebenen  Curve 
berührt,  eine  Hyperbel.  Diese  Hyperbel  hat  folgende  merkwürdige  Be- 
ziehungen zu  dem  Ellipsoid: 

a.  Die  Hyperbel  liegt  in  der  Ebene  {AC)  der  kleinsten  (C)  und 
grössten  Axe  {Ä)  des  Ellipsoids;  ihre  Hauptaxe  liegt  in  der  grössten  Axe 
{Ä)  des  EUipsoi'ds,  und  ihr  Mittelpunct  fallt  mit  dem  IVIittelpunct  des 
EUipso'ids  zusammen. 

p.  Die  Axen  der  Hyperbel  sind  der  Grösse  nach  gleich  den  Excen- 
tricitaten  derjenigen  beiden  Ellipsen,  in  welchen  die  beiden  Ebenen  der 
Axen  (ABjy  (BC)  das  Ellipsoid  schneiden.  Sind  also  a,  6,  c  die  halben 
Axen  des  Ellipsoids,  so  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel: 

(a'—b'y—(b'—c')a'  =  —(a'—b'Xb'—c'), 
wo  die  Coordinaten  ^,  z  respective  mit  den  Axen  Ay  C  des  Ellipsoids  pa- 
rallel sind. 

-jf.  Die  Hyperbel  schneidet  die  Oberfläche  des  Ellipsoids  in  denjenigen 
vier  Puncten,  in  welchen  diese  Fläche  von  vier  Ebenen  berührt  wird,  die 
mit  Ebenen  parallel  sind,  welche  das  Ellipsoid  in  Kreisen  schneiden. 

Eine  andere  sehr  merkwürdige  Eigenschaft  dieser  vier  Puncto,  in 
welchen  die  Hyperbel  die  Oberfläche  des  Ellipsoids  schneidet,  und  welche 
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Monge  „Ombilkif'  nonnt,  wird  von  ihm  bewiesen  (Applkation  de  ^Ana- 
lyse  ä  la  Geometrie  §  XVI.  p.  121}. 

Ein  gegebenes  KUipsoid  kann  also  nur  von  zwei  geraden  Cylindero 
(zweiten  Grades)  in  ebenen  Curven  berührt  werden;  die  Äsen  dieser  boiden 
Oylinder  bilden  die  Asymptoten  der  genannten  Hyperbel. 

""IX.    Bekanntlicb  bestimmt  jeder  Kreis,  in  der  Oborfläcbe  einer  Engel, 

nit  deren  Mittelpunct  zusammen,   einen  geraden  Kegel;   wid  omgokehrt: 

/jeder    gerade  Kegel,    dessen  Scheitel  im   Mittelpimcte  einer  Kugel  liegt, 

schneidet  die  Fläche  der  Kugel  in  zwei  Kreisen.    Dieser  Satz  SDdßt  aber 

I  nicht  bei  der  Kugel  allein,  sondern  allgemeiner,  wie  folgt,  Statt 

„Dreht  man  irgend  eine  Curve  vom  zweiten  Grade  um  ihre  Hauptaxe 
■  (in  welcher  die  Brennpuncto  liegen),  so  beschreibt  sie  eine  Fläche  zweiton 
I  Grades,  welche  mit  der  beschreibondeu  Cur\'e  einerlei  Brennpuncte  hat, 
und  jede  beliebige  ebene  Curve,  welche  in  dieser  Fläche  liegt,  bestimmt 
mit  jedem  der  beiden  Brennpuncte  einen  geraden  Kegel.  Umgekehrt:  jeder 
gerade  Kegel,  dessen  Scheitel  in  einem  der  beiden  Bremipuuct«  liegt, 
.schneidet  diu  genannte  Fläche  in  zwei  ebenen  Curven." 

Ist  die  erzeugende  Curve  eine  Parabel,  so  ist  einer  ihrer  Brennpuncte 
unendlich  weit  entfernt.  Jede  ebene  Curve  also,  welche  mau  in  diesem 
Falle  in  der  genannten  Fläche  annimmt,  liegt  in  einem  geraden  Cylinder 
(zweiten  Grades),  dessen  Axe  mit  der  Drehaxe  parallel  ist;  und  umgekehrt: 
jeder  gerade  Cylinder  zweiten  Grades,  dessen  Axe  mit  der  Drehaxe  parallel 
L  ist,  schneidet  die  genannte  Fläche  in  einer  ebenen  Curve. 

X.  „Sind  zwei  Ebenen  der  Lage  nach,  und  ist  in  der  einen  eine  Curve 
vom  zweiten  Grade  der  IiO^o  und  Grösse  nach  gegeben:  so  ist  der  Ort  des 
ticheitels  desjenigen  Kegels  it  vom  zweiten  Grade,  welcher  durch  diese 
Curve  geht,  und  dessen  Schnitt  mit  der  andern  Ebene  ein  Kreis  ist,  eine 
ebene  Curve  vom  zweiten  Grade." 

Ist  z.  B.  die  gegebene  Curve  eine  Ellipse,  so  ist  der  Ort  des  Scheitels 
des  genannten  Kegels  k  eine  Hyperbel;   und  umgekehrt:   ist  die  gegebene 
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„Legt  man  an  die  gegebene  Curve  (C)  zwei  Tangenten  BB^^  W,, 
welche  mit  der  Durchschnittslinie  DP  der  beiden  gegebenen  Ebenen  pa- 
rallel sind:  so  bestimmen  die  beiden  Berühnmgspuncte  ß,  b  dieser  Tan- 
genten einen  Durchmesser  Bb,  welcher  mit  der  vorhin  genannten  Linie  ADy 
in  dem  Puncto  D  zusammentrifft.  Die  genannte  Curve,  welche  der  Ort 
des  Scheitels  de*s  Kegels  k  ist,  liegt  immer  in  der  Ebene  ADE  und  hat 
mit  der  gegebenen  Curve  (C)*den  Durchmesser  Bb  gemein. 

XL  „Sind  zwei  Ebenen  der  Lage  nach,  und  ist  in  der  einen  eine 
beliebige  Curve  (C)  vom  zweiten  Grade,  der  Lage  und  Grösse  nach  ge- 
geben: so  ist  der  Ort  des  Scheitels  desjenigen  Kegels  (Ä^),  welcher  durch 
diese  Curve  geht,  und  dessen  Schnitt  mit  der  anderen  Ebene  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  ist,  eine  Fläche  (F)  vom  zweiten  Grade."     Nändich: 

a)  Ist  die  gegebene  Curve  C  eine  Ellipse:  so  ist  die  Fläche  F  die 
Oberfläche  eines  EUipsoi'ds,  welches  mit  der  gegebenen  Ellipse  einerlei 
Mittelpunct  hat. 

b)  Ist  (C)  eine  Hyperbel,  so  ist  (F)  eine  hyperbolische  Fläche  zweiten 
Grades,  und  zwar: 

a)  Wenn  die  Durchschnittslinie  (PD)  der  beiden  gegebenen  Ebenen 
nur  einen  (oder  gar  keinen)  Zweig  der  gegebenen  Hyperbel  {(') 
schneidet:  so  ist  die  Fläche  (/*')  eine  zweitheilige  hyperbolische 
Fläche  zweiten  Grades  Qiyperbolouie  ä  deux  nappes), 

P)  Wenn  die  genannte  Durchschnittslinie  (PD)  beide  Zweige  fler  ge- 
gebenen Hyperbel  .schneidet:  so  ist  die  Fläche  (F)  eine  einfache 
hyperbolische  Fläche  zweiten  Grades  {hyperboloide  ä  une  najype). 

c)  Ist  (C)  eine  Parabel,  so  ist  (F)  eine  elliptisch-parabolische  Fläche 
zweiten  Grades  {paraboloide  elliptique), 

d)  Sind  (C)  zwei  sich  schneidende  gerade  Linien  (welche  zusammen 
als  eine  Hyperbel  betrachtet  werden  können):  so  ist  (F)  eine  Kegclfläche 
zweiten  Grades. 

e)  Sind  (C)  zwei  parallele  gerade  Linien:  so  ist  F  die  Fläche  eines 
elliptischen  Cylinders. 

In  den  beiden  letzteren  Fällen  (d  und  e)  treten  aber  an  die  Stelle  der 
verlangten  gleichseitigen  Hyperbel  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  ge- 
rade Linien,  welche  als  eine  gleichseitige  Hyperbel  betrachtet  werden 
können. 

Die  so  eben  genannten  Flächen  zweiten  Grades  sind  diejenigen,  welche 
von  einer  Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten  werden  können;  und  zwar 
wird  in  jedem  der  obigen  Fälle  die  Fläche  (F)  von  einer  Ebene,  welche 
mit  der  zweiten  gegebenen  Ebene  (ADP)  parallel  ist,  in  einem  Kreise 
geschnitten. 

Es  kann  bei  dieser  Gelegenheit  noch  bemerkt  werden,  dass  nicht  jede 
Fläche  zweiten  Grades  durch  eine  Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten,  o<ler 


14  Einige  geometrische  Sätze. 

wie  maa  sagt,  durch  Bewegung  eines  (veränderlichen)  Kreises  erzeugt 
werden  kann.  Ausser  dem  hyperboÜBchcn  und  parabolischen  Cylinder  und 
dem  Systeme  zweier  Ebenen  ist  hiervon  die  hyperbolisch-parabolische  Fläche 
zweiten  Grades  (^parabolotde  kyperholique)  ausgenommen,  ungeachtet  Biot 
in  seinem  Werke  „Esmi  de  Qiom^trie  antdytiqii^',  8.  271  diese  Fläche  nicht 
ausschlicsst  und  ungeachtet  Monge  in  seinem  Werke  „Application  de  V Ana- 
lyse ä  la  Giom^trO"  S.  45  ausdrücklich  sagt,*  dass  auch  diese  Fläche  durch 
die  Bewegung  eines  veränderlichen  Kreises  erzeugt  werden  könne.  Unsere 
Behauptung  lässt  sich  in  Kürze,  wie  folgt,  begründen. 

Die  (^eichung   der  genannten  Fläche  (für  rechtwinklige  Coordinaten) 
ist  bekanntlich 

(A)  Pz'-py'  =  -pPx. 

Wird  die  Fläche  (A)  von  einer  beliebigen  Ebene,  welche  durch  die  Glei- 
chung 

(B)  x  =  ay-\-bz-\-c 

gegeben  ist,  geschnitten:  so  ist  die  Projection  der  Durchschnitts-Curvc  auf 
die  Ebene  der  (yz) 

(C)  Pz'—pf  =  —pP(ay+bz-i-c), 

welches,  da  z'  und  y'  verschiedene  Zeichen  haben,  die  Gleichung  der  Hy- 
perbel ist.  Mithin  ist  auch  die  Durchschnitts-Curve  selbst  eine  Hyperbel. 
Es  ist-  klar,  dass  die  Curve  (C)  und  also  auch  die  Durchschnitts-Curve 
immer  eine  Hyperbel  ist,  wenn  man  in  der  Gleichung  (B)  der  schneidenden 
Ebene  entweder  y  oder  z  oder  y  und  z  gleich  0  setzt,  d.  h.  wenn  die 
schneidende  Ebene  (B)  entweder  mit  y,  oder  mit  z,  oder  mit  y  und  z  pa- 
rallel ist  Nimmt  man  dagegen  an,  die  schneidende  Ebene  sei  mit  x  pa- 
raJIel,  so  dass  ihre  Gleichung 

(D)  ay-trbz+c  =  0 

ist,  so  hat  man  für  die  Projection  der  Durchschnitts-Curve  auf  die  Ebene 
der  (xz) 
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„Wenn  man  aus  irgend  einem  Puncte  der  Peripherie  eines  Kreises, 
welcher  mit  dem  um  ein  gegebenes  Dreieck  beschriebenen  Kreise  concen- 
trisch  ist,  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  Lethe  fallt,  so  ist  der  Inhalt  des- 
jenigen Dreiecks,  dessen  Scheitel  die  Fusspuncte  dieser  Lethe  sind,  constant/^ 

Im  fünfzehnten  Bande  desselben  Werks  wird  Seite  45  von  einem 
Abonnenten  und  Seite  250  von  Sturm  der  Satz  bewiesen: 

„Fällt  man  aus  irgend  einem  Puncte  der  Peripherie  eines  Kreises, 
welcher  mit  einem  gegebenen  regelmässigen  Polygon  einerlei  Mittelpunct 
hat,  Lothe  auf  die  Seiten  dieses  Polygons,  so  ist  der  Inhalt  desjenigen 
Polygons,  dessen  Ecken  in  den  Fusspuncten  dieser  Lothe  liegen,  constant'^ ; 
ein  Satz,  welchen  Lhuilier  in  der  BibUoth^que  universelle  (mars  1824 
p.  169)  bekannt  gemacht  hat. 

Diese  beiden  Sätze  sind  aber  nur  spezielle  Fälle  des  folgenden  allge- 
meineren Satzes: 
f^^  „Fällt  man  aus  irgend  einem,  in  der  Ebene  eines  beliebigen  gege- 
benen Polygons  AB  CDS  (Fig.  6)  liegenden  Puncte  P,  Lothe  PA,,  PB,, 
PC^  . . .  auf  die  Seiten  des  Polygons,  verbindet  die  Fusspuncte  dieser 
Lothe  der  Reihe  nach  durch  gerade  Linien,  wodurch  ein  in  das  gegebene 
eingeschriebenes  Polygon  -4, Z?jC, /),-£?,  entsteht:  so  ist,  im  Fall  der  Inhalt 
dieses  eingeschriebenen  Polygons  constant  bleiben  soll,  der  Ort  des  Punctes 
P  die  Peripherie  eines  Kreises.  Der  Mittelpunct  dieses  Kreises  ist  von 
dem  Inhalte  des  eingeschriebenen  Polygons  und  von  der  Lage  des  ursprüng- 
lich angenommenen  Punctes  P  unabhängig.'  Er  ist,  wenn  man  Kräfte  an- 
nimmt, die  in  parallelen  Richtungen  auf  die  Ecken  des  gegebenen  Polygons 
wirken,  und  sich  verhalten  wie  die  Sinusse  der  respectiven  doppelten 
Winkel  des  gegebenen  Polygons,  der  Mittelpunct  (Schwerpunct)  dieser 
Kräfte. 

Beweis. 
Man  verbinde  den  Punct  P  mit  den  Eckpuncten  des  gegebenen  Viel- 
ecks durch  die  geraden  Linien  a,  by  Cy  dy  e,  so  ist  z.  B. 
-  .  f  PA^  =  a.sina    und     PE,  =  a.sin(^ — a) 

^  ^  \AA^  =  a.cosa    und    AE,  =  a.cos(^ — a). 

Bezeichnet  man  den  Inhalt  des  Dreiecks  A^PE,   durch  A  und  den  In- 
halt des  Vierecks  AA^PE,  durch  D,  so  hat  man 

(2)        2  A  =  PA,  X  PE,  .smA,PE,. 

^3^  Q  _  AA,xAE,,sinA^PA,xPE,  ^^^^^^ 

Snbstituirt  man  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  von  PA,,  PE,,  AA,, 
AE,  aus  (1),  und  bemerkt,  dass 

sin^  =  sinA,PE,, 
weil  die  Winkel  A  und  A,PE,  zusammen  zwei  Rechte  betragen,  und  zieht 


aliidatu)  die  6)eicbiuigen  (2)  oihI  (3)  t«d  einaader  ^.  so  findel  mao 
-2^  =  5 [cosa«es(J — a) — sin3«iD(.4 — a)] 
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Eine  ähnliche  Gleichui^  findet  zwbcben  dem  Ti««ck  BB^PA,  and  dem 
Dreieck  B^PA,,  zwisch^  dem  Viereck  CC^PB,  mtd  dem  zagebörigea 
Dreieck  C^PB,,  o.  b.  w.  Statt.  Die  Summe  aller  Tierecke  ist  aber  gleich 
dem  Inhalte  des  gegebenen  Vielecks  ^/}C/)£^,  and  die  Summe  aller  Drei- 
ecke itit  gleich  dem  Inhalte  de»  eingeschriebenen  Vielecks  ^iß^rii),^,: 
Ifezeichnet  man  daher  den  Inhalt  de»  gegebenen  Vielecks  durch  J  und  den 
Inhalt  deH  eingcnchriebcDen  Vielecks  durch  </, ,  so  hat  man  vermöge  der 
Gleichung  (4): 

r'\     I     o  /          a'»in2-4-f-A'8in2ß+c'8m2C'+d'sin2fl+#'sin2£ 
(.))    ■/ — iJ^  —  ^ 

Soll  nun  der  Inhalt  ■/,  des  eingeschriebenen  Vielecks  constant  sein,  so  bt 
J — 2</,  eine  conxtantv  Grösse,  welche  K  sein  mag,  so  dass 

(6)        a'sin2^+fi'sin2fi+c'8in26'+<f*8in2Z>-t-e'sin-2£=  AK. 
In  dieser  Gleichung  sind  alle  Grössen  constant,  bis  auf  a,  b,  e,  d,  e,  welche 
<lie  Bntfemungco  des  unbestimmten  Puncts  P  von  den  gegebenen  Puncten 
A,  B,  ij,  D,  E  ausdrücken.     Es  ist  aber  bekannt,  dass 

„wenn  in  einer  Ebene  beliebig  viele  Puncle  A,  B,  C,  D,  E,  ... 
gegeben  sind,  und  man  nimmt  in  derselben  Ebene  einen  wiUkürlicben 
l'unct  P  an,  zieht  aus  demselben  gerade  Linien  a,  h,  c,  d,  e,  ...  nach 
Jenen  gcgel>enen  I'uncten,  multiplicirt  die  Quadrate  dieser  Linien  mit  be- 
liebigen Grössen  %  ß,  •(,  S,  e,  . . . ,  und  setzt  die  Summe  dieser  Producte 
constant:  dass  dann  der  Ort  des  aDgenonunenen  Puncts  P  die  Peripherie 
eiues  Kreises  ist,  dessen  Mittelpunct  in  dem  gemciuschafÜicheo  Schwcr- 
))uuct  liegt,    wenn   man  die  Grössen  a,  ß,  -j^,  S,  e, als    in  den  gcge- 
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Crelle's  Journal,  Band  I.  S.  161—184  und  S.  252-288. 


Hierzu  Taf.  III— XII  V\^.  1-43. 


Steiner*»  Werke.    I. 


Einige  geometrische  Betrachtungen. 


Die  in  den  nachstehenden  Paragraphen  angefangenen  Betrachtungen 
enthalten  die  Grundlage  der  geometrischen  Untersuchung  über  das  Schnei- 
den der  Kreise.  Es  lassen  sich  daraus  die  Auflösungen  fast  aller  Auf- 
gaben über  das  Schneiden  und  Berühren  der  Kreise  entwickeln,  und  zwar 
in  den  meisten  Fällen  sehr  einfach;  auch  ward  durch  sie  oft  zwischen  meh- 
reren Aufgaben,  welche  auf  den  ersten  Anblick  keine  Gemeinschaft  zu  haben 
scheinen,  ein  gewisser  Zusammenhang  sichtbar.  Zwei  andere,  eben  so  er- 
folgreiche Gegenstände,  besonders  in  Bezug  auf  die  Curven  und  Flächen 
zweiten  Grades,  auf  die  sogenannten  Porismen  und  die  meisten  Sätze, 
welche  man  gewöhnlich  durch  die  Theorie  der  Transversalen  zu  beweisen 
pflegt,  sind  die  harmonische  Proportion  und  die  perspectivische 
Projection. 

Vor  etwa  drei  Jahren  sah  sich  der  Verfasser  dieser  Abhandlung,  zu- 
fälliger Weise,  zur  Beschäftigung  mit  der  Aufgabe:  1)  einen  Kreis  zu  be- 
schreiben, welcher  drei  andere,  gegebene  Kreise  berührt;  2)  mit  der  Mal- 
fatti'schen  Aufgabe  (No.  14);  so  wie  3)  mit  dem  XV.  Theorem  im  IV.  Buch 
der  Collect,  mat/tem.  von  Pappus;  und  4)  mit  verschiedenen  Porismen  und 
der  rein  geometrischen  Betrachtung  der  Curven  und  Flächen  zweiten  Gra- 
des, angeregt.  Den  t^appischen  Satz  kannte  er  nur  ohne  Beweis;  eben 
so  die  Malfatti'sche  Aufgabe;  von  der  ersten  (1)  jedoch  die  Vieta'sche 
geometrische  Losung. 

Der  Verfasser  pflegt  in  der  Regel  nicht  eher  über  eine  Aufgabe  oder 
über  einen  Gegenstand  weiter  nachzulesen,  bevor  er  nicht  selbst  eine  Auf- 
lösung oder  Sätze  darüber  gefunden  hat,  um  alsdann  seine  Resultate  mit 
den  schon  vorhandenen  zu  vergleichen. 

Dieses  fand  auch  bei  den  eben  genannten  Gegenständen  Statt;  das  Be- 
streben des  Verfassers  war,  z.  B.  bei  den  Auflösungen  der  verschiedenen 
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Aufgaben  über  Berührung  der  Kreise,  den  ihnen  zum  Grunde  liegenden 
gemeinsschartlichen  Zusammenhang  zu  finden. 

Den  Satz  (So.  3),  „dass  der  Ort  der  gleichen  Tangenten  zweier  gegebenen 
Kreise  eine  gerade  Linie  sei,"  hatte  der  Verfasser  schon  bei  einer  frühem 
geometrischen  Untersuchung  gefunden.  Die  Bedeutung  der  Achnlichkeits- 
punctc  (No.  7)  und  der  gemeinschaftlichen  Potenz  (No.  11)  zweier  Kreise, 
wovon  schon  bei  Pappus  und  Vieta  sich  Spuren  finden,  lernte  er  durch  ihre, 
von  ihm  gefundene  vielseitige  Anwendbarkeit  erkennen.  Mittelst  der  An- 
wendung dieser  drei  Sätze  offenbarte  sich  ihm  nun  der  gesuchte  Zusammen- 
hang der  verschiedenen  Aufgaben  über  Bcriihrung  der  Kroi.se,  welche  er 
sich  voi^elcgt  hatte,  nebst  einer  Menge  damit  in  Verbindung  stehender 
yiitze. 

Als  nun  der  Verfasser  seinen  flogeustand  einigermasseu  erschöpft  zu 
haben  glaubte,  sah  er  sich  auch  nach  Demjenigen  um,  was  Andere  ge- 
tlian.  Er  sah,  dass  die  Franzosen  nicht  nur  einen  grossen  Theil  der  von 
ihm  gelösten  Sätze  und  Aufgaben  schon  besitzen,  sondern  auch  bei  den 
Beweisen  und  Auflösungen  sich  fast  allenthalben  derselben  Mittel  bedient 
haben,  wie  er.  In  Hinsicht  der  Anwendung  der  harmonischen  Proportion 
und  der  perspectiv! sehen  Projection  auf  eine  grosse  Menge  geometrischer 
Gegenstände  (besonders  auf  die  Curven  und  Flächen  zweiten  Grades,  die 
Porismen  u.  s.  w.)  fand  er  besonders  bei  Poncelet  {Trnite  <!es  propnet^ 
Jh-(yjectivci  tl^s ßgurfix*),  sowohl  viele  seiner  Sätze,  als  auch  denselben  Gang 
der  Betrachtung. 

Für  die  Versicherung,  dass  der  Verfasser  Dasjenige,  was  die  Franzosen 
in  dieser  Hinsicht  gethan,  vorher  nicht  gekannt  habe,  hofft  er,  werden  nicht 
allein  diejenigen  seiner  Beltannten,  welche,  bei  täglichem  Umgänge  mit 
ihm,  die  Entstehung  und  Entwickolung  seiner  Arbeiten  beobachteten,  son- 
dern dem  Sachkenner  wird  auch  schon  die  umfassendere,  allgemeinere 
Entwickelungsweise  in  den  Untersuchungen,  aus  welcher  nicht  nur  alle  jene 
Betrachtungen,  sondern  auch  eine  grosse  Menge  neuer  Resultate  von  selbst 
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„Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  drei  der  Grösse  und  Lage  nach 
gegebene  Kreise  K,,  Kj,  Kj  respective  unter  den  gegebenen  Winkeln  «,, 
Oj,  a,  schneidet." 

„Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  vier,  der  Grösse  und  Lage  nach 
gegebene  Kreise  unter  einerlei  Winkel  schneidet."    U.  s.  w. 

Und  zwar  werden  alle  diese  Aufgaben  ebensowohl  bei  Kreisen,  die  in 
einerlei  Ebene,  als  bei  Kreisen,  die  in  einerlei  Kugelfläche  liegen,  gelöst. 
Femer  werden  analoge  Aufgaben  bei  Kugeln  im  Räume  gelöst,   als  z.  B.: 

„Eine  Kugel  zu  beschreiben,  welche,  vier,  der  Grösse  und  Lage  nach 
gegebene  Kugeln  K,,  K.^,  K3,  K^  respective  unter  den  gegebenen  Winkeln 
^if  ^i»  0^8?  «4 'schneidet," 

„Eine  Kugel  zu  beschreiben,  welche  fünf  der  Grösse  und  Lage  nach 
gegebene  Kugeln  unter  einerlei  Winkel  schneidet.'^     U.  s.  w. 

Nach  dem  frühern  Plane  des  Verfassers  sollten  seine  geometrischen 
Untersuchungen  ein  zusammenhängendes  Werk  ausmachen;  allein  bei  der 
Ausarbeitung  fand  sich,  dass  es  zu  ausgedehnt  werden  würde;  andererseits 
war  es  ihm  bis  jetzt  noch  nicht  möglich,  seinen  Untersuchungen  ein  be- 
stimmtes Ziel  zu  setzen,  weil  sich  dieselben  noch  täglich  erweitem  und 
auf  neue  Gegenstände  anwenden  lassen,  so  dass  bestimmte  Schranken  der 
freien  Entwickelung  des  Gegenstandes  nur  nachtheilig  sein  würden.  Der 
Verfasser  wird  daher  erst  einen  Theil  davon,  welcher 

„Das  Schneiden  (mit  Einschluss  der  Berührung)  der  Kreise  in 
der  Ebene,  das  Schneiden  der  Kugeln  im  Räume,  und  das  Schnei- 
den der  Kreise  auf  der  Kugelfläche" 
enthalten  soll,  Untersuchungen,  welche  schon  vor  zwei  Jahren  beendet 
waren,  und  deren  Ausarbeitung  zum  Dmcke  gegenwärtig  beinahe  vollendet 
ist,  in  einem  Bande  von  etwa  25  bis  30  Bogen,  herausgeben,  und  wenn 
dieser  erste  Theil  einige  Theilnahme  findet,  die  übrigen  Untersuchungen 
nachfolgen  lassen. 


§  I.    Von  der  Potenz  bei  Kreisen,  die  in  einerlei .  Ebene  liegen. 

1. 

Wenn  die  geraden  Linien  Mfn  und  PG  (Fig.  1)  auf  einander  senkrecht 
stehen:  so  ist  für  jeden  beliebigen  Punct  J^  des  Perpendikels  PG,  wenn 
man  die  Puncto  w,  AI  als  gegeben  betrachtet: 

MP'—viP'  =  MG'—mG\ 

das  heisst: 

„Der  Unterschied  der  Quadrate  der  Abstände  aller  Puncto  P  der  Senk- 
rechten PG  von  zwei  gegebenen  Puncten  M,  m  ist  eine  unveränderliche 


22  KiDijte  iireonietriscrLB  Betrachtungen. 

Grösse,  nämlich  gleich  dem  Unterschiede  der  Quadrate  der  Abstände  MG, 
mG  der  Senkrechten  PG  von  den  gegebenen  Puncten  AI,  m.'*  Hier- 
aus folgt: 

.,Dass  der  geometrit^che  Ort  eines  Puncts  P,  für  welchen  der  Unter- 
scli^ed  der  Quadrate  seiner  Abstände  von  zwei  gegebenen  Poncten  M,  vi 
gleich  ist  einer  gegebenen  Grösse  u',  eine  gerade  Linie  PG  ist,  welche 
auf  der  die  gegebenen  Puncte  verbindenden  Geraden  (Alvi)  senkrecht  steht." 

Bezeichnet  man  den  Abstand  der  gegebenen  Puncte  Alm  vod  einander 
durch  a:  so  ist 


AtG-hmG  = 


and    MG'—mG'=u: 


Daraus  folgt: 


In  den  Lehrbüchern  der  Geometrie  findet  man  folgenden  Satz  be- 
wiesen: 

„Werden  aus  einem,  in  der  Ebene  eines  Kreises  Af,  (Fig.  2)  willkür- 
lich angenommenen  Puncte  P,  gerade  Linien  PAB,  PCD...  gezc^n, 
die  den  Kreis  schneiden:  so  ist  das  Product  (Rechteck)  aus  den  Abständen 
des  Puncts  von  den  Durchschnittspuncten  der  schneidenden  Linien  eine  be- 
standige Grösse;  d.  h.  es  ist 

PAXPB  =  PCXPD=. . ." 
Dieses  Product,   für  einen  bestimmten  Punct,  in  Bezt^  auf  einen  ge- 
'  gebenen  Kreis,  soll 

„Potenz  des  Puncts  in  Bezug  auf  den  Kreis," 
oder  auch  umgekehrt: 

„Potenz  des  Kreises  in  Bezug  auf  den  Punct*)"  heisscn. 
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AlQCy  die*  Potenz  des  ausserhalb  des  Kreises  liegenden  Puncts  P, 

PT'  =  PAP—R\ 
und  die  Potenz  des  innerhalb  des  Kreises  liegenden  Puncts  Q, 

Hieraus  folgt,'  dass  Puncto,  welche  gleich  weit  vom  Mittelpunct  eines 
Kreises  entfernt  sind,  in  Bezug  auf  ihn  gleiche  Potenzen  haben.  Fällt  ein 
Punct  in  die  Peripherie  eines  Kreises,  so  ist  seine  Potenz  gleich  0;  und  um- 
gekehrt, jeder  Punct,  dessen  Potenz  in  Bezug  auf  einen  gegebeneu  Kreis 
gleich  0  ist,  liegt  in  der  Peripherie  des  Kreises. 

3. 

Wenn  M^  m  (Fig.  1)  die  Mittelpuncte  zweier  Kreise  M,  m  sind,  deren 
Radien  durch  R,  r  bezeichnet  werden  mögen,  und  P  ist  ein  Punct,  welcher 
zu  beiden  Kreisen' gleiche  und  gleichartige,  d.  h.  in  Bezug  auf  beide  Kreise 
zugleich  äusserliche  oder  zugleich  iimerliche,  Potenzen  hat,  so  ist  ent- 
weder (No.  2): 

(a)  MP'—R'  =  ml^—r\ 
oder 

(b)  R'—MP'  =  r'—mP'. 
Aus  Beidcm  folgt: 

MP'—mP'  =  R^-^r\ 

d.  h.:  „Der  Unterschied  der  Quadrate  der  Abstände  des  Puncts  P  ist  unter 
der  vorausgesetzten  Bedingung  eine  unveränderliche  Grösse  {R^ — r'),  näm- 
lich gleich  dem  Unterschied  der  Quadrate  der  Radien  der  gegebenen 
Kreise  M^  w." 

Hieraus  folgt  nach  No.  1: 

„Dass  der  Ort  eines  Puncts  P,  welcher  zu  zwei  gegebenen  Kreisen 
Mj  m  gleichartige  und  gleiche  Potenz  hat,  eine  gerade  Linie  PG  ist,  welche 
auf  der  Axe  Mvi  der  Kreise  senkrecht  steht." 

AVegen  dieser  Eigenschaft  der  geraden  Linie  PG  soll  dieselbe  fortan: 
M  „Linie  der  gleichen  Potenzen  der  Kreise  ü/,  w"  heissen. 

Aus  dem  Obigen  folgen  noch  die  Zusätze,  dass: 

„Erstlich  die  gemeinschaftliche  Sehne  zweier  Kreise,  und 

„Zweitens  die  Linie,  welche  zwei  Kreise  in  einem  und  demselben 
Punct  berührt,  zugleich  die  Linie  ihrer  gleichen  Potenzen  ist.'' 

Da  nach  No.  2  die  Potenz  eines  ausserhalb  des  Kreises  liegenden  Puncts 
gleich  ist  dem  Quadrat  der  Tangente  aus  dem  Puncto  an  den  Kreis,  so 
folgt  femer: 

„Dass  der  geometrische  Ort  eines  Puncts  P,  aus  welchem  die  Tan- 
genten an  zwei  gegebene  Kreise  iV,  vi  einander  gleich  sind,  eine  auf  der 
Axe  Mm  der  Kreise  senkrecht  stehende  gerade  Linie  PG  ist." 
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Bcüjchrciht  man  mit  einer  der  vier  Tangenten  aus  dem  Punct  1'  an 
die  beiden  gegobencii  Kreise  einen  Krci»  1',  so  »cluieidct  derselbe  die 
beiden  gegebenen  Kreise  rechtwinklig,  und  es  Tolgt  ferner: 

.,UasH  der  geometrische  Ort  des  Mittelpuncts  1'  eines  Kreises  /', 
welcher  zwei  gegebene  Kreise  M,  m  rechtwinklig  schneidet,  eine  gerade 
Linie  FG  ist,  welche  auf  der  Axe  Alm  der  gegebenen  Kreise  senkrecht 
steht." 

4. 

Es  seien  A/,,  Af,,  Af^  (Fig.  4)  die  Mittolpunctc  dreier,  der  Grösse 
und  Lage  nach  gegebenen  Kreise  A/,,  A/,,  jl/,.  Zu  je  zwei  der  gegebenen 
Kreise  gehört  nach  No.  3  eine  Linie  der  gleichen  Potenzen.  Wir  wollen 
dicso  drei  Linien,  mittelst  der  den  Kreisen  zukommenden  Zahlen,  und  zwar 
durch  /(12),  /(IS),  ?(23)  bezeichnen,  d,  h.  /(IS)  bezeichnet  die  Linie  der 
gleichen  Potenzen  der  beiden  gegebenen  Kreise  Al„  Af^,  u.  s.  w. 

Derjenige  Punct,  in  welchem  sich  z.  B.  die  beiden  Linien  ^(12),  '(13) 
schneiden,  und  welchen  wir  durch  j:)(123)  bezeichnen  wollen,  hat,  vermöge 
der  ersten  Linie  /(12),  zii  den  beiden  Kreisen  AI,,  AI,,  und  vermöge  der 
andern  Linie  ^(13),  zn  den  beiden  Kreisen  AI,,  AI^  gleiche  Potenzen;  mitr 
hin  hat  er  zu  allen  drei  gegebenen  Kreisen  M„  Af^,  il/,  gleiche  Potenzen, 
und  folglich  geht  auch  die  dritte  Linie  1(23)  durch  den  genannten  Punct 
y'(123).     Daraus  folgt  nachstehender  Satz: 

„Die  drei  Linien  der  gleichen  Potenzen,  welche  zu  drei  gegebenen 
Kreisen,  paarweise  genommen,  gehören,  schneiden  einander  in  einem  und 
demselben  l'unct  j*(123)."     Wir  wollen  diesen  Punct  p(123}  hinfort 

„Punct  der  gleicheu  Potenzen  der  drei  Kreise  M„  AI,,  AI,'' 
nennen. 

Liegt  der  Punct  p(123)  ausserhalb  der  drei  gegebenen  Kreise  A/,,  AI„ 
Af„  so  folgt  aus  No.  3,  dass  die  aus  ihm  an  die  Kreise  gelegten  Tangenten 
einander   akAvh   sind,    iiiiil   dsts.-*  i>r   in  iliu^^om  FhII   der  Milti.'!(ni!i(l.  eines 
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„Werden  zwei,  der  Grösse  und  Lage  nach  gegebene  Kreise  J/,, 
M^  (Fig.  6)  von  irgend  einem  willkürlichen  Kreise  J/,  geschnitten,  so 
ist  der  geometrische  Ort  des  Durchschnittspuncts  F  der  beiden  Sehnen 
EFy  CDy  welche  der  letztere  Kreis  mit  jenen  beiden  gemein  hat,  eine 
gerade  Linie,  welche  auf  der  Axe  3/,3/j  der  gegebenen  Kreise  senki*echt 
steht" 

Nämlich  der  Ort  des  genannten  Durchschnittspmicts  P  ist  die  Linie 
der  gleichen  Potenzen  /(12)  der  beiden  gegebenen  Kreise.  Man  sieht  leicht, 
wie  sich  hieraus  die  Linie  der  gleichen  Potenzen  /(12)  zweier  gegebenen 
Kreise  J/,,  AJ^  finden  lässt.     Ferner: 

„Werden  zwei  der  Lage  und  Grösse  nach  gegebene  Kreise  i/,,  M, 
(Fig.  7)  von  irgend  einem  willkürlichen  Kreise  AJ^  berührt,  und  man  legt 
in  den  beiden  Berührungspuncten  A,  B  Tangenten  Al\  BP  an  die  Kreise: 
so  ist  der  geometrische  Ort  des  Dm^chschnittspuncts  P  der  beiden  Tan- 
genten eine  auf  der  Axe  AI^Al^  der  gegebenen  Kreise  senkrecht  stehende 
gerade  Linie  PG,  nämlich  die  Linie  der  gleichen  Potenzen  /(12)  der  beiden 
gegebenen  Kreise  3/,,  i^/^." 

Durch  Umkelu^ng  dieses  letzten  Satzes  folgen  nachstehende  Sätze: 

„Legt  man  aus  einem  in  der  Linie  der  gleichen  Potenzen  (PG) 
zweier  gegebenen  Kreise  ^/,,  AL^  (Fig.  7)  willkürlich  angenommenen  Puncto 
P  an  jeden  Krejs  eine  Tangente:  so  berühren  diese  Tangenten  die  Kreise 
in  zwei  Puncten,  in  welchen  sie  auch  von  einem  bestimmten  Kreise  be- 
rührt werden  können."  Legt  man  also  aus  dem  Puncto  P  die  vier  Tan- 
genten PAy  PBy  PCy  PDy  wolcho  die  beiden  gegebenen  Kreise  J/,,  AI^ 
in  den  Puncten  A,  B,  C,  D  berühren:  so  können  die  Ki*eise*J/,,  AI.^  von 
einem  bestimmten  Kreise  (J/j)  in  den  Puncten  A^  B,  von  einem  andern 
Kreise  in  den  Puncten  6',  Dj  von  einem  dritten  Kreise  in  den  Puncten 
Aj  C,  und  endlich  yo^^  einem  vierten  Kreise  in  den  Puncten  B^  D  be- 
rührt werden.     Oder  was  dasselbe  ist: 

„Jeder  Kreis  P  (z.  B.  ABCD)^  welcher  zwei  gegebene  Kreise  i/,, 
3/,  rechtwinklig  schneidet,  schneidet  sie  in  vier  solchen  Puncten  A,  B, 
Cj  Dy  in  welchen  dieselben  von  vier  bestimmten  Kreisen  berühit  werden 
können;  d.  h.  jeder  der  vier  Kreise  berührt  die  gegebenen  in  zwei  der  ge- 
nannten vier  Durchschnittspuncte." 


5. 

Stellt  man  sich  alle  möglichen  Kreise,  P, ,  P^,  P^  ...  vor,  von 
denen  jeder  zwei  gegebene  Kreise  il/,,  Al^  (Fig.  8)  rechtwinklig  schneidet: 
80  folgt  nach  No.  3,  dass  je  zwei  derselben  die  Axe  J/,,  Al^  der  letztern 
zur  Linie  der  gleichen  Potenzen  haben,  und  folglich  haben  alle  Kreise  P,, 
P, ,  P,  . . .  zusammen  die  Axe  Al^  A/.j  zur  Linie  der  gleichen  Potenzen. 
Das  heisst  (Ko.  3):  der  geometrische  Ort  des  Mittelpunctes  eines  Kreises  (J/,, 
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M..,  A/j  .  , .),  wclchor  al!e  Kroise  ]\,  /* ,  1\  ...  rechtwinklig  Hcbiieidet, 
ist  die  Axc  Af,Mj  der  gegebenen  Kreise  A/,,  AI,. 

üic  beiden  Gruppen  von  Kroiscn  /*[,  P„  1\  ...  und  Äf„  M,,  M^  . . . 
stehen  demnach  in  ciuer  solchen  gcgonscitigcQ  Beziehung,  datis  jeder  Krois 
der  einen  Schaar,  jeden  KrciK  der  audem  Schaar  rechtwinklig  schneidet, 
und  dasM  also  die  Kreise  der  einen  Scliaar  die  Axe  der  anderen  zur  Linie 
<lcr  gleiclien  Potciizon  haben. 

!)a  die  Kreise  /',,  7',,  l\  ...  die  Axc  M„  M,,  M^  ...  zur  Linie 
der  gleichen  l'oteiizeii  haben,  so  folgt,  dass,  wenn  irgend  zwei  donjclbcn 
einauder  Kchneiden,  dann  alle  zusammen  einander  in  denselben  zwei  Punctcn 
A,  li  schneiden,  und  da»s  ihre  gemeinschaftliche  Sehne  AB  die  genannte 
Axc  A/,,   A/j,   ü/,  ...  ist.     Wen»  aber  die  Kreise   der  einen  Schaar  f,, 

/', ,  J\ einander   schneiden,    .so    kann   von   dcu  Kreisen  der  anderen 

Schaar  A/,,  M^,  M^ keiner  den  anderen  schneiden.     AI.10: 

„Alle  Kreise  P,,  P^,  7',  ,  ..,  von  denen  jeder  zwei  gegebene  ausser 
oder  ineinauder  liegende  Kreise  A/,,  M^  oder  A/,,  A/,  rechtwinklig  schneidet, 
schneiden  sich  in  zwei  bestimmten  Puncteu  A,  Ä"     Und: 

„Von  allen  Kreisen  M^,  A/,,  A/,  ...,  welche  zwei  gegebene  sich 
schneidende  Kreise  P,,  /",  rechtwinklig  schuciden,  kann  keiner  den  anderen 
schneiden." 

Da  sich  nach  No.  4  die  Sehnen,  welche  der  Kreis  M,  mit  irgend  zwei 
Kreisen  der  Schaar  7^,,  P^,  P^  ■  ■  ■  gemein  hat,  mit  der  Axe  A7,jV,  (als 
Linie  der  gleichen  Potenzen  der  letzteren  Kreise  J-*,,  P.^  . . .)  in  einem  Punct 
schneiden:  so  folgt,  das»  sich  alle  Sehnen,  DC,  EF  ...,  welche  der 
Kreis  A7,  mit  den  Kreisen  P,,  P.^,  7',  ...  einzeln  gemein  hat,  in 
einem  bestimmten  Punct  M  der  Axe  M^lil..  schneiden.  Aus  gleichen 
Oriinden  folgt,  da."»  sich  alle  Sehnen  DV,  HI,  ...,  welche  der  Kreis  P, 
mit  den  Kreisen  A7,,  A7^,  M^  . .,,  einzeln  genommen,_ gemein  hat,  in  einem 
Uiut   /'  der  Axi'  J", /'.  schin'iili'ii.     Ik'intTkl  man  uocli.  dass. 
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welche  die  Berühnmgspuncte  der  zusammengehörigen  Tangenten  verbinden, 
durch  einen  bestimmten,  innerhalb  des  Kreises  liegenden  Punct  M" 

Und  umgekehrt: 

„Zieht  man  aus  einem  in  der  Ebene  eines  gegebenen  Kreises  (P^ 
Fig.  9  oder  M^  Fig.  10)  beliebig  angenommenen  Punct  P  oder  M  eine 
willkürliche  gerade  Linie  (PCD  oder  CMD\  die  den  Kreis  schneidet,  und 
legt  in  den  Durchschnittspuncten  (C,D)  Tangenten  an  den  Kreis:  so  ist 
der  geometrische  Ort  des  Durchschnittspuncts  (M^  oder  P^)  dieser  beiden 
Tangenten,  eine  gerade  Linie  (M^M^  . . .  oder  P^P.^  . . .),  welche  auf  dem, 
durch  den  angenommenen  Punct  (P  oder  M)  gehenden  Durchmesser  (PPt 
oder  MM^)  senkrecht  steht." 

Die  gegenseitige  Lage  und  Bestimmung  des  angenommenen  Puncts  P 
oder  A/  und  der  Ortslinie  M^^f^  oder  P^P.^,  in  Bezug  auf  den  gegebenen 
Kreis  (P^  oder  il/J  ist  leicHt  zu  sehen.  Nämlich  die  aus  dem  gegebenen 
Puncte  Py  (Fig.  9),  an  den  gegebenen  Kreis  P,  gelegten  Tangenten  PAy 
PB  berühren  den  Kreis  nothwendig  in  denjenigen  Puncten  A^  ß,  in  wel- 
chen er  von  der  Ortslinie  M^M^  gesclmitten  wird,  u.  s.  w. 

Bekanntlich  finden  diese  Sätze  auf  ähnliche  Weise  bei  jeder  Curve 
zweiten  Grades  Statt.  Auch  finden  analoge  Sätze  bei  allen  Flächen  zweiten 
Grades  Statt. 

§  II.   Von  den  Aehnlichkeitspuncten  und  Aehnlichkeitslinien  bei  Kreisen,  die  in  einerlei 

Ebene  liegen. 

6. 
Sind  irgend  drei  Puncto  M,  w,  A,  (Fig.  11),    die  in    einer   geraden 
Linie  liegen,  gegeben,  und  man  zieht  durch  den  Punct  A  eine  willkürliche 
gerade  Linie  AnN,  und  aus  den  Puncten  My  m  zwei  beliebige  Parallelen 
MNy  vm  nach  jener  Linie  AnNy  so  ist: 

J/iV :  mn  =  MA  :  viA, 
„Zieht  man  umgekehrt  aus  den  Puncten  My  m  irgend  zwei  Parallelen 
MN^^  mn^^  von  der  Grösse,  dass 

MN^ :  wn,  =  MA  :  mA^ 
80  liegen  ihre  Endpunkte  N^,  w,  mit  dem  Puncto  A  in  einer  geraden  Linie." 
Aehidiches  findet  Statt,  wenn  man  statt  des  Puncts  A  einen  Punct  / 
nimmt,  welcher  zwischen  den  beiden  Puncten  M,  vi  (Fig.  12)  liegt;  nur 
liegen  dann  die  Parallelen  MN,  mn  oder  3/iV,,  //m,  auf  verschiedenen 
Seiten  der  gegebenen  geraden  Linie  Mim, 

7. 
Beschreibt  man  um  die  gegebenen  Puncte  My  m  (Fig.  11,  12),   mit 
zwei  bestimmten  Halbmessern  MNy  mn  zwei  Kreise  My  m:  so  folgen  aus 
No.  6  unmittelbar  nachstehende  Sätze: 


2^  EiniRp  scnnieirischo  Kc-Irarhtimt'on. 

,,In  zwei  boliebigoD  Kreisen  M,  tu.  (Fig.  11),  liegen  die  Endpiincto 
A",  H  zweier  beliebigen  jiaralleIeD  Radien  .1/A',  viv,  die  sich  an  einerlei 
Seite  der  Axe  Mm  belinden,  mil  einem  und  demselben  bestimmten  Punct 
.1  in  einer  geraden  Linie."     Und: 

„In  zwei  beliebigen  Kreisen  J/,  m  (Fig.  12),  liegen  die  Kiidpuncte 
A^  «  zweier  beliebigen  parallelen  Radien  jl/A'.  luii,  welche  sich  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  der  Axe  befinden,  mit  einem  nod  demselben  be- 
istimmten Puni't  /  in  gerader  Linie."     Ferner: 

„Zieht  man  nach  irgend  einer  geraden  Linie  An,A\  oder  A',/», 
(Kig.  !:■(),  welche  durch  einen  jener  bestimmten  l'imcte  .1  oder  /  geht, 
aus  den  Miltelpuncten  .)/,  vi  zwei  beliebige  Parallelen  MN„  vtti,:  so  ver- 
halten sich  dieselben  wie  die  Radien  der  Kreise,  d.  h,:  es  i.tt 

,1/A',:«in,  =  J/A':wiK.-' 
l'nd  umj^kehrt: 

..Zieht  man  aus  den  Mittelpmicteu  .1/.  ?»  der  gegoltenen  Kreise  zwei 
l>oHobige  l'arallclon  .VA',,  w«,.  welche  .lich  verhalten  wie  die  Radien  der 
Krei.se:  so  liegen  die  Endpuncte  A",.  h,  dersellieu  entweder  mit  A  oder' 
mit  /  in  gerader  Linie,  Je  nachdem  die  Parallelen  auf  einerlei  oder  auf 
verschiedenen  .Seiten  der  A.\c  Mm  geKOgou  sind." 

Die  beiden  Puncte  A,  I,  welelie  zu  zwei  gegebenen  Kreisen  M,  m 
ae hören,  wollen  wir 

..Aehnlichkeitspuncte  der  beiden  Krei.s;  M,  m"  nennen, 
und  zwar  .1  den  äusseren  und  }  den  inneren  Aehnliehkcitspunct.   Ferner 
soll  jede  solche  gerade  Linie  il«,A'|.  w,/A'|.  welche  duri'h  einen  der  bei- 
den Aehnlichkeitspuncte  ^t  oder  /  gebt: 

..Aehnlichkeitslinie  der  l>eiden  Kreise  M,  m," 
und  zwar  ebenfalls  äussere  o<ler  innere  Ijoits-ien,  je  nachdem  sie  durch 
den  äusseren  oder  inuerou  Aehnlichkeitspunct  geht. 

Itczeichnet  man  die  Radien  MX,  mn  der  Kreise  .V.  m  durch  R,  r: 
•  L:iL'i'  iIl'I-  beiden  Aeliiilichkeil.'Punl 
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Da  die  Endpunctc  paralleler  Radien  der  beiden  Kreise  My  vi  mit 
einem  der  beiden  Aehnlichkeitspunkte  A  oder  /  in  i^erader  Linie  liegen: 
so  folgt  femer,  durch  Umkehrung,  dass  jede  gerade  Linie,  welche  durch 
einen  der  beiden  Aehnlichkeitspuncte  geht  und  den  einen  Kreis  schneidet, 
nothwendiger  Weise  au#h  den  andern  Kreis  schneidet,  und  dass  die  nach 
den  Durchschnittspuncten  gezogenen  Radien  der  beiden  Kreise  paarweise 
parallel  sind.  Berührt  demnach  die  genannte  Linie  den  einen  Kreis,  so 
berührt  sie  zugleich  auch  den  anderen.     Daher  folgt  ferner: 

„Liegen  zwei  gegebene  Kreise  iV,  w  (Fig.  14)  ausser  einander:  so  schnei- 
den sich  die  beiden  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangenten  Bb  und  W,^, 
in  dem  äusseren  Aehnlichkeitspunct  A,  und  die  beiden  inneren  gemein- 
schaftlichen Tangenten  (-c  und  (.\c^  in  dem  inneren  Aehnlichkeitspunct  /." 

Hierdurch  kann  man  leicht  an  zwei  gegebene  Kreise  eine  gemein- 
schaftliche Tangente  ziehen. 

Endlich  ist  zu  bemerken,  dass,  wie  aus  der  obigen  Gleichung  folgt. 
bei  zwei  in  einander  liegenden  Kreisen,  die  Aehnlichkeitspuncte  innerhalb 
beider  Kreise  fiegen. 


8. 

Es  seien  J/,,  3/^,  M^  (Fig.  15)  die  Mittelpuncte  dreier  beliebigen,  der 
Grösse  und  Lage  nach  gegebenen  Kreise  3/,,  M^^  AJ^,  Nach  No.  7  gehören 
zu  je  zweien  dieser  drei  Kreise  zwei  Aehnlichkeitspuncte.  Es  seien  A^ 
und  /j,  A^  und  /,,  A^  und  /,  die  Aehnlichkeit-ipuncte  der  Kreispaare 
M.Al^,  M,M,,  M,M,. 

Da  die  gerade  Linie  A^^A^^  welche  durch  die  Aehnlichkeitspuncte  ^Ij 
und  A^  geht,  vermöge  des  erstercn,  zu  den  Kreisen  M^^  i/,,  und  vermöge  des 
letzteren,  zu  den  Kreisen  3/,,  M^  eine  äussere  Aehnlichkeitslinie  ist  (No.  7): 
.so  ist  sie  folglich  auch  eine  äussere  Aehnlichkeitslinie  zu  den  Kreisen 
J^,  M^y  und  geht  daher  durch  den  äusseren  Aehnlichkeitspunct  A^  dcr- 
.selben,  d.  h.  die  drei  Aehnlichkeitspuncte  ^„  ^1^,  yl,  liegen  in  einer  ge- 
raden Linie.  Auf  ganz  ähnliche  Weise  schliesst  man,  dass  sowolil  die 
drei  Aehnlichkeitspunkte  ^l,,  /,,  J^,  als  auch  J,,  /^,  /,,  so  wie  auch 
A^.  /,,  /,  in  geraden  Linien  liegen.     Wir  finden  daher  folgenden  Satz: 

„Von  den  sechs  Aehnlichkeitspuncten,  welche  zu  drei  beliebigen  gege- 
benen Kreisen,  paarweise  genommen,  gehören,  liegen  viermal  je  drei  in  einer 
geraden  Linie,  nämlich  es  liegen  die  drei  äusseren,  und  jeder  äussere  mit 
den  beiden  nicht  zugehörigen  inneren  Aehnlichkeitspuncten  in  einer  geraden 
Linie." 

Diese  genannten*  vier  geraden  Linien,  von  welchen  jede  durch  drei 
Aehnliclikeitspuncte  der  gegebenen  Kreise  geht,  und  mithin  zu  allen  drei 
Kreisen  ähnliche  Lage  hat,  wollen  wir 

„Aehnlichkeitslinien  der  drei  Kreise  il/,,  3/^,  J/,,"  nemien, 
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und  zwar  die  LiDie  A^A^A,  äussere,  und  die  drei  Linien  AJJ.^,  -^i^iAi 
AJJj  inoerc  Aelmlichkeitaliuien.  ' 

Da  die  beiden  äu^soreu  gemeinschaftlichen  TangenteD  zweier  atlsser 
einander  liegender  Kreide,  sich  im  äiisRcren,  dagegen  die  beiden  inneren 
gemeinschaftlichen  Tangenteu  sich  im  inneren  Aehnlichkeitspunct  der  Kreise 
schneiden  (No,  7,  Fig.  14)':  so  folgt  aus  dem  vorigen  Satz  unmittelbar  der 
nachstehende: 

„Legt  man  an  je  zwei  von  drei,  der  Grösse  und  Lage  nach  gegebenen, 
ausser  einander  liegenden  Kreisen  M,,  A/,,  A^  (Fig.  16),  die  beiden  Paare 
gemeinschaftliche  Tangenten  (d.  h.  die  beiden  äusseren  und  die  beiden 
inneren):  so  liegen  sowohl  die  drei  Durchschnittspuncte  (^„^,,  ^,)  der 
drei  Paare  äusserer  TangenteD*),  als  auch  der  Durchschnittäpunct  jedes 
Paares  äusserer  Tangenten  mit  den  zwei  Durchschnittspuncten  ,der  beiden 
nicht  zugehörigen  Paare  innerer  Tangenten  (d.  i.  .^,i,/„  A,l,l,,  -'1,AA)  '° 
einer  geraden  Linie." 

Da  nach  No.  7  der  Berührungspunct  zweier  Kreüse  zugleich  ein  Aehn- 
lichkeitspunct  derselben  i.xt,  so  folgt  daraus  und  aus  dem  obigen  Satz  ferner: 

„Wenn  irgend  ein  beliebiger  Kreis  Af^  zwei  gegebene  Kreise  Af„  Af, 
berührt,  so  liegen  die  beiden  Berührungspuncte  mit  einem  der  beiden 
Aehnlichkeitspunctc  der  gegebenen  Kreise  in  einer  geraden  Linie." 

Denn  da  die  Puncte,  in  welchen  der  Krei.t  M^  die  beiden  gegebenen 
Kreise  jl/,,  3/,  berührt,  zugleich  zwei  von  den  vier  Aehnlichkeitspnncten 
A„  /,,  A^,  /j  sind,  welche  jener  Kreis  mit  diesen  beiden  gemein  hat:  so 
sind  die  genannten  Berührungspuncte  zugleich  entweder 

1)  die  beiden  Aehnlichkeitspuncte  A,  und  A^. 

oder  2)    -         -  -  /,     -       /„ 

oder  3)    -         -  -  A,     -       I„ 

oder  4)    -         -  -  /,     -     A„ 

und  liegen  folglich  in  den  beiden  ersten  Fällen  (1,  2)  mit  dem  äusseren  A^, 

cidpii  h'tztpii  F.-ilIpii  (3.  4)  mit  doi 
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§  III.    Von  der  gemeinschaftlichen  Potenz  bei  Kreisen,  die  in  einerlei  Ebene  liegen. 

9. 

Nach  §  I.  No.  4  können  zwei  gegebene  Kreise  ^,,  M^  in  denselben 
Puncten  A^  B,  C,  D,  in  welclien  sie  von  irgend'  einem  Kreise  P  recht- 
winklig geschnitten  werden,  zugleich  von  vier  bestimmten  Kreisen  beriihrt 
werden.  Nämlich,  schneidet  z.  B.  der  Kreis  P  (Fig.  17)  die  beiden  gege- 
benen Kreise  3/,,  M^  in  den  Puncten  A,  D,  C,  B  rechtwinklig:  so  können 
dieselben  von  einem  bestimmten  Kreise  in  den  Puncten  Aj  B,  und  von 
einem  zweiten  Kreise  in  den  Puncten  D,  (J  gleichartig,  dagegen  von  einem 
dritten  Kreise  in  den  Puncten  A,  Cj  und  endlich  von  einem  vierten  Kreise 
in  den  Puncten  Z>,  B  ungleichartig  beriihrt  werden. 

Nach  §  IT.  No.  8  liegen  aber  die  beiden  Berührungspuncte,  in  wel- 
chen irgend  ein  Kreis  zwei  gegebene  Kreise  Jl/,,  M^  gleichartig  berührt, 
mit  dem  äusseren  Aehnlichkeitspunct  {A^\  dagegen  die  Berührungspuncte, 
in  welchen  irgend  ein  Kreis  die  gegebenen  ungleichartig  berührt,  mit  dem 
inneren  Aehnljchkeitspunct  (73)  derselben  in  einer  geraden  Linie.  Folglich 
liegen  die  vier  genannten  Puncto  A^  D,  C,  B,  in  welchen  irgend  ein  Kreis 
P  zwei  gegebene  Kreise  3/,,  M^  rechtwinklig  schneidet,  sowohl  paarweise 
mit  dem  äusseren  (A^)  als  auch  mit  dem  inneren  Aehnlichkeitspunct  (/g) 
der  letzteren  Kreise  in  geraden  Linien.  Das  heisst:  je  drei  Puncto  A^AB, 
A^DCy  AI^C,  DL^B  liegen  in  einer  geraden  Linie.  ^  Wir  finden  also  den 
folgen  den  Satz: 

„Schneidet  irgend  ein  Kreis  P  zwei  gegebene  Kreise  M^,  M^  recht- 
winklig: so  liegen  die  vier  Durchsthnittspuncte  A,  D,  C,  B,  paarweise, 
sowohl  mit  dem  äusseren  Aehnlichkeitspunct  (-^3)  als  auch  mit  dem  inneren 
Aehnlichkeitspunct  (Z,)  der  gegebenen  Kreise  in  geraden  Linien."  Oder,  was 
dasselbe  ist: 

„Legt  man  aus  irgend  einem  Punct  P  der  Linie  der  gleichen  Potenzen 
(PG)  zweier  gegebenen  Kreise  il/,,  3/,,  vier  l'angenten  Pyl,  PD,  PC,  PB 
an  die  letzteren,  verbindet  die  vier  Berührungspuncte  A,  B,  (\  D  derselben 
paarweise  durch  sechs  gerade  Linien:  so  schneiden  sich  zwei  dieser  Linien 
BA  imd  CD  in  einem  constanten  Punct  A^  (dem  äusseren  Aehnlichkeits- 
punct), zwei  andere  AC  und  BD  in  einem  constanten  Punct  /,  (dem 
inneren  Aehnlichkeitspunct),  dagegen  ist  der  Ort  des  Durchschnitispuncts  P, 
des  dritten  Linienpaars  DA  und  CB  die  genannte  Linie  PG  selbst  (§  L 
No.  4),  und  endlich  geht  jede  der  beiden  letzteren  Linien  DA,  (JB  durch 
einen  constanten  Punct  (Q,,  QJ  (§  T.  No.  5)"*). 


*)  Dieser  Satz  ist  ein  spezieller  Fall  des  allgemeinen  Satzes  Seite  10  No.  VII  in  der 
vorhergehenden  Abhandlung.  Die  gegenwärtige  Linie  PG  entspricht  der  dorti)2^en  Linie 
X,  und  die  dortige  Linie  /  ist  im  gegenwärtigen  Falle  unendlich  entfernt. 
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10. 

Da  alle  möglicheo  Kreise  /',  welche  zwei  gegebene  Kreise  M„  M^ 
rechtwinklig  schneiden,  die  Axe  A^M^I^M^  der  letzter^!  Kreise  zusammen 
zur  Linie  der  gleichen  Potenzen  haben  (§1.  No.  5);  und  da  ferner,  wie  so 
eben  erwiesou  (No.  9),  die  vier  Puncte,  in  welchen  ein  solcher  Kreis  /*  die 
lioiden  gegebenen  Kreise  schneidet,  paarweise,  sowohl  mit  dem  üassereu  als 
mit  dem  inneren  Achnlichkeitspunct  der  letztem  in  geraden  Linien  liegen: 
so  folgt,  dass  sowohl 

A^AxÄ,B  =  A^Dy.A^C,  als  I,AxI,C=I^Dx  r,n 
constante  Froducte  sind,  wie  auch  der  schneidende  Kreis,  unter  der  gege- 
benen Hedingung,  seine  Grösse  und  Lage  ändern  mag.  Denn  das  erste 
Product  iwt  gleich  der  Potenz  des  Puncts  /i,  in  Bezug  auf  den  Kreis  P, 
und  das  letztere  Product  ist  gleich  der  Potenz  des  Puncts  /,  in  Bezug 
auf  denselben  Kreis  /';  folglich  sind  beide  Producte  constant,  weil,  wie 
schon  bemerkt,  alle  Kreise  P  die  Linie  A^f^  zur  Linie  der  gleichen 
l'otenzen  haben. 

Bezieht  man  diese  Eigenschaft  auf  die  beiden  gegebenen  Kreise  M„ 
ifj,  so  entspringt  daraus  folgender  Satz: 

„Zieht  man  aus  einem  Aehulichkeitspunct  A^  oder  7,  zweier  gege- 
benen Kreise  M„  3/,  irgend  eine  gerade  Linie  A^AB  oder  AIj(',  welche 
die  Kreise  schneidet:  so  ist  das  Product  A^AxA^B  oder  AI,xCI,  aus 
den  Abständen  des  Aehnlichkeitspuncts  von  zwei  Durchschnittspuncten  A 
und  B  oder  A  und  X'  der  genannten  Linie  und  der  beiden  Kreise,  deren 
zugehörigen  Radien  Af^A  und  Af^B  oder  M,A  und  M^C  nicht  parallel  sind, 
von  constanter  Grösse." 

Dieses  constante  Product  wollen  wir 

„gemeinschaftliche  Potenz  der   beiden    gegebenen   Kreise 
A/,,  Af^  in  Bezug  auf  ihren  Aehulichkeitspunct  A,  oder  /," 
nennen. 


Einige  geometrische  Betrachtungen.  33 

in  welchen  irgend  ein  Kreis  P  den  Kreis  /,  schneidet,  sind  zugleich  die 
Endpuncte  eines  Durchmessers  des  letzteren  Kreises. 

Diese  beiden  genannten,  um  die  Aehnlichkeitspuncte  A^  und  I^  be- 
schriebenen Kreise  A^^  /,,  deren  Radien  in's  Quadrat  erhoben  gleich  sind 
den  gemeinschaftlichen  Potenzen  der  gegebenen  Kreise  M^^  M,^  in  Bezug 
auf  die  Puncte  A^^  /,,  sollen 

„Potenzkreise  der  beiden  gegebenen  Kreise  i/,,  JVJ^"  heissen, 
und  zwar  der  Kreis  A^  der  äussere  und  der  Kreis  I^  der  innere  Potenzkreis. 

Ks  ist  noch  zu  bemerken,  dass  im  Fall  die  gegebenen  Kreise  in  ein- 
ander liegen  (wie  in  Fig.  7),  alsdann  das  Umgekehrte  Statt  findet,  nämlich, 
dass  in  diesem  Fall  der  innere  Potenzkreis  I^  jeden  Kreis  P  rechtwinklig 
schneidet,  der  äussere  Potenzkreis  A^  aber  von  jedem  Kreise  P  im  Durch- 
messer geschnitten  wird.  Und  wenn  femer  die  beiden  gegebenen  Kreise 
Af,,  M^  einander  schneiden,  so  schneidet  sowohl  der  äussere  als  der  innere 
Potenzkreis  jeden  Kreis  P  rechtwinklig. 

12. 

Da  die  beiden  Puncte  A  und  B  oder  D  und  C,  (Fig.  17),  für  welche  nach 
No.  10  das  Product  A^AxA^B  gleich  ^jDX-^jC'constant  ist,  oder  welche 
in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  A^  die  Potenz  •  bestimmen,  auf  einerlei 
Seite  des  letzteren  Puncts  (^3)  liegen:  so  soll  dieses  heissen:  „die  dem 
Aehnlichkeitspunkt  A^  zugehörige  Potenz  sei  äusserlich;  und 
wenn  die  Puncte  A  und  C  oder  D  und  ß,  welche  in  Bezug  auf  den 
Aehnlichkeitspunct  Z,  die  gemeinschaftliche  Potenz  der  gegebenen  Kreise 
A/,,  Jkf,  bestimmen,  auf  verschiedenen  Seiten  des  Puncts  /,  liegen,  so  wollen 
wir  sagen:  die  zum  Aehnlichkeitspunct /,  gehörigä  gemeinschaft- 
liche Potenz  der  gegebenen  Kreise  sei  innerlich." 

Ueberhaupt  wollen  wir  von  irgend  zwei  Puncten  X  und  Y,  welche 
mit  dem  Punct  A^  in  gerader  Linie  und  auf  einerlei  Seite  desselben  liegen, 
und  zwar  in  solchen  Abständen  von  demselben,  dass  das  Product  A^XxA^  Y 
gleich  ist  der  zu  A^  zugehörigen  gemeinschaftlichen  Potenz  der  gegebenen 
Kreise,  sagen:  „sie  seien  potenzhaltend  in  Bezug  auf  den  Aehn- 
lichkeitspunct ^".  Eben  so  sollen  zwei  beliebige  Puncte  X  und  Y, 
welche  mit  dem  Punct  /,  in  gerader  Linie,  aber  auf  entgegengesetzton 
Seiten  desselben  liegen,  und  zwar  in  solchen  Abständen  von  demselben, 
dass  das  Product  /3Xx/3y  gleich  ist  der  zugehörigen  gemeinschaftlichen 
Potenz:  ^,potenzhaltende  Puncte  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeits- 
punct /„"  heissen. 

Endlich  wollen  wir  von  jedem  beliebigen  Kreise  K,  dessen  Potenz  in 
Bezug  auf  einen  der  beiden  Aehnlichkeitspuncte  A^  oder  I^  gleichartig 
(äusserlich  oder  innerlich)  und  gleich  ist  der  zu  demselben  Punct  gehörigen 
gemeinschaftlichen  Potenz  der  gegebenen  Kreise  M^^  M^  sagen:    „er   sei 

8t«iB«r't  W«rke.    L  B 
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potenzhaltend    in    Rczuk   auf   d«D    jedenmaliiien    AehDlichlieits- 

pUDCt." 

AlsdaoD  ]»t  klar,  dasn  jeder  Kreis,  welcher  durch  irgend  zwei  po- 
tcQzhaltcnde  Puncto  geht.  Gbcnfalls  poteuzbaltend  ift:  ferner:  dass  jeder 
Krei:s  A',  welcher  iu  ßezu^  auf  den  AehnlichkeitepuDct  J,  potenzhaltend 
iüt,  den  Potonzkreis  A^  rcchtwinkÜK,  und  da*s  jeder  Kreis  K,  welcher 
in  Bezug  auf  den  Aehulichkeitspunct  I,  potenzhaltend  ist.  den  Potenz- 
kreis /j  im  DurehmeKser  schneidet. 

Da  nun  derjenige  Kreis,  welcher  die  lieiden  gegebenen  Krei.se  in  den 
Puncten  A  und  li  (oder  D  und  ' ')  gleichartig  U'rührt  (No.  9).  vermöge  dieser 
Puncto  in  Bezug  auf  den  Susseren  AehnlichVeitspunct  A,  potenzhaltend  ist; 
und  da  eben  so  derjenige  Kreis,  welcher  die  gegebenen  Kreise  in  den  Puncten 
A  und  C  ungleichartig  berührt,  vermöge  dieser  l^incte  in  Bezug  auf  den 
innercD  Aeholichkeitspunct  /,  potenzhaltend  ist.  so  folgt  aacbstehender  Satz: 
,  .Jeder  Kreis  A'  welcher  zwei  gegebene  ausser  einander  liegende  Kreis« 
.1/,,  iV,  gleichartig  {d.  i.  entweder  beide  ausserlich  oder  beide  eioschliessend) 
berührt,  ist  in  Bezi^  auf  den  Susseren  Aehnlichkeitspunct  ^j  derselben 
potenzbaltend  und  sehneidet  ilen  äusseren  Poteuzkreis  A,  derselben  recht- 
winklig."    Und: 

.Jeder  Kreis  A',  wdcher  zwei  gegebene.  aussi.'r  einander  liegende  Kreise 
J/|,  il/j  ungleichartig  berührt,  ist  in  Bezug  auf  den  inneren  Aehnlichkeita- 
puuct  /,  derselben  [lotenzhaltend  und  schneidet  den  inneren  Pot«uzkreis  /, 
derselben  im  Durchmesser." 

Aehnliches  findet  Statt,  wenn  die  ge^benen  Kreise,  anstatt  aussN 
einander,  entweder  in  einander  lieijen  oiler  einander  schneiden, 

13. 

Da  nach  No.  12  jeder  Kreis  Ä'.  welcher  zwei  gegebene  Kreise  W,,  Af^ 
gleichartig  berührt,  in  Bezug  auf  den  5u.*.-^'ren  Aehnlichkeitspunct  A^,  und 
jeder  Kreis  K,  welcher  dieselben  uniile ichartig  berührt,  in  Bezug  auf  den 
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.,Wenn  von  ir<Tend  zwei  Kreisen,  iV,,  A^^,  jeder  zwei  ^roßrebene  Kreise 
3/,,  M^  ungleichartig  berührt:  so  geht  die  Linie  der  gleichen  Potenzen  des 
ersteren  Kreispaars  durch  den  inneren  Aehnlichkeitspunct  des  letzteren."  Es 
folgt  femer: 

„Wenn  jeder  der  beiden  Kreise  M^^  A/,  mehrere  Kreise  iV,,  iV,,  iV, . . . 
gleichartig  berührt:  so  geht  die  Linie  der  gleichen  Potenzen  jener  beiden 
Kreise  durch  den  äusseren  Aehnlichkeitspunct  je  zweier  der  letzteren,  oder 
die  Schaar  Kreise  A^,,  iVj,  N^  ...  haben  die  genannte  Linie  zur  gemein- 
schaftlichen Aehnlichkeitslinie."     Oder  überhaupt: 

„Alle  Kreise  iV,,  N^^  N^  ...,  von  denen  jeder  zwei  gegebene  Kreise 
J/j,  M^  gleichartig  berührt,  haben  die  Linie  der  gleichen  Potenzen  /(12) 
der  letzteren  zur  gemeinsamen  Aehnlichkeitslinie."     Und: 

„Alle  Kreise  iV^  iVj,  N^  ...,  von  denen  jeder  zwei  gegebene  Kreise 
3/,,  A/j  ungleichartig  berührt,  haben  die  Linie  der  gleichen  Potenzen  der 
letzteren  zur  gemeinsamen  Aehnlichkeitslinie." 


§  IV.    Verallgemeinening  und  geometrische  Lösung  der  Malfatti'schen  Aufgabe. 

Um  die  Fruchtbarkeit  der  in  den  Paragraphen  (I,  II,  III)  aufgestellten 
Sätze  an  einem  dazu  geeigneten  Beispiele  zu  zeigen,  fügen  wir  die  geo- 
metrische Lösung  und  zugleich  die  Verallgemeinerung  der  Malfatti'schen 
Aufgabe*),  jedoch  ohne  Beweis,  hinzu: 

14. 

Aufgabe. 

„In  ein  gegebenes  Dreieck  ABC  (Fig.  18),  drei  Kreise  a,  h,  c  zu 
beschreiben,  die  einander,  und  jeder  zwei  Seiten  des  Dreiecks  berühren, 
d.  h.,  .so:  dass  der  Kreis  a  die  Seiten  ^Z?  und  A(.\  der  Kreis  h  die  Seiten 
BA  und  BCy  und  der  Kreis  c  die  Seiten  CA  und  CB  berührt." 

Auflösung. 

1)  Man  halbirc  die  Winkel  des  gegebenen  Dreiecks  durch  die  diei 
Linien  AM^  BAI,  CM;  so  treffen  sich  diese  drei  Linien  bekaimtlich  in  einem 
und  -demselben  Puncto  AL 

2)  In  das  Dreieck  AMB  beschreibe  man  den  Kreis  <;, ,  welcher  die 
Seite  AB  in  dem  Puncto  C^  berührt,  und  in  das  Dreieck  BMC  beschreibe 
man  den  Kreis  a^. 


*)  Man  sehe  „Sammlung  mathematischer  Aufsätze  von  Crcllc,  I.Band,  S.  ISS". 
Lehm  US,  Lehrbuch  der  Geometrie,  2.  band,  und  Gergonne,  AnnaUs  de  Maihtfmatujues^ 
Tom  L  U. 
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3)  Aus  dem  Puncte  C\  lege  man  an  den  Kreis  a,  die  Tangente  C,A^, 
un<I  beschreibe 

4)  in  das  Dreieck  <\A^B  den  Kreis  h,  so  ist  dieser  einer  der  ver- 
langte n  drei  Kreise. 

iJie  beiden  übrigen  gesuchten  Kreise  a,  <:  werden  auf  ganz  ähnliche 
Weise  gefnoden.  Nämlich  die  genannte  Tangent«  '^'.W,.^,  berührt  nicht 
allein  den  Kreis  a, ,  sondern  zugleich  auch  den  in  das  Dreieck  A  MC,  be- 
schriebenen Kreis  6,,  so  dass  also  der  in  das  Dreieck  (\B^A  beschriebene 
Kreia  «  ebenfalls  einer  der  gesuchten  drei  Kreise  ist.  Auf  gleiche  Weise  • 
kann  femer  aus  dem  Puncte  /f, ,  in  welchem  der  Kreis  6,  die  Seite  AC 
berührt,  eine  Linie  gezogen  werden,  welche  nicht  allein  die  beiden  Kreise 
«,  und  (T,,  sondern  auch  die  beiden  gesuchten  Kreise  a  und  c^erührt; 
und  eben  so  geht  eine  Linie  durch  den  Punct  A^,  in  welchem  der  Krciti 
a,  die  Seite  Hi'  berührt,  welche  jeden  der  vier  Kreise  6,,  c,,  h,  r 
berührt. 

Da  die  beiden  Kreise  a  und  6  einander  berühren,  und  jeder  derselben 
die  Linie  (\B^A^  berührt:  m  ist  leicht  zu  sehen,  daBs  sie  dieselbe  in 
einem  und  demselben  Puncte  berühren.  Eben  so  berühren  die  beiden 
Kreise  a  und  i-  die  durch  den  Punct  ß,  gehende  genannte  Linie  in  einem 
und  demselben  Puncte;  und  gleichermaasüen  berühren  die  beiden  Kreise 
b  und  c  die  durch  den  Punct  A,  gehende  genannte  Linie  in  einem  und 
demselben  Puncte.  Daher  treffen  die  drei  genannten  geraden  Linien,  welche 
durch  die  Puncte  '',,  ß,,  A^  gehen,  in  einem  und  demselben  bestimmten 
Punct  zusammen  (§  I.  No.  4). 

Die  Aufgabe  lässt  keinesweges  blo-s  eine  Auflösung  zu.  Es  können 
vielmehr  die  drei  gesuchten  Kreise  auch  ausserhalb  des  gegebenen  Dreiecks 
liegen,  und  dessen  verlängerte  Seiten  berühren,  also  z.B.  über  der  Seite 
BC  im  Räume  //,,  oder  über  der  Seite  t'A  im  Räume  M^,  oder  über  der 
Seite  ^ß  im  Räume  j)/,.  Haihirt  man  nämlich  jeden  der  sechs  Winkel 
(die  inneren  und  die  äusseren)  de»  gegebenen  Dreiecks,  so  schneiden  sich 
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Unter  diesen  32  Auflösungen  sind  die  speziellen  Fälle,  wo  zwei  der 
drei  gesuchten  Kreise  eine  Seite  des  gegebenen  Dreiecks  in  einem  und 
demselben  Punct  berühren,  nicht  mitgerechnet;  sondern  es  giebt  solcher 
spezieller  Fälle  ausserdem  48.  So  sind  z.  B.  unter  den  32  Auflösungen, 
welche  im  I.  Bande  S.  348  der  Annalen  der  Mathematik  von  Gergoune. 
von  der  obigen  Aufgabe  aufgezälilt  werden,  vier  und  zwanzig,  welche  zu 
den  hier  ausgeschlossenen  48  Fällen  gehören. 

Die  vorliegende  Aufgabe  kann  übrigens  auch  als  ein  spezieller  Fall 
von  der  folgenden,  allgemeineren  Aufgabe  angesehen  werden. 

15. 

Aufgabe. 

„Drei  beliebige  Kreise,  die  in  einerlei  Ebene  liegen,  sind  der  Grösse 
und  liage  nach  gegeben,  man  soll  drei  andere  Kreise  beschreiben,  die  ein- 
ander berühren,  und  von  denen  jeder  zwei  der  gegebenen  Kreise  berührt, 
jedoch  so,  dass  auch  jeder  der  drei  gegebenen  Kreise  zwei  von  den  zu 
suchenden  Kreisen  berührt." 

Zum  Beispiel:  Wenn  die  drei  Kreise  il/, ,  J/j,  M^  (Fig.  19)  gegeben 
sind,  so  soll  irian  drei  Kreise  w,,  m^^  tw,  finden,  welche  einander  in  den 
Puncten  6,,  ä,,  ä,  berühren,  und  von  welchen  zugleich  der  Kreis  w,  die 
Kreise  M^  und  i/,,  der  Kreis  m.^  die  Kreise  M^  und  i/,,  und  der  Kreis 
Wj  die  Kreise  Ai,  und  Ai^  berührt. 

Auflösung. 

1)  Man  suche  die  drei  äusseren  Aehnlichkeitspuncte  A^^  yJ^,  yl,, 
welche  zu  den  drei  gegebenen  Kreisen  iV/^,  iV/^,  A/,,  paarweise  genommen, 
gehören  (§  II.  No.  7),  und  construire  die  zu  diesen  Aehnlichkeitspuncten 
p;ehörigen  Potenzkreise  yl,,  A^,  A^  (§  lU.  No.  11),  deren  Radien  respective 
A^C\^  A^C^,  A^C\  sind,  und  welche  Kreise  sich  in  einem  bestimmten 
Punct  D  schneiden  werden. 

2)  Hierauf  beschreibe  man  die  drei  Kreise  jx,,  p..^,  p.3,  von  denen  der 
erste  die  drei  Kreise  3/j,  yJ^,  A^^  der  zweite  die  dreiji^reise  M^,  J3,  ^1,, 
und  der  dritte  die  drei  Kreise  J/^,  ^1^,  A^  berührt. 

3)  Femer  beschreibe  man  einen  Kreis,  dessen  Peripherie  6,ß,ß,  durch 
den  Berührungspunct  B^  der  Kreise  AI^  und  ja,  geht,  und  welcher  die 
Kreise  p.,,  fij  berührt,  jedoch  so,  dass  er  den  Kreis  p.,,  welcher  von  dem 
kleineren  (iV/,)  der  beiden  Kreise  JJ^,  A/,  abhängig  ist,  einschliessend 
berührt: 

4)  So  ist  endlich  derjenige  Kreis  m.^,  welchen  man  so  beschreibt,  dass 
er  die  Kreise  3/^,  AI^  und  den  Kreis  (ö^B^^^)  berührt,  einer  der  drei  ge- 
suchten Kreise. 


_  .^    '^..1^1   iT-üf-t  FMi:3BaL  KnÄM-  *  ,  ■,  toift  nun  «of  ihnliche 

^  , . ■       L  7.    El"  Ij~'^  «.    UHU  Mu    iet  T>jc<-t<tbei>'l«n  Conslrucdoö  un- 

,j, : — i-'J-iir  x-niDiti'a  T-ru-a-  •'am.  nao.  ?%ie:  «fc^  Krpi'**^  m,  (4)  einen  Kreii« 
„         .--— üTJr.  T.:.-arr  ri.-  5™-  -K.  X  OBri  d»  Krei-  'Aß,?.)  berührt. 
T_       T^    ^    i^fit-^^-n      Qtef-    Q«    i^^jw»  K!<>ü«  •.  and  ••,   den  UöUskreis 
,     J    i-      '^   -^oroi  mtL  (faD-^ilwa  P'Hart  ^    Stfähren. 

"•f  -"eit-a  -.•■^;u»-i«iB!i  infcitiomMi,  weicht  'iKse  Aufeabe  xtilä«ät. 
-.u*t  II  '^^  ^iuDR'«=i>-  i>^  itTSiittakiea  un&fc:  ^bt>t  veno  die  t^ge- 
.^.2-..j  i>"^  JL.  JL..  -V-  ui~ar:  anüe^r  -^äuttMr  la  Beces.  wie  in  Fig.  19. 
..j^isii'C-^  --.Lif.iü-a  ■•[•-r  Ji  -"jmaiäir  !wiKa.  rfcfit"?«  -Üe  Anflösnneen  sich 
-.".»1:^    üimiii, 

>'nmir  nau   lu.   öv   r-i  rw^ÄwKü  fc?fj*  V..  .V,.  .^  schnitten  ein- 

^       j,  .-     uMi   r»ai-  — .    lae-  -^  BHftTK"  "craiiT'Tniy  Divi<eirke  bUdeteo.  hält 

__(iaiiii    ü-  äi.«3uoL'i-  -i-  -*-       -Hne^^  ^.'wr&ia  I^üwfc»  fest,  und  U.*st  die 

„..^..    mir-i   üitifBdir;»  Lmaiimy-  in  fsmÄ*  übmu  öhnveben:  so  erhält 

,    ui--  i<-^  -rikrVHBiiäi  AJBSkiw   mit  Azi&wviu  •!■■>  AnCeabe  tud  Auf- 

-__^_j^>_  X-.  ",*     niauiini  üh  ^gpawäräfKa  Piuoikn^is^  J.,  J..  .1^  geben 

..^    :i    ii-     i-r::*'!   »raiw«  Lnßjfl  -LK.  ft.Ul  •  .W  äSei.  o.  s,  w.,  so  d»«J 

^j...^.-   fiii»x<-jr   li»*  Aihru}*:  ?^'-  -*-  wii   i^to.  ^'^»ti.  at  ein  ^pelielle^ 

1     Li-~  .?-9-i^«^'''U?^i  AoiUikM  uic»Mfäi;a.  w-irin  kann. 

),       .f^vjt-nn-  .km^iUK   iaaa.  »anr  ^l*»«  «»•>«'  al>  ein  spezieller 

1       ,t""     ('ilSSItft"H    lUIfl««(ll»SI   WSTKII. 

A  1 :  t  >  7  *. 

vu     •iR'-   viKT^f*-*    '*»'    t»   T«iwTiiei   lüvisf   -W.,  ,1^.  .!£    der 

,f«     uiti    -M^    '^''  -^^"v*!     3iaa  -siil  Aot  ä»s(lb«B  Knseldäche  drei 

.1-   v  ^   **•     *•-   **'   iinöffL.  «<!Üdb!  iiiBtiasuT  c^föhm.  und  von  wel. 

.,      uv»""'     '*'■    *>-~*''  ■■     ""^   i'^iw!   -W    3a>i   -^,   der  Kreif  «,  die 

»,j^     *,    4UW    <     uiw    twT  i?ac>  1»     an  Krtcat  J^   und  JH   berührt." 
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eben  so  gehören  auch  zu  irgend  zwei  Kreisen,  die  in  einerlei  Kugclfläche 
liegen,  zwei  Aehnlichkeitspuncte  (eigentlich  vier,  denn  jeder  ist  doppelt 
vorhanden),  von  denen  jeder  der  Pol  eines  bestimmten  Kreises  ist,  wel- 
cher in  gewisser  Hinsicht  die  Stelle  des  Potenzkreises  vertritt."  Und,  wie 
nun  alle  jene  Hülfssätze  von  Kreisen,  die  in  einerlei  Ebene  liegen,  welche 
bei  der  Auflösung  in  No.  15  erforderlich  waren,  auf  analoge  Weise  bei  Kreisen, 
die  in  einerlei  Kugelfläche  liegen,  Statt  finden:  so  ist  auch  die  Auflösung 
der  vorliegenden  Aufgabe  derjenigen  in  No.  15  vollkommen  ähnlich,  so  dass 
letztere  in  der  gegenwärtigen  enthalten  ist. 

Lässt  man  die  Kugelfläche,  durch  unendliche  Entfernung  ihres  Mittel- 
puncts,  in  eine  Ebene  übergehen,  so  geht  zugleich  die  gegenwärtige  Auf- 
gabe in  die  Aufgabe  No.  15  über,  in  welcher  Hinsicht  die  letztere,  wie  in 
Mo.  15  gesagt,  als  ein  spezieller  Fall  der  erstercn  angesehen  werden  kann. 

Ein  anderer  spezieller  Fall  der  vorliegenden  Aufgabe  ist  derjenige,  wo 
die  drei  gegebenen  Kreise  auf  der  Kugelfläche  in  grösste  Kreise  übergehen, 
d.  h.  nachstehende  Aufgabe. 

17.         • 

Aufgabe. 

„In  ein  gegebenes  sphärisches  Dreieck  drei  Kreise  zu  ))eschreiben, 
welche  einander  berühren,  und  von  denen  jeder  zwei  Seiten  d(js  Dreiecks 
berührt."     Oder,  was  dasselbe  ist: 

„In  einen  gegebenen  dreikantigen  Körperwinkel  drei  gerade  Kegel  zu 
beschreiben,  welche  einander  berühren,  und  von  denen  jeder  zwei  Seiten- 
flächen des  Körperwinkels  berührt." 

Die  Auflösung  dieser  speziellen  Aufgabe  ist  derjenigen  in  No.  14  ähnlich. 
Statt  der  dortigen  Hülfslinien  AM^  BM,  CM,  welche  die  Winkel  des  ge- 
gebenen Dreiecks  halbiren,  kommen  Bogen  grösster  Kreise  vor,  welche  die 
Winkel  des  gegebenen  sphärischen  Dreiecks  halbiren,  u.  s.  w. 

Eine  noch  allgemeinere  Aufgabe  als  No.  16  ist  folgende,  welche  in  ge- 
wisser Art  alle  bisherigen  Aufgaben  als  spezielle  Fälle  in  sich  schliesst. 

18. 

Aufgabe. 

„Wenn  aul'  irgend  einer  Oberfläche  vom  zweiten  Grade  drei  ))eliebige 
ebene  Curven  (zweiten  Grades)  der  Grösse  und  Lage  nach  gegeben  sind: 
so  soll  man  auf  derselben  Oberfläche  drei  andere  ebene  Curven  finden, 
welche  einander  berühren,  und  von  denen  jede  zwei  der  gegebenen  Curven 
berührt." 

Die  Autlösung  dieser  Aufgabe  ist  der  Form  nach  den  Auflösungen  der 
bisherigen  Aufgaben,  besonders  No.  16  ganz  ähnlich.   Es  finden  nämlich  die 
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lliilfsmitiel  Tür  die  bisherigen  ÄullösuDgen,  auf  ähnliche  Weise  auch  bei 
ebenen  Curvon,  die  in  oinerlei  Fläche  zweiten  Grades  liegen,  Statt,  welche^ 
an  einem  anderen  Orte  nachgewiesen  werden  «oll.  Z.  B.  zu  irgend  zwei 
ebenen  Curven,  die  in  einer  solchen  Fläche  liegen,  gehören  (wie  zu  zwei 
Kreisen,  die  in  einer  Kugolfläche  liegen  Qio.  16)),  zwei  feigentlich  vier)  Aobn- 
lichkeitspuncte,  und  diewe  sind  Pole  zweier  bestimmten  ebenen  Curvon, 
(welche  in  derselben  Fläche  liegen  und)  welche  in  gewisser  Art,  in  Bezog 
auf  die  beiden  gegebenen  Curven,  die  Stelle  der  Potenzkreise  bei  zwei 
Kreisen  auf  der  KugelUächc  vertreten.  Und  so  ist  nun  auch  die  Auflösung 
der  vorliegenden  Aufgabe  derjenigen  in  No.  16  oder  in  No.  15  vollkommes 
ähnlich,  so  das»  letztere  in  der  gegenwärtigen  enthalten  ist. 

19. 

Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  in  den  Annalen  der  Mathe- 
matik von  Gergonne,  im  I.Bande  S.  196  in  der  Note  aufgestellte,  dann 
im  IL  Bande  S.  287  wiederholte,  und  endlich  im  X.  Bande  S.  298  in  der 
Note  wiederum  in  Erinnerung  gebrachte  Aufgabe: 

..In  einen  gegebenen  vierllächigeu  Körper  vier  Kugobi  üu  beachreiben, 
welche  einander  berühren,  und  von  denen  jede  ausserdem  drei  Seitab^ 
(lachen  des  gegebenen  Körpers  berührt,"  mehr  alü  bestimmt  ist,  w» 
leicht  zu  sehen.  ' 

Statt  dieser  Aufgabe,  deren  Lösung  nur  in  beschränkton  speEicIIea 
Fällen  möglich  ist,  kann  man  folgende  Aufgabe  aufstellen: 

„In  einen  von  vier  ebenen  Flächen  begrenztx^n  gegebenen  Körper  drei 
Kugeln  zu  beschreiben,  welche  einander  berühren,  und  von  denen  jed» 
Ausserdem  drei  Seitenilächen  des  Körpers  berührt." 

Diese  Aufgabe  ist  gerade  nur  bo.-itimmt.  äie  zu  lösen  iat  imm^l 
möglich. 


^  V.     Fort!>el£uiLC  der  Folgerungen  aus  der  i^enieLnsrhaftlicIjeD  PoteuK  bei  Kreiden,  die 
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w,  Af  (Fig.  20)  die  gerade  Linie  Ab^hBB^^  welche  die  Kreise  in  den 
Puncten  6,,  i,  ß,  ß,  schneidet:  so  sind  sowohl  die  Radien  mb^  und  MB^ 
als  auch  mb  und  MB^  parallel;  und  andererseits  sind  sowohl  die  Puncte 
b  und  By  als  auch  i,  und  i5,,  in  Bezug  auf  den  Aehniichkeitspunct  A 
potenzhaltend,  d.  h.  das  Product  AbxAB  gleich  Ab^xAB^  ist  eine  be- 
standige Grösse  a',  wie  auch  immerhin  die  schneidende  Linie  ihre  Lage 
ändern  mag. 

Es  ist  klar,  dass  einem  bestimmten  Punct  b  oder  i,  nur  ein  einziger 
Punct  B  oder  ß,  so  entspricht,  dass  beide  zusammen  in  Bezug  auf  den 
Aehniichkeitspunct  A  potenzhaltend  sind,  d.  h.,  dass  beide  Puncte  auf 
einerlei  Seite  von  A  liegen  (im  gegenwärtigen  Fall),  und  dass  das  Product 
AbxAB  oder  Ab^xAB^  einer  gegebenen  Grösse  a'  gleich  ist:  so  dass 
also  jeder  Punct  B,  welcher  mit  irgend  einem  Punct  i,  der  in  der  Peri- 
pherie des  Kreises  m  liegt,  in  Bezug  auf  den  Aehniichkeitspunct  A  po- 
tenzhaltend ist,  nothwendig  in  der  Peripherie  des  Kreises  Af  liegt.  Daher 
folgt  der  nachstehende  Satz: 

„Ist  in  einer  Ebene  ein  beliebiger  Punct  A  und  ein  Kreis  vi  der 
Lage  und  Grösse  nach  gegeben,  und  zieht  man  aus  dem  Punct  eine  gerade 
Linie,  welche  den  Kreis  in  den  Puncten  i,  i,  schneidet,  nimmt  in  dieser 
Linie  die  Puncte  ß,  JS,  so  an,  dass  sie  mit  jenen  Puncten  i,  i,  auf 
einerlei  Seite  von  A  liegen,  und  das  Product  AbxAB  gleich  Ab^XAB^ 
einer  gegebenen  Grösse  a^  gleich  ist:  so  ist  der  geometrische  Ort  der 
Puncte  By  JS,  die  Peripherie  eines  bestimmten  Kreises  Mj  welcher  mit 
dem  gegebenen  Kreise  m  den  gegebenen  Punct  A  zum  Aehniichkeitspunct, 
und  in  Bezug  auf  diesen  die  genannte  Grösse  a^  zur  gemeinschaftlichen 
Potenz  hat." 

Aehnliches  findet  in  Bezug  auf  den  innern  Aehniichkeitspunct  J  (No.  7) 
zweier  ausser  einander  liegender  Kreise  vi,  My  und  bei  zwei  in  einander 
liegenden,  so  wie  auch  bei  zwei  einander  schneidenden  Kreisen  Statt. 

21. 

Haben  die  beiden  Kreispaare  m,  M  und  m,,  M^  (Fig.  21)  denselben 
Punct  A  zum  Aehniichkeitspunct,  und  in  Bezug  auf  denselben  gleiche 
und  gleichartige  (No.  12)  gemeinschaftliche  Potenzen:  so  folgt,  dass  die 
Puncte,  in  welchen  z.  B.  die  Kreise  A/,  M^  einander  schneiden,  mit  den 
Puncten,  in  welchen  die  Kreise  m,  w,  einander  schneiden,  in  Bezug  auf 
den  Aehniichkeitspunct  A  potenzhaltend  sind.  Denn  schneiden  die  Kreise 
My  A/,  einander  in  den  Puncten  B  und  C:  so  folgt  (No.  20),  dass  z.  B. 
derjenige  Punct  b,  welcher  mit  dem  Puncte  B,  in  Bezug  auf  den  Aehn- 
iichkeitspunct Ay  potenzhaltend  ist,  vermöge  der  Voraussetzung  und  ver- 
möge des  Kreispaars  m,  A/,  in  der  Peripherie  des  Kreises  w,  und  vermöge 
des  Kreispaars  Wj,  Aij,  in  der  Peripherie  des  Kreises  w,  liegt,  folglich 
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lieKt  er  in  beiden  Kreisen  m,  m,  zugleich,  d.  h.  er  ist  einer  ihrer  Durch- 
Nchnittepuiictc.     Daher  folgt: 

„Haben  zwei  Krciäpaarc  ?n,  A/undm,,  ü/,  einen  und  denselben  Punct 
A  zum  Aehnlichkcitspunct,  und  in  Bezug  auf  denselben  gleiche  und  gleich- 
artige gemeinschaftliche  Potenzen:  so  liegen  sowohl  die  Durchschnittäpunetc 
der  Kreise.  Af,  Af,  mit  denjeuigcn  der  Kreise  m,  n*,,  als  auch  die  Durch- 
schiiittspuncte  der  Kreise  Af,  ?n,  mit  denjenigen  der  Kreide  m,  Ai„  paarweise 
mit  dem  Aehnliehkeitspunct  A  in  geraden  Linien,  d.  h.  AbB,  AcC,  AdD, 
AeE  sind  gerade  Linien." 

Es  ist  klar,  dasis.  wenn  z.  ü.  die  Puncte  B,  t',  iu  welchen  die  Kreise 
AI,  M,  einander  schneiden,  zusammenfallen,  dann  nothwendig  auch  die 
beiden  Durch.schnittspuncte  b,  c  der  Kreise  vt, »»,  zusammenfallen;  woraus, 
als  spezieller  Fall  des  vorliegenden  Satzes,  der  nachstehende  folgt: 

„Haben  zwei  Kroispaare  wi,  A/und  )«,,  A/,  einen  und  denselben  Punct 
^1  zum  Aehnliehkeitspunct,  und  in  Bezug  auf  denselben  gleiche  und  gleich- 
artige gemeinschaftliche  Potenzen,  und  zwei  von  diesen  Kreisen,  die  nicht 
ein  Paar  bilden  (z.  B.  A!,  ^/,),  berühren  einander:  so  berühren  auch  die 
beiden  übrigen  Kreise  (ni,  m,)  einander,  und  die  beiden  Bcrührungspuncte 
liegen  mit  dem  Aehnlichkeitspuncte  A  in  gerader  Linie  und  sind  in  Bezug 
auf  denselben  potenzhaltend." 

Nimmt  man  an,  die  beiden  Kreise  7n,,  AI,  fallen  in  einen  einzigen 
Kreis  AI,   zusammen,  so  folgt  ferner: 

„Ist  die  Potenz  eines  Kreises  J/,,  in  Bezug  auf  den  Aehulichkeit-spunct 
A  zweier  gegebenen  Kreise  m,  M,  gleich  und  gleichartig  mit  der  gemein- 
schaftlichen Potenz  der  letzteren  Kreise,  in  Bezug  auf  denselben  Punct:  so 
berührt  der  Kreis  At^,  wenn  er  einen  der  beiden  Kreise  m,  M  berührt, 
auch  zugleich  den  anderen,  und  es  liegen  die  beiden  Berührungspunctc  mit 
dem  Punct  A  in  gerader  Linie,  und  sind  in  Bezug  auf  denselben  potcnz- 
haltend." 
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die  drei  Kreise  w,  N,  vi  berührt,  alsdann  auch  derjenige  Kreis  it/,,  — 
welcher  mit  dem  Kreise  w,  den  Punet  A  zum  Aehnlichkeitspunct,  und 
in  Bezug  auf  denselben  gleiche  und  gleichartige  gemeinschaftliche  Potenz 
hat,  wie  das  Kreispaar  m,  AI,  —  die  drei  Kreise  n,  N,  AI  berührt  (No.  21). 
Es  ist  klar,  dass  ein  Gleiches  von  einem  folgenden  Kreispaare  7m.j,  A/^, 
welches  sich  an  das  Kreispaar  w,,  AI^  anschliesst,  gilt;  u.  s.  w.  Man  zieht 
daraus  folgende  Sätze: 

„Beschreibt  man  irgend  zwei  beliebige  Kreise  m,  AI,  von  denen  jeder 
zwei,  der  Grösse  und  Lage  nach  gegebene,  in  einander  liegende  Kreise  7i, 
A'  ungleichartig  berührt:  so  liegt  ihr  äusserer  Aehnlichkeitspunct  A  in  der 
Linie  der  gleichen  Potenzen  (^GA)  der  gegebenen  Kreise;  und  beschreibt 
man  ferner  auf  gleiche  Weise  die  Kreispaare  7/*,,  iV/,;  m^^  Al/^  m^^  Af^;  . . ., 
welche  sich  an  einander  anschliessen,  d.  h.,  welche  einander  der  Ordnung 
nach  berühren:  so  hat  jedes  dieser  Kreispaare  denselben  Punct  A  zum 
äusseren  Aehnlichkeitspunct." 

Denkt  man  sich  die  Reihe  Kreise  Af,  3/,,  i^,  iV/^,  ...,  von  denen 
jeder  die  beiden  gegebenen  Kreise  n,  N  ungleichartig  berührt,  und  welche 
einander  der  Reihe  nach  berühren,  fortgesetzt,  bis  man  wieder  nach  dem 
ersten  Kreis  AI  zurückkommt,  und  so  weiter  im  Ring  herum,  so  sind  fol- 
gende verschiedene  Fälle  möglich:  entweder  kehrt  die  Reihe  in  sich  selbst 
zurück  oder  nicht,  d.  h.  1)  entweder  gelangt  man  schon,  wenn  man  zum 
ersten  Mal  zu  dem  Kreis  A/ zurückkehrt,  zu  einem  Kreise  il/x,  welcher 
8ic|;i  dem  Kreise  AI  anschliesst,  so  dass  der  darauf  folgende  Kreis  AIx+i 
mit  dem  Kreise  AI  zusammenfallt,  oder  man  gelangt  erst,  wemi  man 
zum  zweiten,  dritten,  vierten  . . .  Mal  nach  dem  Anfangsgliede  der  Reihe 
zurückkehrt,  zu  einem  solchen  Kreise  A/,,  welcher  sich  gerade  an  den 
Kreis  AI  anschliesst;  oder  2)  man  gelangt  nie,  so  lange  man  auch  die 
Reihe  fortsetzen  mag,  zu  einem  solchen  Kreise,  welcher  sich  dem  Kreise 
AI  anschliesst,  so  dass  der  Raum,  in  welchem  sich  die  Reihe  befindet,  für 
die  letztere  incommensurabel  ist.  Da  nun  nach  dem  vorstehenden  Satze 
die  Kreise  tw,  w,,  w,,  ...,  respective  mit  den  Kreisen  AI,  J/,,  AI^^  ..., 
den  Punct  A  zum  äusseren  Aehnlichkeitspunct  haben:  so  folgt,  dass,  wenn 
man  in  der  letzteren  Reihe  von  Kreisen  nach  einem  oder  nach  mehreren 
Umläufen,  zu  einem  solchen  Kreise  34  gelangt,  welcher  sich  dem  Kreise 
AI  anschliesst  (ihn  berührt),  dann  auch  in  dey  erste ren  Reihe,  der  eben- 
sovielte  Kreis  w,,  sich  dem  Anfangsgliede  (w)  dieser  Reihe  anschliesst, 
und  dass  die  Reihe  m,  ?//,,  m^,  , . .  m^  eben  so  viele  Umläufe  enthält, 
als  die  Reihe  M,  AI^^  AI^,  ...  A/x.  Daraus  schliesst  man  folgenden  merk- 
würdigen Satz: 

,,Ist  der  Zwischenraum  zwischen  zwei,  der  Grösse  und  Lage  nach  ge- 
gebenen, in  einander  liegenden  "Kreisen  7i,  N,  für  eine  bestimmte  Reihe 
Kreise  Aly  AI^,  AI^^  ...  J/,,  von  denen  jeder  jene  beiden  ungleichartig  be- 
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rührt,  und  welcho-cinander  dor  Ordnung  nach  berühren,  commensurabel, 
d.  h.,  besteht  die  Reihe  aus  j^-l-l  Gliedern,  welche  u  Umläufe  bilden,  und 
berührt  der  letzte  Kreis  Af„  wiederum  den  ersten  M:  so  ist  derselbe 
Zwischenraum  für  jede  beliebige  Reihe  Kreise  m,  m^,  m,,  ...  m,,  wo 
man  auch  das  Anfangsglied  m  annehmen  mag,  commensurabel ;  und  es 
besteht  die  letztere  Reihe  ebenfalls  aus  iC+1  Gliedern,  welche  m  Umläufe 
bilden,  wie  jene  crstere  Reihe." 

Es  folgt  aus  diesem  Satze  zugleich:  „dass,  wenn  der  genannte  Zwischen- 
raum für  ii^nd  eine  bestinunte  Reihe  Kreise  M,  J/,,  J/,,  . . .  incommen- 
surabel  ist,  er  alsdann  für  jede  andere  Reihe  Kreise  m,  m„  m,, eben- 
falls incommensurabel  ist.'* 

Es  ist  nqch  zu  bemerken,  dass,  im  Fall  die  genannte  Reihe  In  sich 
zurückkelirt,  d.  i.  commensurabel  ist,  und  u  die  Zahl  der  Umläufe  der- 
selben bezeichnet,  dann  die  Zahl  der  Glieder  der  Reihe  nicht  kleiner  sein 
kann  als  2m-1-1. 

Aus  dem  Obigen  folgt  femer;  „da-ss,  wenn  z.  B.  der  Kreis  y  die  drei 
Kreise  m,  m,,  A'  berührt,  dann  auch  derjenige  Kreis  Q,  —  welcher  mit 
ihm  den  Punct  A  zum  äusseren  Aehnlichkeitspunct,  uud  in  Bezug  auf 
diesen,  gleiche  und  gleichartige  gemcin.'iGhaftliche  Potenz  hat,  wie  die 
Kreispaare  m,  Muad  m^,  M„  —  die  drei  Kreise  M,  M^,  N  berührt;  oder 
dass  also  umgekehrt,  die  beiden  Kreise  q,  Q,  welche  man  in  die  beiden, 
einander  entsprechenden,  Arbelen  (krummlinigen  Dreiecke)  bcd,  Bi'D  bo- 
schreibt, mit  den  Kreispaaren  vi,  A/ und  m,,  M^  ein  und  denselben  Punct 
A  Äum  Aelmlichkeitäpunct,  und  in  Bezug  auf  diesen  gleiche  und  gleich- 
artige gemeinschaftliche  Potenz  haben.  Eben  so  haben  diejenigen  beiden 
Kreise  o,  O,  welche  man  in  die  Arbelen  bef  und  BEF  beschreibt,  den 
nämlichen  Punct  A  zum  äusseren  Aehnlichkeitspunct,  und  in  Bezug  auf 
diesen  gleiche  und  gleichartige  gemeinschaftliche  Potenz,  wie  jedes  der 
genannten  Kreispaare.  Und  beschreibt  man  femer  in  zwei  neu  entstandene, 
einander  entsprechende  Arbelen,   wie  z.  B.   in  den  Arbelos  bhk,    welcher 
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23. 

Da  die  Berühnmgspuncte  dy  D,  in  welchen  der  gegebene  Kreis  N  die 
beiden  Kreise  w,  M  berührt,  mit  dem  äusseren  Aehnlichkeitspunct  A  der 
letzteren  Kreise  in  gerader  Linie  liegen  (No.  8):  so  folgt,  dass,  wenn  man  in 
dem  Puncte  d  an  die  beiden  Kreise  w,  N  (Fig.  23)  die  Tangente  da  legt, 
welche  die  Linie  der  gleichen  Potenzen  AG  der  gegebenen  Kreise  w,  N 
in  dem  Puncte  a  schneidet,  dann  der  Kreis  m  mit  keinem  anderen  Kreise 
3/ oder  ji,  welcher  die  gegebenen  Kreise  n,  N  ungleichartig  berührt,  den 
Punct  a  zum  Aehnlichkeitspunct  haben  kann;  sondern  dass  vielmehr 
der  äussere  Aehnlichkeitspunct,  welchen  der  Kreis  m  mit  irgend  einem 
jener  Kreise  gemein  hat,  entweder  über  oder  unter  dem  Punct  a  (in  der 
Linie  A  G)  liegt,  je  nachdem  sich  der  letztere  Kreis  (AT  oder  p.)  auf  der 
einen  oder  auf  der  anderen  Seite  des  Kreises  m  befindet.  Z.  B.,  der  äussere 
Aehnlichkeitspunct  A  der  Kreise  m,  M  liegt  oberhalb,  und  der  äussere 
Aehnlichkeitspunct  a  der  Kreise  m,  (x  liegt  unterhalb  des  Punctes  a. 

Da  jede  beliebige  gerade  Linie  ApP,  welche  durch  den  äusseren  Aehn- 
lichkeitspunct A  »der  beiden  Kreise  w,  M  geht,  eine  äussere  Aehnlichkeits- 
linie  dieser  Kreise  ist  (No.  7),  d.  h.,  da  die  aus  den  Mittelpuncten  w,  ^nach 
jener  Linie  gezogenen  Parallelen  mp,  MP  sich  wie  die.  Radien  der  Kreise 
7Hy  M,  oder,  wenn  man  diese  Radien  durch  r,  R  bezeichnet,  wie  /•  zu  R 
verhalten,  so  ist 

mp   MP 

~r~  ~  ~R~' 

Eben  so  hat  man,  wenn  man  nach  der  Linie  aicp,  welche  durch  den 
äusseren  Aehnlichkeitspunct  a  der  Kreise  ?/i,  ji  geht,  die  Parallelen  7npy  p.7r 
zieht  und  den  Radius  des  Kreises  \i  durch  p  bezeichnet: 

mp     [LTC 

r  p 

Zieht  man  nun  die  gerade  Linie  atz^pP^:  so  schneidet  sie  offenbar 
von  den  Linien  p.7r,  MP  die  Stücke  ttt:,,  PP,   ab,    so  dass  folglich  der 

Quotient  — ^  grösser  ist,  als  jeder  der  beiden  Quotienten  — -^  und  — w^- 

Daraus  folgt,  dass  der  Quotient  des  Kreises  m  (der  dem  Kreise  m  zuge- 
hörige Quotient)  ein  Grösstes  (Maximum)  ist.     Das  heisst: 

„Zieht  man  aus  irgend  einem  Punct  a  der  Linie  der  gleichen  Potenzen 
(-4  (?)  zweier  gegebenen,  in  einander  liegenden  Kreise  n,  N^  eine  beliebige 
gerade  Linie  a/>,  und  ferner  aus  den  Mittelpuncten  w,  [x,  i/,  . . .  beliebiger 
Kreise  w,  ja,  M^  . . . ,  von  denen  jeder  die  gegebenen  Kreise  ungleichartig 
berührt,  nach  jener  Linie  ap,  in  irgend  einer  Richtung,  die  Parallelen  vip, 
JJL1C, ,  J/Pj,  ...  und  dividirt  diese  durch  die  Radien  r,  p,  jR,  . . .  der 
respectiven  Kreise  tw,  <i.,  i^  . . . :  so  ist  der  Quotient  desjenigen  Kreises  7n 
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(d.  h.  der  QuoticDt,  welcher  zu  diesem  Kreise  gehört),  welcher  mit  dem 
Kreise  A'  zusammen  von  der  Tangente  ad  in  einem  und  demselben  Puncte 
(l  berührt  wird,  unter  allen  übrigen  Quotienten  der  grösste." 

Aus  ganz  gleichen  Gründen  ist  auf  der  andercu  Seite  der  Linie  ap: 
„der  Quotient  desjenigen  Kreises  m„  welcher  mit  dem  Kreise  A' zusammen 
von  der  Tangente  orf,  in  einem  und  demselben  Puncte  rf,  berührt  wird, 
unter  den  Quotienten  aller  diesseits  liegenden  Kreise  der  grösste." 

Nimmt  man  die  zuerst  betrachtete  Seite  der  Linie  ap  als  positiv,  und 
die  letztere  als  negativ  an,  so  ist  alsdann:  „der  Quotient  des  Kreises  m, 
in  Bezug  auf  die  Linie  aj),  der  grösste  positive,  und  der  Quotient  des 
Kreises  m,  ist  der  grösste  negative," 

In  Bezug  auf  eine  andere  Linie  aber,'  welche  die  gegebenen  Kreise 
n,  N  nicht,  wie  die  Linie  ap,  schneidet,  ist  von  den  Quotienten  der  beiden 
Kreise  m,  m, ,  der  eine  unter  allen  übrigen  der  grösste,  und  der  andere 
der  kleinste.  Nämlich:  in  Bezug  auf  irgend  eine  Linie  ap^ ,  welche  den 
Winkel  Aam  theilt,  ist  der  Quotient  des  Kreises  m  unter  allen  übrigen 
der  kleinste,  und  der  des  Kreises  m,  unter  allen  der  grösste;  dagegen  ist 
in  Bezug  auf  irgend  eine  Linie  ap,,  welche  den  Winkel  Gam,  theilt,  der 
Quotient  des  Kreises  m  unter  allen  übrigen  der  grösste,  und  der  des 
Kreises  wi,  unter  allen  der  kleinste.    • 

Nach  dem  Bisherigen  kann  nun  die  nachstehende  Aufgabe  leicht  und 
elegant  gelöst  werden. 

Aufgabe. 

„Wenn  Kwei  beliebige,  in  einander  liegende  Kreise  n,  N,  der  Grösse 
und  Lage  nach,  gegeben  sind:  so  soll  man  unter  allen  Kreisen  m,  m,,  \i, 
M,  . . . ,  von  denen  jeder  jene  beiden  ungleichartig  berührt,  denjenigen 
finden,  dessen  Quotient  in  Bezug  auf  eine  gegebene  gerade  Linie  (ap  oder 
ap,  oder  ap,")  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist,  d.  h.  dass,  wenn  man 

aus  den  Mittelpuncten  m,  m,,  (t,  M,- jener  Kreise,  nach  der  gegebenen 

I  l.ini.-.  in  iri:ciid  fincr  iii.-liluDi.;.  ['»ralk'l.-ii  /ii'ht,  mid  dip 
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3)  Aus  dem  Punct  a  lege  man  die  Tangenten  ae^  a^,,  ad.,  ad^  an 
die  gegebenen  Kreise  w,  N^  welche  die  letzteren  in  den  Puncten  e^  ^,,  ^, 
J,   berühren,  und  beschreibe 

4)  diejenigen  beiden  Kreise  w,  m, ,  von  denen  der  erstere  die  gege- 
benen Kreise  w,  N  in  den  Puncten  ^,  r/,  und  der  letztere  in  den  Puncten 
^,,  f/,  berührt  (§1  No.  4):  so  leisten  diese,  wie  aus  dem  Obigen  folgt,  der 
vorgelegten  Aufgabe  Genüge. 

Beschreibt  man  ferner  diejenigen  beiden  Kreise  v,  v,,  von  denen  der 
erste  die  gegebenen  Kreise  w,  N  in  den  Puncten  ^,,  r/,  und  der  letztere 
in  den  Puncten  e^  r/,  berührt;  so  folgt  aus  ganz  ähnlichen  Gründen,  dass 
diese  Kreise  der  Aufgabe  Genüge  leisten,  wenn  unter  allen  Kreisen  v,  v^ . . . , 
welche  die  gegebenen  gleichartig  (anstatt  ungleichartig)  berühren,  die- 
jenigen verlangt  werden,  deren  Quotienten,  in  Bezug  auf  die  gegebene  ge- 
rade Linie,  ein  Maximum  oder  Minimum  sein  sollen. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  Alles,  was  in  dem  Vorliegenden  (No.  23), 
in  Bezug  auf  die  beiden  ineinander  liegenden  Kreise  w,  N  gesagt  wurde, 
auch  auf  ganz  ähnliche  Weise,  in  Bezug  auf  zwei  aussereinander  liegende 
Kreise  Statt  findet.  Ferner  finden  analoge  Sätze  bei  Kugeln  im  Räume 
Statt.  Wären  z.  B.  anstatt  der  Kreise  w,  iV  zwei  Kugeln,  und  anstatt 
der  geradAi  Linie  af  (oder  ajt>,  oder  a'p^  irgend  eine  Ebene  gegeben,  und 
man  sollte. unter  allen  Kugeln,  welche  die  gegebenen  beiden  Kugeln  be- 
rühren, diejenigen  finden,  deren  Quotienten  in  Bezug  auf  die  gegebene 
Ebene  ein  Maximum  oder  Minimum  sind:  so  wäre  die  Auflösung  der  vor- 
liegenden bei  Kreisen  ganz  ähnlich.  Nämlich  die  Ebenen  6ä,  und  BB^ 
der  Durchschnittskreise  einer  willkürlichen  Kugel  K  und  der  gegebenen 
Kugeln  n,  iV,  schneiden  einander  in  einer  bestimmten  geraden  Linie  6',  die 
durch* diese  Linie  C  gehende  und  zur  Axe  NnG  senkrecht  stehende  Ebene 
CGa  schneidet  die  gegebene  Ebene  jpa  in  einer  bestimmten  Linie  «,  imd 
die  durch  diese  Linie  a  an  die  gegebenen  Kugeln  gelegten  Berührungs- 
ebenen, berühren  dieselben  in  den  nämlichen  Puncten  e^  ^,,  r/,  t/,,  in  wel- 
chen sie  von  den  gesuchten  Kugeln  m,  w,,  v,  v,  berührt  werden. 

§  VI.    Verallgemeinerung  eines  von  Pappus  überlieferten  (alten)  Satzes. 

24. 

Pappus  (JJoüecticmes  mat/ieniaticaey  libr,  IV.  vom  XII.  bis  zum  XVIII. 
Theorem)  beweist  folgenden,  wie  er  sagt,  alten  Satz*): 

„Beschreibt  man  eine  Reihe  Kreise  tw,,  w^,  w,,  w^,  ...  w,  (Fig.  24.  25), 
von  denen  jeder  die  beiden  gegebenen,  einander  in  B  berührenden  Kreise 
M^^M^  berührt,  und  welche  einander  der  Reihe  nach  (äusserlich)  berühren: 


*)  „Circum/eriur  in  quibusdam  librts  antiqua  propasitio  huiusmodi.^*' 
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HO  bilden  die  Quotienten,  die  entstehen,  wenn  man  die  aus  den  Mittel- 

pUDCt«n  wi,, )«,,  w»,, m»  auf  die  Axe  M,M^  gefällten  Lothe  ™,P,,  ?n^P„, 

ffijP,,  . . .  OT,/*»,  durch  die  Radien  r,,  r,,  Tj, ...  *•»  der  respectiven  Kreise 
m,,  7»,,  nij,  . . .  nti  dividirt,  folgende  arithmetische  Reihe: 

a)  Wenn  der  Mittelpunct  m,  des  ersten  Kreises  m,  der  genannten 
Reihe  in  der  Axe  M,M^  der  gegebenen  Kreise  liegt,  so  ist  (Fig.  24) 

m,P,         m,P,         m,P,         m,P,  m^P^ 

gleich  0,  2,  4,  6,  ...    (^— 1).2. 

b)  Wenn  der  erste  Kreis  tr,  der  genannten  R«ihe  die  Axe  M,  Af^  der 
gegebenen  Kreise  berührt,  so  ist  (Fig.  25): 

ffl.P,         m^P,         m,Pj         m,P^  tn^P^ 

r,      '         r,     '         '■j     '         '»     '  *"« 

gleich  1,  3,  5,  7,  ...     2j;— 1." 

Oder  der  eigentliche  Satz,  aus  welcliem  diese  beiden  Fälle  (a,  b)  blosse 
Folgerungen  sind,  ist  der  nachstehende  (Theorem  XV.  lUr.  IV.): 

c)  „Wenn  zwei  Kreise  M„  Jt/,  (Fig.  26),  die  einander  in  B  berühren, 
der  Grosse  und  Lage  nach  gegeben  sind,  und  man  beschreibt  ii;gend  zwei 
beliebige  Kreise  m,,  m,,  welche  einander  in  b  (äusserlich)  berühren,  und  von 
denen  jeder  jene  beiden  Kreise  berührt,  iallt  sodann  aus  den  Mittelpuncten 
m^,  m^  auf  die  Axe  M^M^  der  gegebenen  Kreise  die  Lothe  m^P^,  »»,/*,,  und 
dividirt  diese  Lothe  durch  die  Radien  r,,  »■,  der  respectiven  Kreise  m,, 
m^:  so  ist  der  dem  letzteren  Kreise  (m,)  zugehörige  Quotient  um  2  grösser 
als  der  erstere,  d.  h.  es  ist 

oder,  wie  sich  Pappus  ausdrückt:  das  Loth  m,P„  plus  dem  Durchmesser 
zugehörigen  Kreises  m,,  verhält  sich  zu  diesem   Durchmesser  wie  das 
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a)  da«s  die  Linie  BA  (als  Linie  der  gleichen  Potenzen  der  Kreise 
M, ,  A/j)  durch  den.  äusseren  Aehnlichkeitspunct  der  Kreise  ?«,, 
w,  geht  (No.  13),  und  dass  daher  der  Punct  A,  in  welchem  die 
Axe  TWjWj  die  Tangente  BA  schneidet,  der  äussere  Aehnlichkeits- 
punct der  Kreise  w,,  m,^  ist; 

ß)  dass  ferner  die  aus  den  Mittelpuncten  m,,  m^  nach  der  Linie  AB 
gezogenen  Parallellinien  sich  verhalten  wie  die  Radien  ?•, ,  /\  der 
respectiven  Kreise  w,,  m^  (No.  7),  dass  also  z.  B. 

Am^:  Am^  =  r^rr,; 

und,  da  ABy  m^P^,  ^i^i  zu  der  Axe  BM^M^  senkrecht,  mithin 
unter  sich  parallel  sind,  dass  auch 

BP,:  BP,  =  r,:r,; 

7)  dass  endlich  jeder  der  beiden  Kreise  3/,,  M,  in  Bezug  auf  den 
äusseren  Aehnlichkeitspunct  A  der  Kreise  w, ,  m,  potenzhaltend 
ist,  so  dass  das  Quadrat  der  Tangente  A  B  gleich  ist  der  gemein- 
schaftlichen Potenz  der  Kreise  m,,m,  in  Bezug  auf  ihren  äusseren 
Aehnlichkeitspunct  A  (No.  12). 

C.  Da  femer  auch  das  Quadrat  der  Linie  Ab  gleich  ist  der  gemein- 
schaftlichen Potenz  der  Kreise  ?w,,  w,,  in  Bezug  auf  den  Punct  A  (weil 
in  dem  Berührungspunct  b  zwei  potenzhaltende  Puncto  (No.  12)  zusammen 
fallen):  so  folgt  (7),  dass  AB^  gleich  Ab'\  und  mithin  auch  AB  gleich 
Ab  ist. 

D.  Nach  der  Voraussetzung  sind  die  Radien  m^C  und  m,Z)  der  Kreise 
w»,,  Wj  parallel  (senkrecht  zur  Axe  BM^M^^  daher  liegen  die  drei  Puncto 
DbC  in  gerader  Linie  (No.  7):  und  da  AB  gleich  Ab  und  rn^b  gleich 
m^C  (als  Radien  des  Kreises  m^  und  auch  AB  und  m^C  parallel  sind: 
so  liegen  auch  die  drei  Puncto  BCb  in  gerader  Linie,  und  mithin  ist 
BCbD  eine  gerade  Linie. 

E.  Zieht  man  nun  noch  die  gerade  Linie  Bm^E^  so  hat  man: 

ED :  m,C=BP, :  BP,  =  r, :  r,    (B,  ß), 
oder,  wenn  man  bemerkt,  dass  m,  C  gleich  r„ 


ED  :r,  =  r, :  r, 
ED  =  r„ 


und  folglich: 

und  da  auch  m^D  gleich  r,, 

w,jB  =  2rj.  * 
Nun  ist  femer 

EP,  :m,P,^BP,:BP,  =  r,:r,    (B,  ß), 

oder  da 

EP,=mJ\-^m,E=m,P,'^2i\, 
so  ist: 

7n,P-'\'2r,:m,P,  =  r^ir,^ 

Steiner'fl  Werke.    I. 
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und  Tolgtich: 


Gini^  K^metriscfa«  BatrmehtmifBD. 


i-1-2  =  ■ 


welches  der  obige  Satz  (c)  ist. 

[In  dem  Falle,  wo  die  Kreise  J/„  A/,  sich  äusserlkh  berühren,  bann 
einer  .der  Kreise  m,,  m,,  z.  B.  m,,  die  drei  anderen  auch  einschlieiMeiid 
berühren,  oud  dann  gilt  die  Gleichung: 

,        m.P,  m,P, 


welche  in  ähnlicher  Weise  wie  die  vorstehende  bewiesen  wird.] 

Denkt  man  sich  non  eine  Reihe  Kreise  wi,,  m,,  m,,  i»,,  ...  m«, 
von  denen  jeder  die  beiden  gegebenen  Kreise  M^,  Af,  berührt,  und  welche 
einander  der  Reihe  nach  (äusserlich)  berühren:  so  hat  man  nach  dem  vor- 
li^enden  Satze: 


m,P, 


m.P. 


-h2  = 


m,P, 


+4, 


m,P, 


+2(x-l). 


Oder,  wenn  man  zur  Abkürzung  - 


-   gleich  q,  und 
m,P^=p^ 


q-i-2(x—r). 
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Linie  BA  übergeht;  und  dass  dieser  Satz  ferner  auch  dann  noch  Statt 
findet,  wenn  der  Kreis  M^  durch  die  gerade  Linie  BA  gegangen  ist,  und 
auf  der  anderen  Seite  derselben  wieder  als  eigentlicher  Kreis  zum  Vor- 
schein kommt,  so  dass  nun  die  beiden  Kreise  M^  und  M^  einander  ausser- 
lieh  berühren.  Wen  diese  Ableitungen  nicht  befriedigen,  für  den  bemerken 
wir,  dass  der  Beweis  fiir  die  abgeleiteten  Fälle  dem  vorstehenden  ganz 
ähnlich  ist.    Pappus  beweist  jeden  Fall  besonders. 

25. 

Wiewohl  wir  beim  ersten  Anblick  des  vorstehenden  interessanten 
Satzes  die  Yermuthung  hegten,  dass  derselbe  einer  grösseren  Ausdehnung 
fähig  sein  müsse:  so  fanden  wir  doch  nicht  sogleich  den  Weg,  auf  welchem 
dieses  Ziel  leicht  zu  erreichen  war.  Das  nachstehende  Verfahren,  durch 
welches  wir  unseren  Endzweck  zum  Theil  erreichten,  ist  ziemlich  einfach, 
kann  aber  vielleicht,  zumal  da  nun  das  Gesetz  bekannt  ist,  noch  auf 
einem  anderen,  kürzeren  Wege  bewiesen  werden.  Das  Hauptresultat,  welches 
wir  gefunden  haben  und  welches  wir  weiter  unten  beweisen  werden,  ist 
das  bestimmte  Gesetz  zwischen  den  Quotienten,  die  entstehen,  wenn  man 
aus  den  Mittelpuncten  tw,  ,  m^  der  beiden  Kreise  w, ,  m.^  (Fig,  26)  auf 
ii^end  einen  beliebigen  Durchmesser  eines  der  beiden  gegebenen  Kreise 
i/j,  Jfj  (anstatt  auf  die  Axe  BM^M^  (No.  24))  Lothe  fällt,  und  diese  durch 
die  Radien  rj,  r^  der  respectiven  Kreise  Wj,  m^  dividirt. 

Wir  bemerken  hier  beiläufig,  dass  nun  noch  die  folgende  allgemeinere 
Aufgabe  zu  lösen  übrig  bleibt: 

„Ein  Gesetz  zwischen  den  beiden  Quotienten  zu  finden,  die  dadurch 
entstehen,  dass  man  aus  den  Mittelpuncten  tw,,  m,^  der  beiden  Kreise  ?Wj, 
m^  auf  irgend  eine  gerade  Linie  L  Lothe  fallt,  und  dieselben  durch  die 
Radien  r,,  r,  der  respectiven  Kreise  t?*,,  tw.^  dividirt  (No.  24  c)." 

26. 

Berühren  sich  die  beiden  gegebenen  Kreise  J/,,  M^  (Fig.  27)  in  B,  be- 
rührt femer  jeder  der  beiden  Kreise  m,  M  die  beiden  gegebenen,  liegt 
der  Mittelpunct  ^  des  letzteren,  in  der  Axe  M^M.^^  imd  bezeichnet  man 
die  Radien  der  vier  Kreise  Jlf,,  J/,,  i/,  m  respective  durch  Äj,  Äj,,  i?,  /•, 
so  ist: 

AC=BC—BA    oder    2R  =  2R,—2R,, 

oder 
*  R  =  jKj — Äj, 

und  andererseits  ist  auch 

BM  =  R,-hR,. 

Femer  ist: 

BP:  BM  =  r:R    (No.  24,  B,  ß), 

4* 


Einii!):  moiupIriM'lii-  B«n-a<-htiineeii- 


unJ  folglich: 

(1) 


BP:  R,+R, 
BP  = 


R,+R, 
R,-R, 


^ixt  min  xur  Abkmnng  da^t  aus  dem  Mittclpuact  m  auf  die  Axe 
.»/,  .Vj-U  gefällte  Loth  mP  gleich  p,  und  M,P  gleich  U,  M^P  gleich  «, 
.V,Mi  gleich  L,  M^m  gleich  /,  ko  findet  man  leicht  folgende  Gleichungen; 

(i)         /,  =  «,  +  .■,■    K,  =  /  +  r;     RP=R,  +  a=R,+ti. 
Nun  ist  vermöge  des  lechtwinkligen  Dreiecks  M,Pm: 

I'  =  p'+„', 
oder  wenn  man  u  aus  (2)  und  (1)  substituirt. 
/■  =  p'+^BP~B,y 


,  wenn  man  den  Quotienten  - 


(3) 


2R, 

gleich  9  und  - 


-  gleich  R  8etzt, 


4- 


folgt.    Auf  gleiche  Wci^  findet  man 
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Endlich  ergeben  sich  aus  (2)  und  (3)  unmittelbar  folgende  Wcrthe  für 
die  Radien  der  beiden  gegebenen  Kreise  M^,  M^: 

^'-+-411(11-1-1) 


(7) 

(8) 


ß,  = 


47r 


-  •  i\ 


Al       — ^ •  '/' 

4Cir+l) 


Man  sieht  aus  (3)  und  (5),  dass  die  beiden  Linien  l  und  u  immer 
zu  dem  Radius  r  commensurabel  sind,  sobald  p  zu  r  (d.  i.  q)  imd  B^  zu 
/?2  —  Ä,  (d.  i.  ir)  commensurabel  ist.  Bevor  wir  unseren  Hauptgegenstand 
weiter  verfolgen,  wollen  wir  zuerst  einige  Fälle,  wo  die  genaimten  Grössen 
respective  commensurabel  sind,  betrachten.    Z.  B. 

a)  Nimmt  man  tt  gleich  1,  d.  i.  Ä,  gleich  2R^  an,  so  hat  man  (Gl. 
(3)  bis  (6)) 


/  _  q'-hi 


und 


L 


?*-f-16 


r  4  ^'8 


u  q^ — 4 


U        9^—16 


-  und     --  = 

r  4  r  8 

Bezieht  man  diese  Ausdrücke  auf  eine  Reihe  Kreise  w, ,  vi.^^  ?Wj,  ... 
(Fig.  28).  welche  sich  aneinander  anschliessen,  und  wo  der  Mittelpunct  w, 
des  ersten  derselben  in  der  Axe  A/,3/^  der  gegebenen  Kreise  liegt,  so  hat 
q    respective  die  Werthe  (No.  24,  a):    0,  2,  4,  6,  8,  . . .  2(n—l),    und 

daher  hat  —  respective  die  Werthe:  1,  2,  5,  10,  ...  (w— 1)^+1;  -7 
clie  Werthe:    2,   |,  4,  i/,   . .  .  -^!LZ.lZ±i ;    !L   die    Werthe:    —1,  0, 

U 

3,   8,   ...  (h — 1)* — 1;  und  endlich  hat  -;-  respective  die  Werthe:  — 2, 

(n lY 4 

— i,  0,  I,  ...  -^ ^ ;  welches  folgende  Tabelle  giebt. 


Kreise. 

w, 

»ij 

»», 

»», 

^'j 

•          •           • 

m„ 

p:r  —  q  — 

0 

2 

4 

G 

0   '      ... 

2(n     1) 

l.r  ~         1 

2 

5 

10 

17 

•          •          • 

(«-l)'-f-l 

(n-iy-\-4 
2 

L:r  — 

2 

f 

4 

13 
2 

10 

•  ■          • 

•  •          • 

u:r  — 

1 

0 

3 

8 

15 

(n-iy-l 

•     U:r  — 

2 

i 

ü 

i 

6 

•          •           • 

(n-iy-4 
2 

d4 
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Man  sieht  liioraus,  datts  die   vier  Mittetpuncte  M^,  M^,  m,,  m,   ein 
Rechteck  be»timiueti,  dessen  Seiten  3f,m,  und  M^M^  sich  verhalten  wie  4:3. 
b)  Nimmt  man  R^  gleich  3i£,,  so  ist 


und 


»•  ~      2      '      r  ~      6      " 
Hiernach  erhält  mau  für  eine  Reihe  Kreise  m,,  m„  m,,  . . .  (Fig.  29X 
welche  »ich  der  Ordnung  nach  berüliren,  und  von  denen  der  erste  m,  die 
Axo  i/jJ/,   der  gegebenen  Kreise  berührt,   so  dass  also  q  respective  die 
Werthe:   1,  3,  5,  7,  . . .  27i— 1  hat  (Ko.  24,  b),  folgende  Tabelle: 


Kreise. 

•», 

m. 

•", 

m, 

'». 

m. 

V:r^q  = 

1 

3 

5 

7 

9 

2»-l 

l:r  = 

1 

5 

13 

25 

41 

(2"-l)'+l 
2 

L:r  = 

* 

* 

T 

¥ 

Y 

(2„_l)'+9 
6 

u:r  = 

0 

4 

12 

24 

40 

(2»-l)--l 

ü:r  = 

-i 

0 

i 

^ 

T 

C2»-l)'-9 
6 

c)  Nimmt  man  an,  der  Kreis  M^  gehe,  durch  imeadlichc  VergrösHerung, 
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senkrecht  stehende,  gerade  Linie  CD  ist,  erhält  man,  da  q  respective  die 
Werthe  0,  2,  4,  6,  . . .  2(»— 1)  hat  (No.  24,  a),  folgende  Tabelle: 


Kreise. 

VI, 

OTj, 

"»1 

W»4 

»*5 

»*6 

•      •       « 

m„ 

p-r  —  q  — 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

•       •       • 

2(n     1) 

L.r  — 

1 

2 

5. 

10 

17 
15 

26 

•      •       • 

(n-l)'-t-l 

U:r  — 

—  1 

0 

3 

8 

24 

.    .   . 

(n-iy-i 

R,:r  — 

0 

1 

4 

9 

16 

25 

•       •       » 

(n-iy 

R 

Wie  man  sieht,  ist  hierbei  die  Reihe  der  Werthe  von  — ^  am  auffallendsten. 

r 


27. 

Es  sei  AC  (Fig.  31)  irgend  ein  beliebiger  Durchmesser  eines  der  bei- 
den gegebenen  Kreise  Ai,,  J/,,  welche  sich  in  B  berühren,  z.  B.  des 
Kreises  3/,.  Den  Winkel  AM^M^,  welchen  derselbe  mit  der  Axe  M^M^ 
bildet,  wollen  wir  [durch  a,  und  das  aus  dem  Mittelpunct  3/,  auf  den 
Durchmesser  AC  gefällte  Loth  M^H  durch  h  bezeichnen. 

Von  den  Kreisen  m,  w,,  von  denen  jeder  die  beiden  gegebenen  Kreise 
berührt,  sei  der  letztere  ganz  beliebig,  dagegen  liege  der  Mittelpunct  7/1 
des  ersteren  in  dem  genannten  Durchmesser  AC,  Aus  den  Mittclpuncten 
»i,  w,  falle  man  die  Lothe  mP  gleich  p,  WjP^  gleich  p^  auf  die  Axe 
Af^M^,  und  femier  aus  dem  Mittelpunct  m^  das  Loth  m^H^  gleich  h^  auf 
den  Durchmesser  AC.  Die  Radien  der  Kreise  3/,,  3/,,  m,  m^  bezeichnen 
wir,  wie  oben,  durch  Ä,,  Ä,,  r,  r„  und  setzen  zur  Abkürzung: 


R. 


oder    -^-  ==  Q,     und 


R. 


so  ist 

(1) 


R 


»rna^ 


M,M^ 


oder    — , 


Ä.  _ 


R^—R^ 


IT, 


Af,H  ^        A 


=  ir.Q. 


Bezeichnet  man  ferner  die  Winkel  U^M^m^  und  l\M^m^   durch  ß  und  7, 
80  ist,  wie  bekannt: 

sinß  =  sin(a — y)  =  sina.cosY — cosa.sin^. 


oder 


Ä. 


und  folglich: 
(2) 


m^M^ 


— ^ — ^  •  sma '-r^-  •  cosa, 


m^M^ 


m^M^ 


Aj  =  y^jil/^.sina — w^P,  .cosa. 


Oder  wenn  man  für  P^M^  und  w,P,  nach  No.  26,  woselbst  sie  durch  u 


'n^rt^.B^!':  -."tii.  ir*  W«Kfc 


iLii^. 


,  QDd  f  ,r,  setzt,  H>  kommt 


.  umv—^.r. .  CK9. 


^»••e-*f  ri^ciiaiiif  xC"  5r  j*ifn  ^«ü-wisw«  Km*  ■». ,  selcber  die  beiden 
■ffrtfitfibin.  Sths«  J/  .  iL  r«riirL  Fir  -Ko  Sreis  m  i^  aber  da«  Loth 
i  £i>!Üft  '\  iaihs'  iu:  aua: 


'.30X — fr.a)l^9. 


3IUI    Tr-i.'tin 


4il 


Uir^t    üi^ser  ttifcä    i<.<a  oxs>  ia   >ü<*  Gl^irfcnng  (3)  mbstitiiirt.    so 


^=M^ 


S;o:   it>a   'a    iilfset  «•^(cöonc  =-V  ^^n  ?üix  (1)  und  ^-h^n  »tatt  q,, 
<•'.<    •    ix-   Sftfilv  ioseht^,  «vklK  -ier  Knrb  m.    nach  dem  Krei^  m  ein- 


:  "I 


4=}   ; 

?iiix  (1)  I 

c$  M.   nach 


P*;i».Ti^  at»a  *3vr,  iass  Mcb  N.».  36  GL  (3)  die  Linie 
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SO  geht  die  vorliegende  Gleichung  in  folgende  über: 

(6)  -'-  =  Qn^+2n, 

das  heisst: 

„Man  findet  den  Quotienten  (ä,:''i)  für  irgend  einen  Kreis  ?/i,,  welcher 
die  beiden  gegebenen  Kreise  3/j,  A/,  berührt,  in  Bezug  auf  den  ange- 
nommenen Durchmesser  ^  C,  aus  der.  Stellenzahl  n  dieses  Kreises  7/?^,  von 

dem  Kreise  m  an  gerechnet,  und  aus  dem  Quotienten  — ^1 —  gleich  Q  des 

Kreises  J/,,  in  Bezug  auf  denselben  Durchmesser  yl6'." 

Liegt  der  Kreis  7w^  auf  der  anderen  Seite  des  Kreises  m^  wie  z.  B. 
der  Kreis  jj.,  :  so  ist  n  als  negativ  zu  betrachten,  und  man  hat  für  diesen 
Fall: 

(7)  ^  =  Qn»-2n. 

'i 

Die  beiden  Formeln  (6)  und  (7)  gelten  auf  ganz  gleiche  Weise,  wenn 
man  anstatt  des  Durchmessers  AC^  irgend  einen  beliebigen  Durchmesser 
des  Kreises  M^  annimmt;  nur  würde  sich  im  letzteren  Falle  der  Quotient 
Q  auf  den  Kreis  M^  beziehen. 

Der  obige  alte  Satz  (No.  24,  c)  ist  ein  spezieller  Fall  des  vorliegenden 
Satzes  (Gl.  (6)  und  (7));  man  erhält  jenen,  wenn  man  bei  diesem  Q  gleich  0 
setzt,  d.  h.  wenn  der  angenommene  Durchmesser  AC  mit  der  Axe  M^M., 
zusammenfallt. 

Bezeichnet  man  den  Quotienten  —^  durch  Q,,   und    den  Quotienten 

hx:i\  eines  Kreises  t?*,,  welcher  die  (cC — 1)^  Stelle  nach  dem  Kreise  7n^ 
einnimmt,  durch  Q,,  so  ist  nach  Gl.  (6): 

Q^  =  Q(n-|-^— l)'+2(w-h^— 1). 
Wird  aus  diesen  beiden  Gleichungen  n  eliminirt,  so  findet  man 

(8)  Q,  =  Q(^-iy±2(a;-l)|/ITÖ^Q;-l-Q.. 

„Diese  Gleichung  lehrt,  wie  man  aus  dem  gegebenen  Quotienten  Q, 
eines  bestimmten  Kreises  ?/?,,  aus  dem  Quotienten  Q  des  gegebenen  Kreises 
A/, ,  und  aus  der  Zahl  ä? — 1,  welche  anzeigt,  die  wievielte  Stelle  irgend 
ein  bestimmter  Kreis  w,  naoh  dem  Kreise  w,  einnimmt,  den  Quotienten 
Qx  des  Kreises  w» ,  in  Bezug  auf  den  nämlichen  Durchmesser  A  C\  finden 
kann.'' 

Setzt  man  x  gleich  2,  so  hat  man: 

(9)  Q,  =  Q±2l/H-QQ,-f-Q,. 

„Diese  Formel  lehrt,  wie  man  aus  dem  Quotienten  Q  des  gegebenen 
Kreises  M^^  in  Bezug  auf  den  Durchmesser  ACy  und  aus  dem  Quotienten 


ri8 
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ij,  ir^nd  eines  bf^iümmteD  Kreis««  •>,.  in  Bezog  auf  denselliMi  Darch- 
messer.  deo  Quotienten  Q^  desjenigm  Kreises  m,.  io  Bezog  uif  den  näm- 
lichen DuTchme^tser.  findet .  velcber  sich  dem  Kreise  si,  aoscUiesst  (d.  h. 
ihn  berührt)," 

&:  »i  1.  R 


=  70    oder    =* 

Zur  Ertiutenmg  der  Bedeoiong  der  gefondenen  F<wmelB  (6X  (7).  (8). 
(II).  willen  vir  di<K<^beD  noch  aof  einige  bestimmte  Reiben  Emae  an- 
wenden.    Z.  R 

«)  Nimmt  man  an.  der  gegeMie  Kreis  J/,  (Fig.  32)  benkre  den  ge- 
nannten aiuMKimnieoeD  ItuiehmessM-  .4.14''-  ^  ist  (^  ^idi  1.  ood  daher 
erhih  man  für  eine  Reibe  Km^:  ,, .  «4.  «i,,  «,.  *,  ■»..  ■».,  ■!,,  .... 
d.  h..  für  eine  Reibe  Kieise.  «elcbe  »kh  zn  beiden  Seiten  Jaa  ■üben  ge- 
nauoien  Kreis  m  anscUiessen.  und  «iJeW  einander  def  Ü>rdMaaE  nach 
('«TtAien.    f;.4geode   ^».«ienten   («enn   man   die   att>  defi  Mitteipmcten: 

«^.  «,.  «»,  M. ,  M,. anf  den  IHurbmesser  .1 1  ceCUheo  hetke  dnrch 

die  Radtea  ..->,.»,.»■.  r,.  r,.  ...  der  rr^^peetiTeo  Kkähf  ...■,,  «l..  w, 
m  .  M,.  ...  diviJtrt): 


Kreise.        », 


t-^  SeUl  IMB  v^:tMt-&^  mlI  ftniet  mian  üi  timt  Reihe  &!<»#:  ...  ;k. 
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Statt  finden,  wenn  der  eine  Kreis  (3/,),   durch  unenHIiche  Vergrös8erung, 
in  eine  gerade  Linie  übergeht. 

28. 

Aus  dem  obigen  alten  Satze  (No.  24,  c)  lassen  sich  unter  anderen 
auch  nachstehende  interessante  Folgerungen  ziehen. 

Liegen  die  Mittelpuncte  dreier  beliebigen  Kreise  A/,,  J/„  m  (Fig.  34), 
welche  einander,  paarweise  genommen,  in  den  drei  Puncten  ß,  Ay  C  be- 
rühren, in  einer  geraden  Linie:  so  ist,  vermöge  des  alten  Satzes,  das  aus 
dem  Mittelpuncte  w,  desjenigen  Kreises  mj,  welcher  jene  drei  Kreise  be- 
rührt, auf  die  Axe  J/jM^m  gefällte  Loth  m,P  gleich  dem  doppelten  Radius 
m^D  des  Kreises  m^.     Demnach  ist 

PD  =  Dm^. 

Es  ist  klar,  dass  dasselbe  Statt  findet,  wenn  man  sich,  anstatt  der 
genannten  Kreise  3/,,  J/,,  m,  ttj,  ,  Kugeln  denkt.  Ferner  ist  leicht  zu 
sehen,  dass  jede  Kugel,  welche  die  drei  gegebenen  Kugeln  A/,,  A/^,  m  be- 
rührt, wo  sie  sich  auch  befinden  mag,  gleich  der  Kugel  m^  ist;  und  dass 
femer  der  Ort  des  Mittelpuncts  einer  solchen  Kugel,  welche  die  drei  ge- 
gebenen Kugeln  A/,,  M^^  m  berührt,  ein  Kreis  ist,  dessen  Radius  gleich 
Pw,,  und  dass  die  Ebene  dieses  Kreises,  welche  wir  durch  E  bezeichnen 
wollen,  in  dem  Punct  P  zu  der  Axe  M^M^m  senkrecht  steht.  Denkt  man 
.sich  nun  eine  Reihe  Kugeln  Wj,  w^,  w,,  . . .,  welche  einander  der  Ordnung 
nach  berühren,  und  von  denen  jede  die  drei  gegebenen  Kugeln  A/,,  A/^, 
m  berührt:  so  folgt  offenbar,  da  PD  gleich  w,Z),  dass  die  genannte  Ebene 
E  mit  jenen  Kugeln  (Wj,  m,,  w,,  ...)  eine  Durchschnittsfigur  bildet, 
welche  der  Fig.  35  gleich  ist.  Nun  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  man 
um  einen  bestimmten  Kreis  P  (Fig.  35)  gerade  sechs  Kreise  m,,  m^^  m^^ 
^45  Wj,  wig,  von  denen  jeder  dem  Kreise  P  gleich  ist  {PD  gleich  Dw,), 
so  herumlegen  kann,  dass  jeder  den  Kreis  P  berührt,  imd  dass  sie  ein- 
ander der  Reihe  nach  berühren.     Daraus  folgt  nachstehender  Satz: 

„Berühren  irgend  drei  beliebige  Kugeln  A/,,  A/J,,  m  (Fig.  34),  deren 
Mittelpuncte  in  einer  geraden  Linie  liegen,  einander,  paarweise  genommen, 
in  den  drei  Puncten  B,  A^  C:  so  können  in  dem  Räume,  welcher  zwischen 
den  drei  Kugelflächen  liegt,  sechs  gleiche  Kugeln  m^^  m^,  w,,  m^,  Wj,  m^ 
beschrieben  werden,  welche  einander  der  Reihe  nach  berühren  (die  Kugel 
m,  berührt  die  Kugel  7n^),  und  von  denen  jede  die  drei  gegebenen  Kugeln 
A/j,  Ai^,  m  berührt." 

Mittelst  eines  bestimmten  Satzes  bei  Kugeln,  welcher  einem  Satze  bei 
Kreisen  (No.  22)  analog  ist,  folgt  aus  dem  Vorliegenden  leicht  nachstehen- 
der sehr  merkwürdiger  Satz: 

„Wenn  irgend  drei  beliebige  Kugeln  einander  berühren  und 
man  beschreibt  eine  Reihe  Kugeln  m,,  tt»,,  tt»,,  ...,  welche  einan- 
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iliT  der  OnlDung  nach  borührcD,  und  von  denen  jede  jene  drei 
Kugeln  Ijcrührt;  ho  Hchliet<st  isich  immer  die  äechxte  Engel  dieser 
({»ihc,  wo  msn  auch  immerhin  die  erste  annehmen  mag,  gerade 
anilieerHtc  an.  Und  ferner  liegen  die  Mittelpuncte  dieser  Reihe 
Kugeln  immer  in  e,inor  und  derselben  Ebene,  und  zwar  in  einer 
und  dcruelbeii  ('urve  zweiten  Grades." 

Zum  T)ciH[)icl:  „Wenn  die  drei  gegebenen  Kugeln  M„  A/„  ^  (Fig.  34) 
einander,  paiirwoiNC  genommen,  berühren:  »o  kann  in  dem  Räume,  welcher 
/winehen'  diewii  drei  Kugellliichen  liegt,  eine  Reihe  von  sechs  Kugeln  ji^, 
l''g<  1^11  l^(<  }*>!  [*-&<  '"'^  ''"^"  ^"'^'^  '^'^  dTüU:  Kugel,  oder  das  Anfangsglied 
.  dieser  Reihe  annehmen  mag,  so  beschrieben  werden,  dass  sie  einander 
der  Ordnung  nach  berühren,  und  das»  jede  die  drei  gegebenen  Engeln  be- 
riiliri;  und  die  Mittolpuncte  dieser  sechs  Kugeln  liegen  in  einer  bestimmten 
VAWpM." 

UnUtr  anderen  hierher  gehörigen  speziellen  Fällen  erwähnen  wir  nur 
folge  lulen : 

„Wenn  drei  gleiche  Kugeln  einander,  paarweise  genommen,  (äussor- 
lirh)  beriihn^n:  ho  giebt  es  zwei  bestimmte,  mit  einander  parallele  Ebenen 
A,  H,  vim  denen  jede  die  drei  gegebenen  Kugeln  berührt.  Und  beschreibt 
man  in  ilom  Haum,  welcher  sich  zwischen  den  drei  Kugeln  befindet,  eine 
Ueihe  Kugeln,  von  denen  die  erste  die  Ebene  A  und  die  drei  gegebenen 
Kugeln,  und  dann  jede  folgende  die  vorhergehende  und  die  drei  gegebenen 
Kugeln  berührt:  so  wini  die  vierte  Kugel  dieser  Reihe  gerade  die  andere 
Ebene  H  berühren."  ^ 

Niiinlich  die  beiden  Ebenen  A,  li  sind  als  zwei  unendlich  grosse 
Kugeln  zu  lietrachten,  welche  einander  berühren  (da  sie  parallel  sind),  und 
welche  also,  da  sie  ebenfalls  die  drei  gegebenen  Kugeln  berühren,  in  der 
genannt«»  Reihe  Kugeln,  die  Stelle  der  fünften  und  sechsten  Kugel  ver- 
treten. 
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woraas  folgt: 

Da  man  eine  ähnliche  Gleichung  erhält,  wenn  man  aus  den  Mittel- 
puncten  M.^  und  7/1  auf  die  Axe  M^M^^  oder  aus  den  Mittelpuncten  ^f^ 
und  VI  auf  die  Axe  M^M.^  Lothe  Hillt,  so  hat  man  zusammengenommen 
folgende  drei  Gleichungen:  * 


h,          R,  -^  h,  • 

addirt, 

Pt           r        2r 
A,          Ä,  -^  A,  ' 

?•  _1_  ^»  _l_  P^ 
K        K        K 

/'  1         1         1         2         2         2 

'  U,  "^  Ä,  "^  Ä,  "^  A,  -+- A,  "*"  A3 

) 


geben.  Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  ist  aber  nach  einem  bekannten 
Satze  gleich  1;  nämlich:  „Wenn  man  die  aus  einem  beliebigen  Punct  7// 
auf  die  Seiten  eines  Dreiecks  M^M^M^  gefällten  Lothe  jt?,,  j)^^  p^^  durch 
die  correspondirenden  Höhen  A,,  A^?  K  ^^^  Dreiecks  dividirt:  so  ist  die 
Summe  der  drei  Quotienten  allemal  gleich  1."  Die  vorliegende  Gleichung 
geht  denmach  in  folgende  über: 

1  1         1         1         2         2         2 


R,       R,      Ä,       K       K       K 
Bemerkt  man  ferner,  dass  die  Höhe  eines  Dreiecks  durch  die  Seiten 
desselbea  ausgedrückt  werden   kann,   und   dass   die  Seiten  des  Dreiecks 
M^M^M^    ihrer  Grösse   nach    Ä,-f-Ä.^;    /J..-I-Ä3;    ä,-+-jR,    sind:    so    hat 
mau  z.  B. 


_     ]/2(R,^R,^,R,).2R,,2R,.2R, 
^  -  2(Ä,+Ä3) 


^    2]/R,R,R,{R,^R,-\-R,) 

R^-^-R^ 

Werden  diese  Werthe  fiir  A,,  A.^,  A3  in  die  obige  Gleichung  substituirt,  so 
erhält  man  nach  gehöriger  Reduction  folgende  Gleichung: 

m  1-1^1^1       J  R,-hR,-hR, 

^^■>  r    -R;^R-,^R,^^\^R;Rjt, 

Diese  Gleichung  lehrt,  wie  man  den  Radius  r  desjenigen  Kreises  w,  welcher 
drei  gegebene,  einander  äusserlich  berührende  Kreise  J/,,  M^^  A/3,  äusser- 
lich  berührt,  aus  den  Radien  Ä^  Äj,  R^  der  letzteren  Kreise  findet. 
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Für  den  Kreis  M,  welcher  die  drei  gegebenen  Kreise  einschlietutend 
berührt,  hat  man  auf  ähnliche  Weiäe,  wenn  man  die  aus  dem  Mittelpvmct 
3/ desselben  auf  die  Axen  A/,M,;  M,M^\  M,M^  geßlllten  Lothe  MN„  AIN^, 
MN,  durch  P„  /*„  P,  bezeichnet,  folgende  Gleichungen  (^us,  z.  No.  24,  c): 

_A+.2-i-  -A+s-i-  _ii-+2-A 

R.^^~  R,'  R^'-  R,'  R^'~  R,' 

oder:  • 

P,    _    2R^ R_ 

h,  ~  h,  ü,  ' 
P,  _  .^R  _  R_ 
h,  h,         R,' 

P, 2R        R 

h,    ~     h,         R,' 
Die  Summe  dieser  drei  Gleichungen  ist; 

J\_.J\_.P, „(2_        2         2 1 1 1^\ 

A,  i,  4.    ~      U,^S,        A,        R,         R,'        RJ' 

Bomerict  man,  dasa  der  erste  Theil  dieser  Gleicliung  nach  dem  oben 
erwähnten  Satze  gleich  1  ist,  und  setzt  statt  der  Grössen  A, ,  A,,  A, 
(Höhen  des  Dreiecks  A/,Af,A/j)  ihre  oben  angegebenen  Werthe:  so  erfaült 
man,  nach  gehöriger  Reduction,  folgende  Glolchuuf^; 

^^^  R   ~        R,        R,        R,^^f       R,R,R,      ' 

welche  lehrt,  wie  man  den  Radius  R  desjenigen  Kreises  M,  welcher  die 
drei  gegebenen,  sich  berührenden  Kreise  M„  3/,,  M,  einschliessend  be- 
rührt, aus  den  Radien  ß,,  Ä,,  R,  der  letzteren  Kreise  findet 

Durch  Verbindung  der  Oleichui^cn  (1)  und  (2)  erhält  man  z.  B. 
folgende  Gleichungen: 

1  _  _  ^      ^^ 

"^  R~'*y      R,R,R,      ~'*f  R,R,^  R,R,^R,R^ 
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„Diese  Gleichungen  lehren,  wie  der  Radius  (r  oder  R)  eines  Kreises 
(m  oder  Af),  welcher  zwei  sich  äusserlich  berührende  Kreise  Af,,  M^  und 
deren  gemeinschaftliche  Tangente  berührt,  aus  den  Radien  der  beiden 
letzteren  Kreise  gefunden  wird." 

Nimmt  man  an,  die  drei  gegebenen  Kreise  3/,,  A^,  M^  seien  ein- 
ander gleich,  so  dass  R^  gleich  R^  gleich  /£,,  so  gehen  die  Gleichungen 
(1)  und  (2)  in  folgende  über: 

(6)  4  =  ^^J^—    oder    R  = ^-^Ä., 

^  ^  R  R^  —3+21/3      ' 

woraus  folgt: 

(7)  r.R  =  iRl 

Ist  femer  Ä,  gleich  c»  und  Ä,  gleich  Ä^,  so  folgt  aus  (1): 

—  =  -=r-     oder    — -  =  4, 
r         R^  r  ' 

welches  mit  (No.  26,  c)  übereinstimmt. 

Um  die  Symmetrie  zwischen  den  vier  Grössen  r,  Ä,,  J?,,  Ä,,  welche 
in  der  Gleichung  (1)  vorkommen^  leichter  übersehen  zu  können,  setzen  wir 

1111 

7-=«^'    äT^*"'    ä7=*^'  X^*" 

so  dass  nach  Gleichung  (1): 


9  =  ?.+?2-f-?i-H2yM2+9ift-H?a?3- 
Daraus  folgt: 

(?— ?i— ?2— ?i)'  =  '4(?,?jH-9,?,-f-?2?s). 
oder  nach  gehöriger  Rechnung 

Setzt  man  femer  ^-  gleich  Q,  so  findet  man  auf  ähnliche  Weise  aus 

der  Gleichung  (2)  die  folgende: 

(9)     Q'-hq]-hql'^ql-h2(Qq,-hQq,'hQq,-q,q,-q,q,-q,q,)  =  0. 

30. 

Es  lassen  sich  noch  eine  grosse  Menge  Betrachtungen  an  die  obigen 
anschliessen.    Wir  wollen  unter  anderen  noch  folgende  hinzufügen: 

A.  Sind  drei  beliebige  Kreise  i/,  ^,,  M^  (Fig.  37),  die  einander 
paarweise  genommen  in  den  Puncten  J5,  C,  A  berühren,  und  deren  Mittel- 
puncte  in  einer  geraden  Linie  liegen,  der  Grösse  und  Lage  nach  gegeben: 


(i4  Kiuise  jrf^mcitriiwhi'  Hi'IrnchtiinKeJL. 

SO   kann,   wie   aus   dem   alton   Satze  (No,  24)   folgt,    derjenige  Kreis  (i, 
welcher  jene  drei  Kreise  berührt,  leicht  gefunden  werden,  wie  folgt: 

„Man  errichte  aus  den  Mittelpuncton  M,  AI,  die  beiden  geraden  Linien 
MG  und  Af,ff  senkrecht  zu  der  Axe  M^M^M,  nehme  MG  gleich  AC 
gleich  2Ä,  jl/,7f  gleich  BC  gleich  2R^,  und  ziehe  die  geraden  Linien  BQ 
und  A II,  so  schneiden  sich  diese  im  Mittelpunct  jt  des  gesuchten  Kreises 
ft  (No.  24,  E)." 

B.  Jeder  von  den  beliebigen  Kreisen  m,  «t,,  m^  berühre  die  beiden 
gegebenen  Kreise  M,,  M„\  die  geraden  Linien  MD,  viP,  /»,/'[,  w»,i*, 
seien  zu  der  Axe  A/,3/,  senkrecht,  und  ebenso  die  gerade  Linie  B,B, 
welche  die  gegebenen  Kreise  il/, ,  M^  in  B  berührt;  endlich  sollen  die 
Radien  der  Kreise  M,  m,  m,,  wi,  respective  durch  R,  r,  »■,,  r,  bezeichnet 
werden. 

Da  die  Krei.se  M,  m,  ?w,,  »t,  die  Linie  der  gleichen  Potenzen  fiß, 
der  beiden  gegebenen  Kreise  M^,  3/,  gemeinschaftlich  zur  Äehnlichkeita- 
linie  haben  (No.  13),  d.  h.,  da  die  Parallelen  aus  den  Mittelpuncten  M,  m, 
;«,,  jrt,  nach  der  Linie  ßiJ,  sich  wie  die  Radien  der  respectiven  Kreise 
M,  in,  wi,,  m,  verhalten,  so  hat  man  (wie  No.  24,  B,  ß): 
BM  _    BP  __  Jil\^  ^  BI\ 

Zieht  man  aus  B  durch  die  Mittelpuncte  m,  w,,  ?ti^  die  gei'adeu 
Linien  BviD,  Bm^D,,  Bm,Dj,  so  folgt  femer,  weil  die  geraden  Linien 
MD.,,  PE.„  P,F,,  P^m^  parallel  sind,  dass: 

MD,  PE,  P,F,  P,m^ 


w 

—R—' 

Eben  so  ist: 

W 

MN 
R 
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Aus  dem  Vorliegenden  folgt  unter  anderem  Nachstehendes: 

a)  Wenn  der  Quotient*)  eines  unbekannten  Kreises  m^  in  Bezug  auf 
die  Axe  M^M^  gegeben  ist,  so  findet  man  nach  (b)  eine  gerade  Linie 
BE^D^^  in  welcher  der  Mittelpunct  des  unbekannten  Kreises  liegt.  Ist 
nämlich  der  gegebene  Quotient  gleich  q^^  so  nehme  man  il/Z)^  gleich  g,.Ä 
und  ziehe  die  Linie  BD^^  oder  man  nehme,  wenn  der  Kreis  m  gegeben 
ist,  PJ?,  gleich  q^,r  und  ziehe  die  Linie  -B-B,,  so  liegt  in  dieser  Linie 
(JBE^D^  der  Mittelpunct  m^  des  gesuchten  Kreises  m,.     • 

ß)  Nimmt  man  in  der  Linie  Pm  irgend  zwei  Puncto  ^,,  E^  so  an, 
dass  E^E^  gleich  2r  ist,  und  zieht  die  geraden  Linien  BE^^  BE^i  so  liegen 
in  diesen  beiden  Linien  die  Mittelpuncte  m^,  m^  zweier  bestimmten  Kreise 
w„  Wj,  die  sich  und  die  beiden  gegebenen  Kreise  M^^  M^  berühren,  und 
zwar  geht  die  gerade  Linie  Be^^  wenn  e^  die  Mitte  der  Linie  E^E^  ist  (g), 
durch  den  Berührungspunct  b  jener  beiden  Kreise  wi^,  m^.  Ein  Gleiches 
findet  Statt,  wenn  man  anstatt  in  der  Linie  Pm  in  der  Linie  MD  zwei 
Puncto  mit  passendem  Abstände  von  einander  annimmt.  Hiemach  ist 
leicht  eine  Reihe  Kreise  m,,  m^,  w^,  m^,  ...  zu  beschreiben,  welche  ein- 
ander der  Ordnung  nach  berühren,  und  von  denen  jeder  die  beiden  gege- 
benen Kreise  -4fj,  M^  berührt. 

C.  Legt  man  in  den  Endpuncten  des  Durchmessers  AB  eines  gege- 
benen Kreises  AT  (Fig.  38)  die  Tangenten  AD  und  BC  an  den  Kreis,  zieht 
durch  einen  willkürlichen  Peripheriepunct  E  die  beiden  geraden  Linien 
AEC  und  BED^  und  legt  in  dem  Punct  E  die  Tangente  FEG  an  den 
Kreis,  so  ist  das  Dreieck  BEC  bei  E  rechtwinklig,  und  die  Tangenten 
GB  und  GE  sind  einander  gleich;  folglich  ist  auch 

GE=GB=Ga 
Eben  so  ist 

FA  =  FD. 
Das  heisst: 

„Legt  man  an  einen  gegebenen  Kreis  M  zwei  parallele  Tangenten  AD 
und  BGy  die  den  Kreis  in  A  und  B  berühren,  zieht  z.  B.  aus  dem  Be- 
rührungspunct A  eine  beliebige,  gerade  Linie  A  C,  welche  den  Kreis  in  E 
schneidet,  und  legt  in  diesem  Durchschnittspuncte  eine  Tangente  FEG  an 
den  Kreis,  so  halbirt  diese  letztere  Tangente  die  Tangente  BC  m  G." 

Da  femer  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  und  DAB  ähn- 
lich sind,  so  ist 

ADxBC  =  ABxAB, 
das  heisst: 


*)  Zur  Abkürzung  nehmen  wir  von  nun  an  den  Ausdruck:  „Quotient  eines  Kreises 
in  Bezug  auf  eine  gerade  Linie,^'  in  dem  beschränkteren  Sinne  als  „das  aus  dem  Mittel- 
punct des  Kreises  auf  die  gerade  Linie  gefällte  Loth,  dividirt  durch  den  Radius  des  Kreises.^' 
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„Legt  m&n  in  den  Endpimcten  eines  Durchmessers  AB  eines  gagb- 
benen  Kreises  M  zwei  Tangenten  an  den  Ereis,  ond  zieht  ans  denselben 
Puncten  A,  B  durch  einen  beliebigen  Peripheriepunct  E  des  Kreises  zwei 
gerade  Linien  AEC,  BED,  so  ist  das  Rechteck  aus  den  Stöckrai  BC, 
AD,  welche  die  letzteren  beiden  Linien  von  jenen  Tangenten  abschneiden, 
gleich  dem  Quadrat«  des  Durchmessers  AB  des  Kreises." 

Da  aber,  wie  vorhin  bemerkt  worden,  ß 6  gleich  GC  ond  ^/'gleich 
FD  ist,  so  bt,'  wenn  man  den  Radius  des  Kreises  durch  R  beseichnet, 

BGxAF=iABxAB^R\ 
das  heisst: 

„Legt  man  an  einen  gegebenen  Kreis  M  zwei  parallele  Tangenten  B6, 
AF  und  eine  beliebige  Tangente  GEF,  so  sehneidet  die  letztere  von  den 
beiden  ersteren  zwei  Stücke  BG,  AF  ab,  deren  Rechteck  dem  Quadrate  des 
Halbmessers  des  Kreises  gleich  ist*)." 


*)  Bei  einer  andereD  Getegeoheit  werden  wir  zeigen,  dass  die  hier  (C.)  vom  Ereias 
bewiesenen  bekauoleii  Sätze  aof  analoge  Weise  bei  jeder  uideren  Curre  iweiten  Grades 
Statt  finden,  so  dass  folgende  allgemeinere  Sätze  gelten: 

t)  „Legt  man  zwei  beliebige  parallele  Tangenten  AD  und  BC  an  irgend  eine  ge- 
gebene Curre  zweiten  Grades,  welche  diese  Curre  in  den  Pnnrten  A  and  B  bernlucii, 
zieht  I.  B.  ans  dem  Punct  A  die  gerade  Linie  AEC,  welche  die  Curre  in  £  schneidet 
und  die  Tangente  BC  in  C  b^renzt,  und  legt  in  dem  Puncte  E  eine  dritte  Tangente 
GEF  tat  die  Curre,  so  halbirt  diese  letztere  Tangente  die  Tangente  BC  in  G." 

Hieraus  ei^ebt  sich  also,  wie  leicht  einzusehen  ist,  ein  sehr  einfaches  Ver&hren, 
in  einem  gegebenen  Pnncte  E  an  ii^nd  eine  Curre  zweiten  Gtades  eine  Tangente  tn 
legen,  wenn  nur  eine  der  beiden  Aien  derselben  gegeben  ist.  Z.B.  es  sei  (Fig. 41) 
AB  eine  Axe  irgend  einer  Cnne  zweiten  Grades,  und  E  sei  irgend  ein  gegebener 
Peripheriepunct,  in  welchem  eine  Tangente  an  diese  Curre  gelegt  werden  soll,  so  errirhte 
man  im  Endpuncte  B  die  gerade  Linie  BC  senkrecht  zur  Aze  AB,  ziehe  die  gerade 
AEy  welche  jenen  Perpendikel  in  C  trifft,  und  halbire  den  Abschnitt  BC  in  G;  so  ist 
die  gerade  Linie  GE  die  gesuchte  Tangente. 

2)  „Lt^  man  an  irgend  eine  gegebene  Curre  zweiten  Grades  zwei  beliebige  paraOrie 
Tangente  BG,  AF  und  eine  dritte  willkürliche  Tangente  GEF,  so  schneidet  die  letztere  tob 
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D.  Es  seien  die  beiden  Kreise  i/j,  M^  (Fig.  39),  die  einander  in  B 
berühren,  gegeben.  Ein  beliebiger  Kreis  m  berühre  die  gegebenen  in  den 
Puncten  d,  c  und*  der  Kreis  M^  dessen  Mittelpunct  in  der  Axe  M^M^  liegt,  be- 
rühre dieselben  in  den  Puncten  2),  Cy  und  endlich  berühre  die  gerade  Linie 
AB  dieselben  in  dem  Puncte  B.  Aus  dem  Früheren  folgt,  dass  die  drei 
geraden  Linien  Mrriy  Ddy  Cc  einander  in  einem  bestimmten  Puncte  A  schnei- 
den, welcher  in  der  Linie  BA  (als  Linie  der  gleichen  Potenzen  der  ge- 
gebenen Kreise  A/,,  M^  liegt,  und  welcher  der  äussere  Aehnlichkeitspunct 
der  beiden  Kreise  My  m  ist  (No.  8,  No.  13).  Femer  folgt,  dass  sowohl 
die  Puncte  D  und  d  als  auch  C  und  c  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeits- 
punct A  potenzhaltend  sind  (No.  21),  so  dass  also 

AdxAD  =  AcxACy 

und  dass  folglich  die  vier  Puncte  2),  Cy  Cy  d  in  der  Peripherie  eines  be- 
stimmten Kreises  [x  liegen. 

Legt  man  an  den  Kreis  M^  in  dem  Puncte  d  die  Tangente  Gd,  so 
halbirt  diese  Tangente  ^JB  in  G  (C);  und  aus  gleichen  Gründen  geht  die- 
Tangente  Gcy  welche  man  im  Puncte  c  an  den  Kreis  M^  legt,  durch  die 
Mitte  G  der  Tangente  AB,  Da  die  beiden  Tangenten  Gd  und  Gc  zu- 
gleich den  Kreis  m  berühren,  so  steht  die  gerade  Linie  Gm;  auf  der  Sehne 
de  senkrecht  und  halbirt  sie,  und  da  die  Kreise  m  und  [x  diese  Sehne 
gemein  haben,  so  liegen  die  drei  Puncte  G,  w,  [x  in  einer  geraden  Linie. 

Zieht  man  ferner  noch  die  geraden  Linien  BmNxmdi  M}iNy  so  folgt, 
Asi  BG  gleich  GAy  die  beiden  Linien  M^  und  BA  parallel  sind,  und  die 
drei  Linien  BNy.  öjx,  AM  einander  in  einem  und  demselben  Puncte  m 
schneiden,  dass 

ist. 

Bemerkt  man,  dass,.  wenn  Ä,  r  die  Radien  der  Kreise  M,  m  bezeichnen, 
und  mP  mit  NM  parallel,  mithin  senkrecht  zu  der  Axe  M^M^  ist,  dass 

dann  (B,  b): 

*  NM         mP 


nnd  anstatt  des  Punctes  G  irgend  eine  in  der  Ebene  BC  liegende  gerade  Linie,  und 
sieht  alsdann  irgend  eine  gerade  Linie  GEH,  welche  die  Linie  G  und  den  Durchmesser 
BA  der  Fläche  schneidet  und  zugleich  die  Fläche  in  E  berührt,  so  ist  der  Ort  des 
Berühningspunctes  E  eine  ebene  Curve  (zweiten  Grades),  und  die  Ebene  (EA)  dieser 
Curve  geht  durch  den  Punct  A  und  schneidet  die  Ebene  jB  C  in  einer  bestimmten  gera- 
den Linie  C,  welche  mit  der  Linie  G  parallel  ist,  und  welche  doppelt  so  weit  von  dem 
Puncte  B  entfernt  ist  als  die  Linie  G."    ü.  s.  w. 

Wir  bemerken  nur  noch,  dass  man  auf  dieselbe  einfache  Weise  in  irgend  einem 
gegebenen  Puncte  E  an  irgend  eine  beliebige  Fläche  zweiten  Grades  eine  Berührungs- 
ebene legen  kann,  sobald  irgend  zwei  von  den  drei  Axen  der  Fläche  gegeben  sind,  wie 
wir  solches  für  den  analogen  Fall  bei  Curven  zweiten  Grades  so  eben  gezeigt  haben. 

5* 


gg  Riniee  t!eomebi»che  Bctracbtuuj^en. 

SO   IHt 

NM  =  q,R, 
und  folglich 

M)f.  =  \MN  =  \q.R. 
Hiernach  kann  also  die  folgende  Aufgabe  sehr  leicht  gelöst  werden. 

Aufgabe. 
„Einen  Kreis  m  zu  beschreiben,   welcher  zwei  gegebene,  einander  in 
B  berührende  Kreise  M^,  M^  berfibrt,   und  dessen  Quotient  in  Bezog  auf 
•die  Axe  M^M^  (d.  h,  das  Verhältmss  des  aus  seinem  Mittelpuocle  m  auf 
die  Axe  M^M^  gefällten  Lothcs  mP  zu  seinem  Radius)  gegeben  ist" 

Auflösung. 

mP 
Es  sei  der  gegebene  Quotient gleich  q.     Man  errichte  aus  der 

Mitte  M  der  Linie  CD  die  zu  der  Axe  Af,MjCD  seakrechte  Linie  Af^, 
nehme  Jlf[i.gleich^9'.A/i) gleich ^9. A,  und  ziehe  hierauf. um  den  Punct  |i 
einen  Kreis  [>,  welcher  durch  die  Puncto  D,  €  geht,  so  schneidet  der- 
selbe die  gegebenen  Kreise  3^,  M^  ausserdem  noch  in  denjenigen  beiden 
Puncten  c,  d,  in  welchen  sie  von  dem  gesuchten  Kreise  m  berührt  werden, 
so  dass.  also  die  geraden  Linien  M^ä  und  M^c  einander  im  Mittelpuncte  m 
des  gesuchten  Kreises  schneiden. 

Femer  ergiebt  sich  aus  dem  Obigen  ein  sehr  einfaches  Verfahren, 
eine  Reihe  Kreise  m,  m,,  m,,  ...  zu  beschreiben,  von  denen  jeder  die 
beiden  gegebenen  Kreise  A^,  M,  berührt,  und  welche  einander  der  Ord- 
nung nach  berühren.  Denn  da  von  den  Quotienten  q,  9,,  9,,  . . .,  welche 
dieser  Reihe  Kreise  in  Bezug  auf  die  Axe  M^M^  respective  zugehören, 
jeder  folgende  um  zwei  grösser  ist  als  der  vorbeigehende  (No.  24,  c),  so 
stehen  die  Alittelpunct«  [x,  |i,,  [i,,  ...  der  Kreise  fi,  (i,,  (i,,  ...  um  den 
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benen   in    den  Puncten  c, ,    rf, ,    in    welchen    dieselben  von  dem  zweiten 
KreiaSc  1n^  der  genannten  Reihe  Kreise  berührt  werden;  u.  s.  w." 

E.  Legt  man  in  dem  Puncte  D  die  Tangente  DF  an  den  Kreis  Afj, 
so  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Mittelpuncte  A/,,  [x  der  beiden  Kreise 
J/j,  jjL,  welche  einander  in  den  Puncten  2),  d  schneiden,  mit  dem  Punct 
F,  in  welchem  die  in  den  Puncten  2),  d  an  den  Kreis  M^  gelegten  Tan- 
genton DFy  dF  einander  schneiden,  in  einer  geraden  Linie  M^^F  liegen. 
Eben  so  liegen  die  drei  Puncte  Jlf„  [x,,  F,,  so  wie  auch  3/,,  [i.,,  F,,  u.  s.  w., 
in  geraden  Linien  3J^p.,Fj,  M^^^F^^  . . .,  wenn  nämlich  der  Kreis  p.j  den 
Kreis  M^  in  demselben  Puncte  rf,  schneidet,  in  welchem  derselbe  von  der 
Tangente  F^d^  berührt  wird;  u.  s.  w.  Legt  man  forner  in  den  Puncten  C 
und  c,  <?,,  Cj,  . . .,  in  welchen  der  Kreis  itf,  von  den  Kreisen  [x,  ji,,  [Xj,  ... 
geschnitten  wird,  Tangenten  CE^  cE,  <?,-£?,,  c^E^,  ...  an  den  Kreis  3/,, 
so  liegen  aus  gleichen  Gründen  sowohl  die  drei  Puncte  3/,,  E,  [x,  als  auch 
M^J  -£?,,  jXj  u.  8.  w.  in  geraden  Linien. 

Nun  sind  die  Abstände  der  Mittelpuncte  jx,  [x,,  [x^,  . . .,  wenn  sie  sich 
auf  eine  Reihe  an  einander  sich  anschliessender  Kreise  m,  m^,  m^^  ... 
beziehen,  einander  gleich  (D.),  d.  h.,  es  ist 

K'K'i  =  K'iP'2  =  ---  =  Ä; 
demnach  ist  auch,  da  die  Linien  i/[x,  DF  und  CE  parallel  sind, 

(a)  EE^  z=z  E^E^  =  E^E^-=^"' 

und 

(b)  FF,^h\F,=  F,F,  =  :.. 

Cnd  femer  ist 

M^M:M,D  =  [xp.,:/^J^„ 

oder  wenn  man  die  Radien  der  Kreise  Af,,  M^  durch  i?,,  Äj   bezeichnet 
und  bemerkt,  dass 

M^D  =  R^,     MM=R^     und    ^^,=  R  =  MD  =  R^—R,, 

so  hat  man 

R^:R,  =  R,—R,:FF,, 
und  folglich 

(c)  FF,  =  A(Ä^_i?j. 
Aus  ähnlichen  Gründen  ist 

(d)  EE,  =  ^KÄ,-Ä.). 

Der  Sinn  der  Sätze  (a,  h,  c,  rf),  in  Worten  ausgesprochen,  ist  folgender: 

„Beschreibt  man  eine  Reihe  Kreise  m,  w,,  m^,  . . .,  von  denen  jeder 

zwei  gegebene,    einander  in  B  berührende  Kreise  J/j,    J/,  berührt,   und 
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volcho  einander  der  Ordnung  nach  berühren,  und  legt  man  in  deo  Pancten 
'/,  d^,  (/,,  ...,  in  welchen  dieselben  den  Kreis  M^  berühren,  Tangenten 
df]  (f,F,,  djFj,  ...  an  den  letzteren,  so  schneiden  diese  Tangenten,  die 
in  dem  Endpuncto  D  des  Durchmessers  BD  an  denselben  Kreis  M,  gelegte 
Tangente  DFso,  dass  die  Abschnitte  FF,,  F,F^,  ^»^.i  ■  ■  ■  alle  einander 

gleich  sind,  und  zwar  ein  jeder  gleich  der  bestimmten  Grösse  -~(R, — R,). 

Und  eben  so  theilen  die  in  den  Pnncten  c,  c,,  c^, an  den  Kreis  Af, 

gelegten  Tangenten  cE,  c,£,,  c,-£^,,  ■  ■  -  die  in  dem  Punct«  C  an  denselben 
Kreis  gelegte  Tangente  CE  in  Stücke  EE„  F,E,,  E^E^,  . . .,  von  denen 

jedes  der  bestinunten  Grösse  -W-C'^j — R,)  gleich  ist,  und  wobeie,«,,  c„  ... 

die  Berührungspnncte  der  Kreise  m,  m„  m„  ...  mit  dem  Kreise  M,  sind." 
Aus  dem  Vorliegenden  ergtcbt  sich  femer  ein  Verfahren,  die  genannte 
Reihe  an  einander  sich  anschliessender  Kreise  m,  m,,  m,,  ...  zu  con- 
struiren.  Denn  nimmt  man  in  der  Tangente  DF  die  Puncte  F,  /',,  F^, ... 
so  an,  dass 

FF,  =  F,F,  = ...  =  ^(R^~R,), 

und  zieht  nm  dieselben  respective  mit  den  Radien  FD,  F^D,  F^D, 

Kreise  F,  F„  F^,  ...,  welche  den  gegebenen  Krei»  M,  zum  zweiten  Mal 
in  den  Pimcton  d,  d,,  d^,  . . .  schneiden,  so  sind  diese  Puncte  diejenigen, 
in  welchen  der  Kreis  M,  von  den  gesuchten  Kreisen  m,  m,,  m,,  ...  be- 
rührt wirdT    U.  s.  w. 

Da,  wie  oben  gezeigt  worden,  M^  ]f.F  und  M^  [i,/*,  gerade  Linien  sind, 
so  folgt  femer,  dass 

DF-.DF,   =  Mv-iM)*.,, 
oder,  da  (D.)  M^t  gleich  iq.MD  imd  ^ji,  gleich  ig,.MD,  so  ist 
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des  Kreises  einander  gleich  sind,  so  ist  auch 

NE^  =  NO. 

Eben  so  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  BCE  und  PNE 
und  aus  der  Gleichheit  der  Seiten  BC  und  CEy  dass  auch 

NE  =  NP; 
folglich,   da  NE  und  NE^    als  Tangenten   des  Kreises   einander  gleich 
sind,  ist  auch 

NO  =  NP. 
Wenn  aber  NO  gleich  NP  ist,  so  folgt,  da  die  Linien  OP  und  AD 
parallel  sind,  wenn  man  die  geraden  Linien  BED,  BE^D^^  BE^D^  zieht, 
welche  die  Tangente  AD  m  den  Puncten  Z>,  Z>j,  Z>,  schneiden,  dass  auch 

(a)  DD,  =  D,D,. 
Und  da  nach  (C.) 

AF=  FD,  AF,  =  F,D,    und    AF,  =  F,D, 
ist,  so  folgt  femer,  dass 

(b)  FF,  =  F,F,, 

Aus  diesen  beiden  Sätzen  (a,  b)  ergeben  sich  unmittelbar  folgende: 

(c)  2AD,  =  AD-hAD,, 

(d)  2AF,  =  AF-hAF,. 

Diese  vier  Sätze  (a,  b,  c,  d)  in  Worten  ausgesprochen,  lauten  wie  folgt: 
„Legt  man  zwei  parallele  Tangenten  BCy  AD  an  einen  gegebenen 
Kreis  3/,  nimmt  in  der  ersten  einen  beliebigen  Punct  G  an,  legt  aus  dem- 
selben die  Tangente  GE^F,,  welche  den  Kreis  in  E^  berührt,*  und  zieht 
aus  dem  nämlichen  Puncto  G  eine  willkürliche  Secante  GE^E,  welche  den 
Kreis  in  den  Puncten  £,,  E  schneidet;  zieht  femer  aus  dem  Berührungs- 
puncte  B  die  geraden  Linien  BED,  BE^D,^  BE^D^,  welche  die  Tangente 
AD  in  den  Puncten  Z),  Z>,,  D^  schneiden,  so  befindet  sich  immer  der 
Punct  Z)j  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Puncten  D  und  D^ ,  wie  auch 
immerhin  die  Secante  GE^E  von  dem  Puncto  G  aus  ihre  Richtung  ändem 
mag.  Und  legt  man  fomor  in  den  Puncten  Ey  E^  die  Tangenten  EFy 
E^F^  an  den  Kreis,  so  liegt  ebenfalls  der  Punct  F,  stets  in  der  Mitte 
zwischen  den  Puncten  F  und  F^ ,  welche  Lage  die  durch  den  angenommenen 
Punct  G  gehende  Secante  GE^E  auch  haben  mag.  Daraus  folgt,  dass 
sowohl  die  Summe  der  beiden  Abschnitte  ^Z>  und  AD^ ,  als  auch  die  Summe 
der  beiden  Abschnitte  ^-Fund  AF^  constant  bleibt,  so  lange  die  Secante 
GE^E  durch  denselben  Punct  G  geht,  sonst  aber  ihre  Richtung  beliebig 
ändert*).'' 


*)  An  einem  anderen  Orte  werden  wir  nachweisen,  dass  alle  diese  Eigenschaften 
nicht  nur  dem  Kreise  allein,  sondern  auch  den  übrigen  Kegelschnitten  zukommen ;  dass 
nämlich  folgende  allgemeinere  Sätze  Statt  finden:  (Zur  Erleichterung  und  um  der  Vor- 


72  Einige  geametmche  Betnchtungen. 

Er  Ut  noch  zu  bemerken,  dass  die  obigen  beiden  Sätze  (c,  d)  immer 
.Statt  finden,  selbst  wenn  der  eine  Durchschnittspuuct  E  der  Secante  GE^E 
in  den  anderen  Halbkreis,  unterhalb  des  Durchmessers  AB  fällt;  nur  sind 
in  diesem  Falle  die  betreffenden  Abschnitte  A  D  und  A  F  negativ  zu  nehmen, 
so  dass  man  hat 
(l)  2^Z>,  =  AD,  — AD, 

(8)  2AF,  =  AF,—AF. 

G.  Aus  dorn  Vorbeigehenden  (E)  und  (F}  kann  unmittelbar  noch 
Folgendes  abgeleitet  werden, 

AngenommeD,  die  beiden  gegebenen,  einander  in  B  borührenden  Kreise 
M, ,  Ai,  (Fig.  42)  würden  von  ii^nd  zwei  beliebigen  Ereieen  m,  m,  be- 

Stellung  zn  Ilälfe  zu  tommon,  &sse  man  (Fig.  40)  in's  Auge,  denke  sich  aber  ansUtt 
des  Kreises  M  irgend  eine  Oune  zweiten  Orades,  von  welcher  A  B  ein  beliebiger  Durch- 
messer ist.) 

„Legt  man  in  den  Endpuncten  eines  beliebigen  Durchmessers  A  B  ir^nd  eiaer 
Curve  zweiten  Grades  zwei  Tangenten  BC  und  AD;  femer  aus  einem  in  der  ersten 
Tangente  (S  C)  villlinrlich  angenommenen  Puncte  6  eine  dritte  Tangente  GE,  Fi ,  welcHe 
die  Curve  in  E,  berührt,  und  die  Tangente  ^£>  in  F,  schneidet,  zieht  ans  dem  n&m- 
lichen  Puncto  G  eine  willkürliche  Secante  GE^E,  welche  die  Curvo  in  den  Puncten  Ef, 
E  schneidet;  zieht  ferner  aus  dem  Berührungspuncte  B  der  ersten  Tangente  £C  die 
ßcraden  Linien  BE,  BE,,  BE^,  nelcbo  die  zweite  Tangente  AD  in  den  Puncten  D, 
Di,  Dj  schneiden,  so  liegt  immer  der  Punct  C,  in  der  Hitte  zwischen  den  Puncten  J> 
und  Dl,  welche  Lage  such  die  Secante  GEjE,  von  welcher  die  Puncte  D^  und  D  ab- 
hängig sind,  haben  mag.  Und  legt  man  ferner  in  den  Puncten  E,  E^  eine  vierte  und 
fünfte  Tangente  EF  und  EjF^  an  die  Curve,  welche  die  zweite  Tangente  AD  in  den 
Punclen  F,  F,  schneiden,  so  ist  der  Punct  F,  stets  in  der  Hitte  zwischen  den  beiden 
Puncten  F  und  Fj,  welche  Lage  die  aus  dem  bestimmten  Punct  G  gezogene  Secante 
GEjE  auch  haben  mag.  Daher  folgt  femer:  dass  sowohl  die  Summe  der  beiden  Ab- 
schnitte ADundADt,  als  auch  die  Summe  der  beiden  Abschnitte  AF  unii  AF^,  con- 
slant  bleibt,  so  lange  die  Secante  GE^E  durch  den  nämlichen  Punct  G  gebt." 

Da  nicht  nur  die  Linie  AD,  sondern  auch  jede  andere  Linie  (wie  z.B.  OP)^  welche 
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rührt,  und  die  Linie  BG  berührte  die  gegebenen  Kreise  in  By  d.  h.,  sei 
ihre  Linie  der  gleichen  Potenzen,  so  liegt,  wie  oben  schon  öfter  erwähnt, 
der  äussere  Aehnlichkeitspunct  G  der  Kreise  w,  m^  in  der  genannten 
Linie  J5ö,  und  es  liegen  die  Puncto  -E,  E^^  in  welchen  der  Kreis  M^  die 
Kreise  m,  w,  berührt,  mit  dem  Aehnlichkeitspuncte  G  in  gerader  Linie 
GE^E.  Nimmt  man  femer  an,  der  Kreis  m^  berühre  die  gegebenen  Kreise 
so,  dass  z.  B.  die  Tangente  F^E^Gy  welche  er  im  Berührungspunct  E^  mit 
dem  Kreise  M^  gemein  hat,  ebenfalls  durch  den  genannten  Punct  G  geht; 
femer  berühre  die  gerade  Linie  AF  den  Kreis  M^  im  Endpuncte  A  des 
Durchmessers  BA,  die  geraden  Linien  EF,  E^F^  berühren  denselben  in 
den  genannten  Puncten  Ey  E^ ;  und  endlich  seien  die  Quotienten  der  Kreise 
my  m,,  Wj,  in  Bezug  auf  die  Axe  M^Al^,  d.  h.  die  aus  den  Mittelpuncten 
m,  Wj,  w,  auf  die  Axe  M^M^  gefällten  Lothe,  dividirt  durch  die  Radien 


J/,  d.  h.  denjenigen  Kegel  iV,  welcher  die  Fläche  in  der  Curve  EE^  berührt;  und  end- 
lich anstatt  der  geraden  Linien  BE^  BE%  alle  möglichen  Linien  aus  B  durch  die  Peri- 
pherie der  Curve  EE^ ,  d.  h.  einen  Kegel,  dessen  Scheitel  B  ist,  und  welcher  durch  die 
Curve  EE^  geht  und  die  Ebene  AD  in  einer  bestimmten  Curve  DD^  schneidet,  so 
lassen  sich  die  gedachten  Sätze,  wie  folgt,  aussprechen: 

„Legt  man  irgend  zwei  parallele  Beruhrungsebenen  BG^  AD  und  eine  dritte  beliebige 
Beröhrungsebene  GEi  an  irgend  eine  gegebene  Fläche  M  zweiten  Grades,  welche  die 
letztere  respective  in  den  Puncten  B^  A  und  Ey  berühren;  femer  durch  die  Durchschnitts- 
linife  G  der  ersten  {BGr)  und  der  dritten  Berührungsebene  (ßEi)  eine  willkürliche  Ebene 
GE%E^  welche  die  Fläche  in  einer  gewissen  Curve  EE^  schneidet;  lässt  ferner  aus  dem 
Beröhnmgspuncte  B  (als  Scheitel)  durch  die  Curve  EE^  einen  Kegel  gehen,  welcher  die 
Ebene  AD  va  einer  bestimmten  Curve  DD^  schneidet;  und  lässt  endlich  durch  die 
beiden  Berührungspuncte  B,  Ei  die  gerade  Linie  BEiDi  gehen,  welche  die  Ebene  AD 
in  dem  Puncte  Di  trifft,  so  ist  immer  der  Punct  Di  der  Mittelpunct  der  ge- 
nannten Curve  £>Z>3.  Noch  mehr:  Lässt  man  in  der  Vorstellung  die  Ebene  GE^E 
ihre  Lage  so  verändern,  dass  sie  sich  um  die  gerade  Linie  G  bewegt,  so  sind  die  ver- 
schiedenen Curven  DD^,  welche  dadurch  in  der  Ebene  AD  nach  einander  entstehen, 
alle  einander  ähnlich,  ähnlichliegend  und  concentrisch,  nämlich  A  ist  ihr  gemeinschaft- 
licher Mittelpunct.  Auch  bewegt  sich  dabei,  wie  bekannt  ist,  der  Scheitel  N  des  Kegels 
iV,  welcher  die  Fläche  Af  in  der  Curve  EE2  berührt,  in  der  unveränderlichen  geraden 
Linie  BEiN.  Femer  folgt  unmittelbar,  dass  also  nicht  allein  die  Ebene  AD,  sondern 
auch  jede  andere  Ebene,  welche  mit  der  Ebene  BG  parallel  ist,  die  genannten  Kegel, 
aus  dem  Puncte  B  durch  die  nach  einander  entstehenden  Curven  EE^,  in  ähnlichen  und 
ähnlichliegenden  concentrischen  Curven  schneidet,  und  dass  immer  die  gerade  Linie  BEi 
durch  den  gemeinsamen  Mittelpunct  dieser  Curven  geht."  Ferner  kann  man  noch  folgen- 
den besonderen  Satz  herausheben: 

,yProjicirt  man  aus  irgend  einem  Puncte  B  in  irgend  einer  gegebenen  Fläche  M 
zweiten  Grades  eine  beliebige  ebene  Curve  EE2,  welche  in  derselben  Fläche  liegt,  auf 
eine  Ebene  (z.  B.  DD^)^  welche  mit  der  in  dem  Puncto  B  an  die  Fläche  gelegten  Be- 
röhrungsebene BG  parallel  ist,  so  geht  immer  diejenige  Linie  BN^  welche  den  ge- 
nannten Punct  B  mit  dem  Scheitel  desjenigen  Kegels.  N  verbindet,  welcher  die  Fläche 
in  der  genannten  Curve  EE^  berührt,  durch  den  Mittelpunct  der  Projeetion  (d.  h.  durch 
den  Mittelpunct  der  durch  die  Projeetion  entstandenen  Curve)." 
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der  respectivcD  Kreise  m,  m,,  m^,  durch  9,  q„  q,  bezeichnet:  so  ist  nach 
{E,e) 

AF  ^   q       ^j      AF,  ^  q, 
AFj   ~  5,  AF,         q,  ' 

und  folglich 

AF-hAF,    __   q+g', 
AF,  ~       q, 

Berücksichtigt  man  aber  (F,  d),  wonach  der  erste  Theil  dieser  Glei- 
chung gleich  2  iät,  so  folgt  dass 

2  =  g+g' 
ff.      ' 
oder 

2?,  =  ?+?,. 
Der  Sinn  dieser  Gleichung  oder  dieses  Satzes  ist  folgeuder: 
„Nimmt  man  in  der  Linie  der  gleichen  Potenzen  BG  zweier  gegebenen 
Kreise  Jl/,,  Jtf,,  welche  einander  in  B  berühren,  einen  beliebigen  Punct  G 
an,  zieht  aus  diesem  Puncto  eine  willkürliche  Linie  Gm^m,  und  beschreibt 
diejenigen  beiden  Kreise  m,  m^ ,  deren  Mittelpuncte  in  dieser  Linie  liegen, 
und  von  denen  jeder  die  beiden  gegebenen  Kreise  berührt,  so  ist  die 
Summe  der  Quotienten  (g,  q^)  der  beiden  Kreise  m,  m,  in  Bezug  auf  die 
Axe  M,Mj  constant,  so  lange  die  Linie  Gm^m  durch  denselben  Punct  G 
geht,  wie  sie  auch  übrigens  ihre  Lage  andern  mag.  Und  zwar  ist  die 
genanntes  Summe  der  Quotienten  gleich  dem  doppelten  Quotienten  2q, 
desjenigen  Kreises  m„  welcher  z.  B.  den  Kreis  M^  in  demselben  Puncte  E, 
berührt,  in  welchem  dieser  nämliche  Kreis  von  der  aus  dem  angenommenen 
Puncte  G  an  ihn  gelegten  Tangente  GE,  berührt  wird." 

Es  ist  noch  za  erinnern,  dass,  wenn  der  Kreis  m  unterhalb  der  Axe 
BM,M^A  iallt,  alsdann  sein  Quotient  als  negativ  anzusehen  ist,  so  dass 
für  diesen  Fall 
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Aufgabe.' 

„Wenn  zwei  beliebige  Kreise  Jl/,,  M^  (Fig.  43),  die  einander  in  B 
berühren,  und  irgend  ein  beliebiger  Durchmesser  eines  dieser  beiden  Kreise, 
.z.  B.  der  Durchmesser  DE  des  Kreises  M^  gegeben  sind,  so  soll  man 
einen  Kreis  m^  beschreiben,  welcher  die  beiden  gegebenen  Kreise  JVfj,  M^ 
berührt,  und  dessen  Quotient  in  Bezug  auf  den  gegebenen  Durchmesser 
DE  (d.  h.,  das  aus  dem  Mittelpuncte  m^  auf  den  Durchmesser  DE  gefällte 
Loth  WjP,,  dividirt  durch  den  Radius  des  Kreises  w,)  gegeben  ist" 

Auflösung. 

« 

Der  Quotient  des  gegebenen  Kreises  Jlf,,  in  Bezug  auf  den  gegebenen 
Durchmesser  DE^  ist  als  gegeben  zu  betrachten,  er  sei  gleich  Q;  femer  sei 
der  gegebene  Quotient  des  gesuchten  Kreises  m,  gleich  q^  so  ist  nach  No.  27, 
Gl.  (6) 

wo  nämlich  a  anzeigt,  die  wievielte  Stelle  der  Kreis  m^  unter  den  Kreisen, 
welche  die  gegebenen  Kreise  berühren,  nach  demjenigen  Kreise  m,  dessen 
Mittelpunct  m  in  dem  gegebenen  Durchmesser  DE  liegt,  einnimmt,  d.  h., 
wo  der  Quotient  des  Kreises  w,,  in  Bezug  auf  die  Axe  M^M^,  um  2iv 
grösser  ist  als  der  Quotient  desjenigen  Kreises  m,  welcher  die  beiden  ge- 
gebenen Kreise  3/,,  Af^  berührt,  und  dessen  Mittelpunct  in  dem  gegebenen 
Durchmesser  2)  jE  liegt,  in  Bezug  auf  die  nämliche  Axe  M^M^.  Man  findet 
aus  dieser  Gleichung 


ü      r  o 


Ist  nun  p.  der  Mittelpunct  desjenigen  Kreises  [x,  welcher  durch  die 
vier  Puncto  Ay  C,  2),  d  geht,  d.  h.,  welcher  durch  die  beiden  Puncto  A,  C 
geht,  in  welchen  die  Axe  3/,  3^  die  Kreise  3/^,  3/,  schneidet,  und  durch 
die  beiden  Puncto  2),  d,  in  welchen  der  genannte  Kreis  m  die  gegebenen 
Kreise  M^ ,  iW,  berührt ;  und  ist  femer  [Xj  der  Mittelpunct  desjenigen  Kreises 
ji,,  welcher  durch  die  nämlichen  beiden  Puncto  A,  C  und  durch  diejenigen 
beiden  Puncto  Dj,  d^  geht,  in  welchen  der  gesuchte  Kreis  m,  die  beiden 
gegebenen  Kreise  3/^,  ^f^  berührt,  so  ist  nach  No.  30,  D. 

pipt^  =  M{l^—Mil  =  x.MA  =  y ö""*"  r  "0~ "^  Tp-j  X3//1. 

„Man  beschreibe  daher  zuerst  einen  Kreis  p.,  welcher  durch  die  drei 
gegebenen  Puncto  A^  C  und  D  geht,  nehme  hierauf  in  der  zu  der  Axe 
AfjA/j  senkrechten  Linie  3/p.p.,  den  Punct  [Xj  so  an,  dass 
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und  ziehe  um  üeaen  Punct  einen  Kreis  p.,,  welcher  durch  die  Puncto 
6'  geht,  so  schneidet  dieser  Kreis  jt,  die  binden  gegebenen  Kreise  A/j, 
ausserdem  Qoch  in  den  beiden  Puncten  d,,  D^,  in  welchen  dieselben 
dem  gesuchten  Kreise  »»,  berührt  werden," 

Zum  Schlüsse  ist  zu  bemerken,  dass  alle  die  vorliegenden  Betn 
tungen  und  Sätze  (No.  30,  31)  auf  gleiche  Weise  Statt  finden,  wenn  i 
anstatt  der  denselben  zu  Grunde  liegoDdeu,  einander  innerlich  berühren 
Kreise  3/,,  M^  zwei  einander* äusserlich  berührende  Kreise  annimmt. 

Berlin,  im  März  1826. 
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Einige  Gesetze  über  die  Theilung  der  Ebene 

und  des  Raumes. 

Durch  die  Pestalozzische  Formenlehre  angeregt  haben  zwar  mehrere 
neuere  geometrische  Lehrbücher  die  Aufgabe  gestellt:  „zu  bestimmen,  wie 
viele  Theile  der  Ebene,  vermittelst  einer  gegebenen  Anzahl  gerader  Linien 
und  Kreise  ganz  begrenzt,  zu  Figuren  abgeschlossen  werden  können."  Sie 
haben  dieselbe  aber  keineswegs  so  behandelt,  dass  durch  ihre  Lösung  die 
ihrer  Bestimmung  zu  Grunde  liegenden  allgemeinen  Gesetze  gehörig  er- 
örtert worden  wären.  Noch  weniger  ist  es  aber,  soviel  dem  Verfasser 
dieser  Abhandlung  bekannt,  bisher  gelungen,  nach  Analogie  jener  Aufgabe, 
die  Bildung  der  Körper  mittelst  beliebig  gegebener  Ebenen  und  Kugel- 
flächen diu*ch  allgemein  umfassende  Gesetze  zu  bestimmen.  Ohne  diesem 
Gegenstande  hier  ein  besonderes  Interesse  beilegen  zu  wollen,  soll  für  jetzt 
nur  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  die  von  jedem  Geometer 
gestellte  Frage:  „wie  viele  ebene  Flächen  zur  Bildung  dieses  oder  jenes 
Körpers  nöthig  seien":  sich  auch  umkehren  lasse,  wonach  die  Frage  so  zu 
stellen  ist:  „wie  viele  Körper  lassen  sich  durch  eine  bestimmte  Anzahl 
von  Ebenen  auf  einmal  bilden."  Nun  drängt  sich,  z.  B.  bei  der  nicht  zu 
vermeidenden  Erklärung:  „dass  zur  Bildung  eines  Körpers  mindestens  vier 
Ebenen  nöthig  sind",  die  Betrachtung  auf:  „dass  vier  Ebenen  in  jeder  be- 
liebigen Zusammenstellung  niemals  mehr  als  einen  Körper  bilden  können", 
tmd  es  ist  daher  auffallend,  dass  man,  von  dieser  Nothwendigkeit  geleitet, 
nicht  auf  die  Frage  gekommen  ist:  „wie  viele  Körper  können  durch  .4,  5, 
6,  7,  . .  •  u.  s.  w.  Ebenen  auf  einmal  begrenzt  werden?" 

In  dieser  Abhandlung  sollen  daher,  —  nachdem  zuvor  die  allgemeinen 
Gesetze  über  die  Theilung  der  Ebene  mittelst  jeder  beliebten  Anzahl 
gerader  Linien  und  Kreise  ihrem  Entstehen  und  Zusammenhange  nach  ent- 
wickelt worden  —  „die  allgemeinen  Gesetze  zur  Bestimmung  der  durch 
jede  beliebte  ZusammensteUung  von  Ebenen  und  Kugelflächen  entstandenen 
Anzahl  von  Theilen  des  Raumes  entwickelt  werden",  wobei  sich  dann  zunächst 


^)  r«btr  die  Theilnn«  der  Ebene  nnd  des 

die  Bestintmin^  tär  die  *"">'l  der  ebenen,  und  im  Xichib^eodai  für  die 
Anzahl  der  körperlichen,  guu  begrenztoi  Tbeile  tm  wlM  «geben  wird. 
Diese  for  sich  Yeistindlichen  Sätze  sind  aas  einem,  ntm  Teriiisser 
bereit.«  entvorfenen  Lehrgebäude  der  Geometrie,  in  velcbem  die  Stereo- 
metrie um  ein  Grosses  erweitert,  und  nach  einer  yoo  der  bisbni^ni  gam 
abweichenden  Methode  a^ehandell  wird,  entnommen.  Es  TCFvleht  sich 
also  von  i^lbst.  dass  ^e  im  Lehrgebinde  dnieh  die  Mei^  ihrer  Be- 
ziehongen  in  ihrem  nothwendigen  Znsammenhai^  eisvbeinen. 

§1 

EiBin  G«$rlir  ibo-  ^t  Tbrihuw  Ber  Ebene  ainebt  rutätt  Liaica  xad  Kraie- 


Es  ist  klar,  dass  eine  geiade  Linie*)  dnrch  ■  beliebiee  in  ihr  liegende 
Puncle  in  »-(-1  Thrile**)  eetbeOt  wird,  von  denen  ■ — 1  Tbeile  eodlich 
oder  begremt.  die  beiden  übrisen  aber  anendlich  oder  nnbecrenzt  sind; 
und  dass  ferner  die  Kreislinie  durch  ■  beUet»^  in  ihr  liegende  Puncte 
in  m  Tbeile  getheih  wird. 


Die  Eb«ne  wird  durch  eine  in  ihr  bebende  eerade  Linie  in  xw« 
Tbt^le  ^tbeih;  durch  eine  iweile  Gerade,  welche  die  er>te  ^hneidet.  wird 
die  Zahl  der  Tbeile  der  Ebene  um  2  THmefart:  dnrch  eine  dritte  Getade, 
welche  die  beiden  ersten  in  iwei  Poncien  sehneidet,  mn  3:  doich  eine 
vierte  Gerade,  welche  die  drei  ersten  in  drei  rmcteo  srhnndet.  am  4 
tu  s.  w.:  nämlit-^  jede  fegende  Geiade  rennehrt  die  Zahl  der  Tbefle  der 
Ebene  um  eben  so  liel.  ak  die  Zahl  der  TheOe  hetrict.  in  wekke  sie 
durch  die  Torhandenw  G«aden  getheih  wird:  daher  wird  die  Ebeme 
durch  »  beliebige,  in  ihr  liegende  Geraden,  höchstens  in: 
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vermehrt,  als  durch  die  vorhergehenden  Geraden  in  ihr  begrenzte  Theile 
(No.  1)  gebildet  werden,  und  dass  demnach  durch  n  beliebige  Gera- 
den höchstens 

(2)  {_   {n-lXn-2)  _  n(n-\) 

Theile  der  Ebene  ganz  begrenzt  werden  können. 

Zieht  man  den  Ausdruck  (2)  von  (1)  ab,  so  bleibt  die  Zahl  der  un- 
begrenzten Theile  der  Ebene,  nämlich 

(3)  '  2n 

übrig.  Oder  sucht  man  umgekehrt  zuerst  die  Zahl  der  unbegrenzten  Theile, 
welche  man  dadurch  findet,  dass  man  bemerkt,  dass  jede  Linie  dieselbe 
um  2  vermehrt,  mithin  ihre  Zahl  nothwendig  2n  ist,  so  findet  man  nachher 
die  Zahl  der  ganz  begrenzten  Theile  (2),  wenn  man  2n  von  (1)  abzieht. 

3. 

Durch  a  gerade  Parallelen  wird  die  Ebene  in  1+a  Theile  getheilt; 
durch  eine  zweite  Abtheilung  von  b  geraden  Parallelen,  welche  jene  schnei- 
den, wird  die  Zahl  der  Theile  der  Ebene  um  i(l-|-a)  vermehrt;  durch 
eine  dritte  Abtheilung  von  c  geraden  Parallelen,  welche  die  beiden  ersten 
Abtheilungen  so  schneiden,  dass  nirgend  drei  Linien  in  einem  und  dem- 
selben Puncto  zusammentreffen,  wird  die  Zahl  der  Theile  der  Ebene  um 
r(l-ha-|-6)  vergrössert.  Verbindet  man  ferner  mit  den  vorhandenen  Linien 
unter  ähnlichen  Bedingungen  eine  vierte  Abtheilung  von  d  geraden  Parallelen, 
so  nimmt  die  Zahl  der  Theile  um  rf(l-l-a-f-Ä-f-c)  zu,  indem  nämlich 
jede  der  d  Linien  von  den  vorhandenen  a,  i,  c  Linien  in  \-^a-\-b-\-c 
Theile  getheilt  wird  (No.  1),  und  daher  eben  so  viele  Theile  der  Ebene 
theilt,  mithin  die  Zahl  derselben  ebenfalls  um  l-f-a+6+c  vermehrt,  u.  s.  w. 
Es  folgt  hieraus: 

„Dass  durch  a,  i,  c,  d,  , , ,  y,  z  gerade  Parallelen,  von  denen 
jede  Abtheilung  eine  besondere  Richtung  hat,  die  Ebene  höch- 
stens in 

1+a 

-|-6(l-f-a) 


W 


=  1 

-^a-{-b-\-c-\-d-\ \-y-^z 

-^ab-^ac-\-'"-\-bc-{^d-\-'"-{-yz 
Theile  getheilt  werden  könne."   Bezeichnet  man  die  Summe  (Unionen) 

8t€iB€r's  Werke.    I.  6 
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der  Grössen  a,  b,  c,  d,  . . .  y,  z  dorch  U,  und  die  Summe  ihrer  Producta 
zu  zweien  (Amben)  durch  A,  ao  lässt  sich  die  Formet  (4)  einfacher  durch 

(5)  i+rz-t-j 

darstellen. 

Dasa  die  Zahl  der  unbegrenzten  Theile  der  Ebene  im  gegenwärtigen 
Falle  ebenfalls  doppelt  so  gross  als  die  Anzahl  aller  vorhandenen  Linien 
ist,  ergicbt  sich  aus  derselben  Bemerkung  wie  vorhin  (No.  2),  wonach 
nämlich  die  Zahl  solcher  Theile  durch  jede  Linie  mn  2  vermehrt  vird. 
Oder  denkt  man  sich  einen  Kreis,  welcher  alle  vorhandenen  Linien  schneidet, 
und  zwar  dergestalt,  dass  die  Durchschnittspuncte,  welche  die  Linien  unter 
einander  bilden,  alle  innerhalb  des  Kreises  fallen,  so  wird  die  Peripherie 
dieses  Kreises  in  eben  so  viele  Theile  getheilt  als  die  Ebene  unbegrenzte 
Theile  hat.  Da  nun  der  EJeis  von  jeder  Linie  in  2  Puncten  geschnitten 
wird,  so  wird  er  in  zweimal  so  viele  Theile  getheilt  als  Linien  vorhanden 
sind  (No.  1),  also  in  2U  Theile,  und  folglich  ist  die  Zahl  der  unbe- 
grenzten Theile  der  Ebene  gleich 

(6)  2ü: 

Nun  erhält  man  die  Zahl  der  ganz  begrenzten  Theile  der  Ebene, 
indem  man  die  Zahl  der  unbegrenzten  (6)  von  der  Zahl  aller  Theile  ^) 
abzieht.     Also  werden  durch  die  genannte  Linien-Verbindung  böchsteDS 

(7)  \  —  Ü-{-A 

Theile  der  Ebene  ganz   begrenzt.     Dieser  Ausdruck  (7)   kann   auch 
auf  gleiche  Weise  direct  gefunden  werden  wie  (5),  oder  wie  (2)  in  No.  2. 


Nimmt  man  an,  dass  bei  der  Linien- Verbindung  (No.  3)  die  a  Linien 
der  ersten  Abtheilung  anstatt  parallel  ungleichlaufend  seien,  so  theilen 
sie  die  Ebene  in 

»(-+1) 


1+ 


(Gl.  1), 
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unbegrenzte,  und  mithin 

(10)  i^ü+A+^<^ 

ganz  begrenzte  Theile  befinden,   wo  ü  und   A,   eben  so  wie  in 
(No.  3),  die  Unionen  und  Amben  der  Grössen  a,  b,  c,  dy  . , ,  y^  z  bedeuten." 

5. 

Ein  Kreis  theilj;  die  Ebene  in  2  Theile;  ein  zweiter  Kreis,  welcher 
den  ersten  schneidet,  vermehrt  die  Zahl  der  Theile  der  Ebene  um  2;  ein 
dritter  Kreis,  welcher  die  beiden  ersten  in  4  Puncton  schneidet,  vermehrt 
diese  Zahl  um  4,  u.  s.  w. ;  nämlich  jeder  folgende  Kreis  vermehrt  die  Zahl 
der  Theile  der  Ebene  um  eben  so  viel,  als  er  die  vorhandenen  Kreise  in 
Puncten  schneiden  kann,  also  um  zweimal  die  Zahl  der  vorhergehenden 
Kreise.     Es  folgt  also: 

„Dass  n  beliebige  Kreise  die  Ebene  höchstens  in 

(11)  2-f-2-f-4-|-G-h8H f-2(n— 1)  =  2-f-n(n— 1) 

Theile  theilen  können,  von  welchen 

(12)  !+„(„_!) 

ganz  begrenzt  sind,  und  nur  ein  Theil  unbegrenzt  ist." 

6. 

Die  Ebene  '  wird  durch  irgend  eine  Zahl  a  von  Parallelkreisen  in 
1-f-a  Theile  getheilt;  durch  eine  zweite  Abtheilung  von  b  Parallelkrcisen, 
welche  jene  schneiden,  wird  die  Zahl  der  Theile  der  Ebene  um  1 — a+2ab 
(nämlich  durch  den  ersten  derselben  um  1+a  und  durch  jeden  folgenden 
um  2a)  vermehrt;  durch  eine  dritte  Abtheilung  von  c  Parallelkreisen, 
welche  die  ersten  schneiden,  wird  die  genannte  Zahl  um  2c(a-l-b),  durch 
eine  vierte  Abtheilung  von  b  Parallelkreisen  um  2b(a+b-f-c)  u.  s.  w. 
vermehrt;  nämlich  jeder  Kreis  einer  neuen  Abtheilung  vermehrt  die  Zahl 
der  Theile  def  Ebene  gerade  um  eben  so  viel  als  die  Anzahl  der  Theile 
angiebt,  in  welche  er  von  den  schon  vorhandenen  Kreisen  getheilt  wird. 
(Hiervon   ist  nur  der  erste  Kreis  der  zweiten  Abtheilimg  ausgenommen.) 

„Demzufolge  wird  die  Ebene  durch  a,  b,  c,  b,  . . .  ^,  J  Parallel- 
kreise, von  denen  jede  Abtheilung  ihren  besonderen  Mittelpunct 
hat,  höchstens  in 

1-ha 

1— a-+-2ab 

-h2c(a-+-b) 

(13)  (  +2b(a+b+c) 


4-2j(a+b-i-c+bH h^) 

2+23[ 


c»* 
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Thetle  getheilt,  von  welchen 

(14)  1+2» 

gaoz  begrenzt  sind,  und  nur  einer  unbegrenzt  ist,  und  wodurch 
9(  die  Summe  der  Amben,  d.h.  die  Summe  aller  Producte  be- 
zeichnet ist,  die  entstehen,  wenn  man  je  zwei  von  den  Zahlen 
a,  6,  c,  b,  .  ■  ■  q,  j  mit  einander  multiplicirt. 


Sind  die  a  Kreise  der  ersten  Abtheilung  nicht  parallel,  so  wird  die 
Zahl  der  Theile  der  Ebene  dadurch  höchst^aH  um  eben  so  viel  vermehrt, 
als  die  Zahl  der  Durchschnitte  dieser  a  Kreise  betrögt,  also  um  a(a — 1), 
und  folglich  wird  die  Ebene  durch  tl,  c,  b,  . . .  Q,  )  Parallelkreise 
und  durch  a  beliebige  Kreise  höchstens  in 

(15)  2-H2a-Ha(a— 1) 
Theile  getheilt,  wovon 

(16)  H-2a-Ha(a-l) 
Theile  ganz  begrenzt  sind. 

8. 
Nach  No.  3,  (5)  wird  die  Ebene  durch  «,  b,  c,  ...  y,  z  gerade 
Parallelen  in  1  +  17+^  Theile  getheilt.     Werden  nun  alle  diese  Geraden 
von  a  Parallel  kreisen  geschnitten,  so  nimmt  die  Zahl  der  Theile  der  Ebene  um 

2aCa+i-l-cH \-z)  =  2aU 

KU,  durch  eine  zweit«  Abtheilung  von  b  Parallelk reisen  wächst  diese  Zahl 
um  2b(t''"-J-o),  durch  eine  dritte  Abtheilung  von  c  Parallelkreisen  um 
2c(I7+a+b),  u.  s.  w.,  nämlich  jeder  Kreis  einer  neuen  Abtheitung  ver- 
mehrt die  Zahl  der  Theile  der  Ebene  um  eben  so  viel  als  die  Zahl  der 
Puncto  beträgt,  in  welchen  er  alle  vorhandenen  KreiHe  und  Geraden  schneidet. 
Es  folgt  hieraus: 
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unbegrenzt,  und  folglich 

(19)  i—ü-hA-h2UU-h2^ 

ganz  begrenzt  sind,  und  wobei  ü  und  A  die  Unionen  und  Amben 
der  Zahlen  a,  b^  c,  , , ,  z,  und  U  und  Sl  die  Unionen  und  Amben 
der  Zahlen  Q,  b,  c,  . . .  Q,  g  bedeuten.^ 

9. 

Sind  in  der  oben  beschriebenen  Verbindung  von  Geraden  und  Kreisen 
(No.  8)  sowohl  die  a  Geraden  als  die  a  Kreise,  jede  unter  sich,  nicht  pa- 
rallel, so  wird  die  Zahl  der  Theile  der  Ebene  dadurch  um  eben  so  viel 
vergrössert  als  die  Zahl  der  Durchschnittspuncte  beträgt,  in  welchen  so- 
wohl  die  Linien  a  als   die  Kreise  a  einander  schneiden,   also  wird  jene 

Zahl  höchstens  um  — \  a      -^<^(<^ — 1)  vermehrt,  und  daher  folgt: 

^Dass  by  c,d,  , . .  z  gerade  Parallelen  und  a  beliebige  Geraden, 
ferner  b,  c,  b,  . . .  ^,  j  Parallelkreise  und  a  beliebige  Kreise  zu- 
sammen die  Ebene  höchstens  in 

(20)  l-hU-hA+2Un-h2^-h  ''^^"^^^  +Q(a-1) 

Theile  theilen  können,  von  welchen 

(21)  2Ü 
unvollkommen,  und  dagegen 

(22)  l—ü+A-^2ÜVL-h2^-i-^^^j^-ha(a-l) 
ganz  begrenzt  sind.^ 

10. 
Setzt  man  in  der  vorliegenden  Verbindung  von  Geraden  und  Kreisen, 
sowohl 

6  =  c  =  d=«-«=2;  =  0, 
als  auch 

b  =  c  =  b  =  ---  =  j  =  0, 

so  findet  man: 

„Dass  durch  a  beliebige  Geraden  und  a  beliebige  Kreise  die 
Ebene  höchstens  in 

(23)  H-a+2aa-h-^^^^=^+a(a— 1) 

Theile  getheilt  wird,  von  welchen 

(24)  2a 
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nur  unvullkommon,  dagegen 


C>r.) 


l_„4.2<ra+- 


'+a(a-l) 


ga.uz  begrenzt  sind." 


11. 


Es  ist  leicht  oinzusehen,  dfn^s  die  Au.sdriicke  (11),  (13)  und  (15)  eben 
:iOwu)il  für  die  Kugolflächc,  als  fiir  die  Ebene  gelten,  nämlich: 

„Dass  die  Kugolfläche   durch  tl   beliebige    in   ihr  liegende 
Kreise  höchstens  in 

(■ifi)  2-l-nCn— 1) 

Theile  getheilt  werden  kann;"  und  ferner: 

„Daes  die  Kugelfläche  durch  a,  6,  c,  b,  . . .  j  Parallelkroiae 
höchstens  in 

(27)  -2+2^ 

und  durch  b,    c,   b,   .  ■ .   j  Parallclkreiso   und  a  beliebige  Kreise 
liüchstcns  in 

(-28)  2-H2aH-a(a  — 1) 

Thoilo  getheilt  worden  kann." 


§11 

Einige  Gesetze  über  die  Theilung  des  Raumes  mittelst  EbeuoD  und  Kugclflichon. 

12. 
Der  Raum  wird  durch  a  Parallelebonen  in  1+n  Theile  getheilt;  durch 
eine   zweite  Abtheilui^  von  b  Parallele  Irenen ,   welche  die  erstereu  durch- 
schneiden,  nimmt  die  Zahl  der  Raumthcile  um  b(l-\-a)  zu,   durch  eine 
dritte  Abtheilung  von  c  Parallelebenen,  welche  die  beiden  ersten  Äbthot- 
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höchstens  in 
1-ha 

(29)    (    _f-d(l4-a+6+c+a6-4-acH-6c) 


=  1-hU-hA-hT 

Theile  getheilt  werden  kann,"  wo  durch  ü,  A  und  T  die  Unionen, 
Amben  und  Temen  der  Zahlen  a,  b,  c,  dy  , , ,  y,  z,  d.  h.  die  Summe  der 
Zahlen,  die  Summe  aller  Producte  zu  zweien,  und  die  Summe  aller  Pro- 
ducte  zu  dreien,  ohne  Wiederholung,  bedeuten. 

Um  nun  zu  finden,  wie  viele  von  diesen  Theilen  nur  unvollkommen, 
und  wie  viele  ganz  begrenzt  sind,  stelle  man  sich  eine  Kugelfläche  vor, 
welche  alle  ganz  begrenzten  Raumtheile  einschliesst.  Diese  Eugelfläche 
wird  durch  die  vorhandenen  Ebenen  gerade  in  eben  so  viele  Theile  ge- 
theilt als  es  unbegrenzte  Raumtheile  giebt;  es  theilen  aber  die  Ebenen 
die  Kugelfläche  nach  (27)  in  2+2 A  Theile  (wo  A  die  Amben  der  Zahlen 
a,  b,  Cy  dy  . . .  z  vorstellt),  also  ist  auch  die  Zahl  der  unvollkommen 
begrenzten  Raumtheile  gleich 

(30)  2-h2Ay 

und  folglich  die  Zahl  der  ganz  begrenzten,  oder  der  Körper 
(indem  man  (30)  von  (29)  abzieht)  gleich 

(31)  —l-hU—A-^T, 

Die  beiden  Ausdrücke  (30)  und  (31)  können  übrigens  auch  auf  ähn- 
liche Weise  gefunden  werden  wie  die  Formel  (29). 

13. 
Nimmt  man  an,  jede   der  genannten  Abtheilungen  (No.  12)  bestehe 
nur  aus  einer  Ebene,  und  die  Anzahl  der  Abtheilungen  sei  gleich  n,  d.  h., 
nimmt  man  an,  es  sei 

a  =  6  =  c  =  --«  =  2:=l, 
und  zugleich 

so  ist  offenbar 

r7_«        ._  n(n—l)           ,                ^(n— l)(n^2) 
U-ny    A-       j2         ^"^     ^- 17273 

Also  folgt  (29): 

„Dass  n  beliebige  Ebenen  den  Raum  höchstens  in 

(32)  i_H„+i^il4-  «(«-l)("-2) 


a-\-h-\-c-\--'--\-z  =  n. 


1.2  1.2.3 


^e^  r«fc0  Ae  Tkäau  der  Ehen«  irnJ  d 

Thesit«  tk^il^B  köonen.  von  welchen  (30)- 

■33;  2-t-iiCi»— I) 

uiiTollk^->iBBea  and  (31) 


,^^ 


m(_m-l)      ■(^-l)(n-2)  _  (.i-l)(it-2)(«^3) 
1.*     '^  1.2.3  1.2.3 


fXBi  b^cnrait  sind.* 

Wie  nMB  sieht,  seigt  die  letzte  Fonnel  (34)  gsnz  richtig  an,  dass 
nk4ii  «mieer  als  4  Ebeaen  einen  Körper  begrenzen,  und  dass  dieselben 
our  einen  Köqter  hefienien  Icönncn.  Femer  lehrt  sie  uns,  dass  5  Ebenen 
«uf  <>inmal  4.  6  Eb«ten  auf  einmal  10,  7  Ebenen  ^.  und  z.  B.  100  Ebenen 
atttf  einmal  106^49  Körper  begrenzen  kÖnneD,  und  zvar  findet  solches 
allemal  Statt,  wenn  von  den  Ebenen  nicht  drei  mit  einer  und 
derselben  Linie  parallel  sind,  und  auch  nicht  vier  Ebenen  durch 
<'in^n  and  denselben  Pnncl  geben. 


14. 


Nimmt  man  an.  dass 
halten.  1-  B.  lUss 


einige  Abiheilungen  eine  einzige  Ebene  ent- 


M").  uml  Ivreieknet  dit-  l'nivtoen.  Amben  und  Temen  der  Zahlen  a,  byC,d, ... p, 
«vWbi-  iW  Anzahl  EKiieo  der  ül>rigen  ÄbtheilungeD  bezeichnen,  durch  U,, 
,1,  ttftd   r,.  Ä^  »*< 


1.2 

,(„_!)(,  _2) 
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nur  zum  Theil,  dagegen  aber 

(37)  (  ^•'^ 

m(m — 1)  ^    m(/?i — IX^ — 2) 


1.2       '  1.2.3 

ganz  begrenzt  sind.^ 

15. 

Werden  die  verschiedenen  Abtheilungen  von  a,  b,  c,  . , ,  z  Parallel- 
ebenen (No.  12)  von  a  Parallelkugelilächen  (concentrischen  Kugelflächen) 
durchschnitten,  so  steigt  dadurch  die  Anzähl  der  Raumtheile  um  a(2-h2^1), 
nämlich  diurch  jede  Kugelfläche  gerade  um  eben  so  viel  als  die  Anzahl 
der  Theile  beträgt,  in  welche  sie  von  den  vorhandenen  Ebenen  getheilt 
wird,  also  durch  jede  um  2-{-2A  (No.  12);  durch  eine  zweite  Abtheilung 
von  b  Parallelkugelflächen,  welche  sowohl  die  vorhandenen  Ebenen  als  auch 
die  Q  Kugelflächen  durchschneiden,  nimmt  die  Zahl  der  Raumtheile  um 
b(2-h2-4-h2at7)  zu,  weil  nämlich  jede  der  b  Kugelflächen  durch  die  vor- 
handenen Ebenen  und  Kugelflächen  nach  (27)  in  2-f-2-d-f-2aü' Theile 
getheilt  wird,  und  sie  mithin  die  Zahl  der  Raumtheile  um  eben  so  viel  ver- 
mehrt Aus  gleichen  Gründen  folgt,  dass  durch  eine  dritte  Abtheilung  von  c 
Parallelkugelflächcn,  welche  alle  vorhandenen  Ebenen  und  Kugelflächen  sclmei- 
dcn,  die  Zahl  der  Raumtheile  höchstens  um  c[2-f-2-4-f-2(a+b)f7-f-2ab], 
desgleichen  durch  eine  vierte  Abtheilung  von  b  Parallelkugelflächen,  um 

b[2-h2^-h2(a-Hb-hc)t7-h2ab-h2ac+2bc],  u.  s.  w. 

vermehrt  wird.     Daraus  folgt  (No.  12): 

„Dass  der  Raum  durch  a,  b,  Cy  . , ,  z  Parallelobenen,  verbunden 
mit  a,  b,  c,  . . .  3  Parallelkugelflächen,  höchstens  in 

1-^ü-hA-hT 
-ha(2+2^) 
-hb(2+2^+2aC^) 
-hc[2-h2^+2(a+b)Z7+2ab] 
-hb[2+2^-h2(a4-b+c)i7+2ab-i-2ac-i-2bc] 


(38) 


-hä[2-h2^-h2(a-hbH hg)C7+2ab-h2acH h2f^] 

=  l-hü-hA-hT-\-2UA-h2^U-h2U-h2Z 

Theile  getheilt  wird,  von  welchen  (No.  12) 

(39)  2-h2^ 
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Uaber  die  Thaihug  der  Ebene  und  des  Bsuniei. 


nur  zum  Theil,  dagegen  die  übrigen 

(40)  —l-hU—A-i-T-h2yXA-\-2^ü+2Xi+2Z 

ganz  begrenzt  sind."  U,  A,  T  bedeuten  dabei  die  Unionen,  Amben 
und  Temen  der  Zahlen  a,  b,  c,  . ..  z  und  U,  S,  3^  die  Unionen,  Amben 
und  Temen  der  Zahlen  a,  b,  c,  . . .  g. 

16. 
Aus  den  allgemeinen  Ausdrücken  (No.  15)  lassen  sich  folgende  spe- 
cielle  ableiten: 
Setzt  man 

a^b^c  =  -"  =  z^i     und     «H-A-l-c-t hz  =  «, 

desgleichen 

a  =  'b  =  c  =  "-  =  j  =  l    und    0+b+c-l l-i  =  n, 

SU  ist 


ir= 


A  = 


"C»-l).     rr_   «(«-l)(«-2) 


1.2.3 


^ 


und  OS  folgt  C^y. 

qllass  n  beliebige  Ebenen,   verbunden  mit  n  beliebigen  Ku- 
g<tinXühon,  den  Raum  höchstens  in 

.(— 1)    ,     .(»-l)(n^2) 
1.2.3 


ll-t-iiH — 


(■tl) 


1.2 


H-„»(n-l)+„n(n-l)+2n+2-!(5=JüCS=?)_ 

Thoilo  thoilen,  von  welchen 
(■li)  2+nC«-l) 
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desgleichen 

q  =  x  =  ^=''  =  i  =  l  •  und    q+r+i5H f-ä  =  m, 

80  ist,  wenn  man  die  Unionen,  Amben  und  Temen  der  (übrigen)  Zahlen 
Gy  by  Cy  . . .  p  duTch  f/, ,  A^  und  jT,,  und  der  Zahlen  a,  b,  c,  . . .  ^)  durch 
ttp  S,  und  %^  bezeichnet, 

rr      TT  A        A  TT       ^(m — 1) 

ü=  ü,-^m;     A  =  A,-^mü^-^ ^^  ^    ^  ; 

T—T   I   ml    I     ^<^^— 1)  xr    ■     m{m—l)(:m—'i)  , 
—  ^i-+-^*-^,H j-2 ^iH E273 ' 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Formehi  (No.  15),  so  folgt: 

„Dass  der  Raum  durch  a,  i,  c, .  ..^  Parallelebenen  und  m  be- 
liebige Ebenen,  verbunden  mit  a,  b,  c,  . . .  ^)  Parallelkugelflächen 
und  m  beliebigen  Eugelflächon,  höchstens  in 

(^44)    /   +2(m+m)U,i7j-|-(w-|-tn)(w+m— l)U,+2(m-f-m)a, 

m(m — 1)       vi(m — l)(w — 2) 


1.2        '  1.2.3 

+2m+mm(7n+m-2)+2^^^-i^<;f-^^ 

Tbeile  getheilt  werden  kann,  von  welchen 

(45)  2-^2A^-\-2mü^-\-m{vi—V) 

nur  zum  Theil,  und 

\-^ü—A,+T,^2Vi,A,-\-m,  £/,-f-2U,4-2S, 

-^^— -  -f-tn  (m— l)4-2mm  1  C7,+(w-^2m)/l, 
+2(w+m)U,t7j+(m+m)(w-f-tn  — l)U,-}-2(m+m)^}(, 

w(m — 1)   ^   m(m — l)(w — 2) 


(46) 


1.2        '  1.2.3 

/     .         rt\  .  o     .  o  m(m— l)(m— 2) 
-f-wm(m-|-m— 2)+2m-f-2— ^        ^^         ^ 


1.2.3 
ganz  begrenzt  sind." 
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Oder  bezeichnet  mau  die  UnionoD,  Amben  und  Temen  der  Zahlen 
a,  b,  c,  . . .  p  und  der  Zahl  m  durch  (7„  A^,  T„  desgleichen  der  Zahlen 
a,  6,  c,  ...  p  und  der  Zahl  m  durch  U,,  S,,  £,,  so  ist 


m(m — 1) 


,,     „(m-l)m(in+l). 
"■"'' 1X3 ' 


1.2      •*— -^^      1.2 
und  es  verwandeln  sich  also  die  Äusdrüclte  (44),  (45)  und  (46)  in  folgende: 

/  n-£;,+^,+j;+2U,^,+2a,  o',-i-2u,+2S. 

H  (^^^^i^  +m(m- 1))  j;.+(m(™-l)+m(m-l))U, 


(47) 


<»■- 1)     „(m-l)K.»+l)     .(m-l)m(m+l). 
1.2  "  1.2.3  1.2.3 


(48)  2+2^,+m(m— 1); 

( -n-£r,-^.+r,+2u,^,+2a,P,+2u,+s, 

-(^^^;i^+»>Cm-l))p,+(™(».-l)+m(m-l))«, 


(4i)) 


m(m— 1)  _     (m—l)m{m+-i)  _    (m— l)m(m+l) 
1.2  1.2.3  1.2.3 


18. 
Lässt  man  bei  der  Verbindung  von  £bcnen  und  Kagelflächen  (No.  15) 
nach  und  nach  alle  Ebenen  bis  auf  eine  einzige  weg,  so  reducirt  «ich 
die  Formel  (38)  auf 

l+H-2a+2UH-2S. 
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19. 

Setzt  man 
und  zugleich 

a-hb-hcH h8  =  n, 

so  ist 

,^               j    Q.       n(n— l)(n— 2) 
U  =  n    und    S  =  —^-123 ' 

und  es  folgt  (No.  18): 

„Dass  n  beliebige  Kugelflächen  den  Kaum  höchstens  in 

(52)  2n+2  "^"~'^^;~'^ 

Theile  theilen  können,  von  welchen 

n(n— IXn— 2) 


(53)  — l-h2n+2 

ganz  begrenzt  sind.^ 


1.2.3 


20. 

Reduciren  sich  nur  einige  Abtheilungen  auf  eine  einzige  Kugelfläche, 
z.  B.  so,  dass 

q  =  r  =  j5  =  ---  =  8  =  l, 
und  zugleich 

q-+-t-höH f-8  =  m, 

so  ist,  wenn  man  die  Unionen,  Amben  und  Temen  der  Zahlen  a,  b,  c, . . .  p 
durch  U,,  91,  und  £,  bezeichnet, 

1^      1^  .         cf     ci-        cir       m(m— 1)  y^  .    m(m— l)(m— 2) 
tt  =  tt,-+-m;    %  =  a:,-hma,H 12"  ^>"' ^""f  23 ' 

und  daraus  folgt  (No.  18): 

„Dass  der  Raum  durch  a,  b,   c,   ...  p  Parallelkugelflächcn, 
verbunden  mit  m  beliebigen  Kugelflächen,  höchstens  in 

(54)  2i:t,-h22:,-hm(m-l)U,+2ma,+2m+2  m(m-lXm-2) 
Theile  getheilt  werden  kann,  von  welchen 

(55)  _i4-2tt,-h25t,+m(m-l)U,+2ma,-h2m-h2  "^(.^-^X^-"^) 
ganz  begrenzt  sind.^ 


<)4  Ueber  die  TheiluoK  der  Ebene  und  d«»  Raumes. 

Oder  bezeichnet  man  die  UDionea  und  Temen  der  Zahlen  0,6,  c,  ...  f 
und  m  durch  U,  und  S!,,  so  ist 

anstatt  der  Formeln  (54)  und  (55),  die  beiden  folgenden 


wodurch 
erhält: 

(f.7) 


■2U,+2I,+m(in-l)ll,-4iü 
-l+2U,+2!E,+in(in -^1)11,-4 


(m— l)m(m-t-l) 


1.2.3 
(m— l)m(in+l) 


Leichter  Beweis  eines  stereometrischen  Satzes 
von  Euler,  nebst  einem  Zusätze  zu  Satz  X. 

auf  Seite  12. 


Grelle'»  Journal  Band  I.  S.  364—367. 


Hierzu  Taf.  XIII  Fig.  1. 


Leichter  Beweis  eines  stereometrischen  Satzes 
von  Euler,  nebst  einem  Zusätze  zu  Satz  X. 

auf  Seite  12. 

Bekanntlich  hat  Bkder  zuerst  den  für  die  Theorie  der  Polyeder  wich- 
tigen und  fruchtbaren  Satz  aufgestellt  und  bewiesen: 

„Dass  bei  jedem  von  ebenen  Flächen  begrenzten  Körper  die 
Anzahl  der  Ecken  E  und  die  Anzahl  der  Seitenflächen  F  zu- 
sammen immer  um  2  grösser  sind   als   die  Anzahl  der  Kanten 

Kj  also  dasa 

E-\-F=  K-\-2 

ist« 

Später  hat  Legendre^  mit  Hülfe  des  Satzes  vom  Inhalte  sphärischer 
Vielecke,  einen  einfacheren  Beweis  des  jEW^rschen  Satzes  gegeben,  welchen 
auch  z.  B.  M.  Hirsch  in  seine  Sammlung  geometrischer  Aufgaben  aufge- 
nommen hat.  Dieser  Beweis,  obschon  sehr  sinnreich,  befriedigte  den  Ver- 
fasser dieses  Aufsatzes  bei  dem  geometrischen  Werke,  an  welchem  er  ar- 
beitet, deshalb  nicht,  weil  er  ihn,  seinen  Zwecken  gemäss,  nicht  unter  die 
ersten  Betrachtungen  über  die  von  ebenen  Flächen  begrenzten  Körper  auf- 
nehmen konnte.  Er  vermuthete,  dass  ein  so  einfaches  Gesetz  sich  auch 
durch  eine  einfachere  Betrachtung  müsse  beweisen  lassen,  und  seine  Ver- 
muthung  bestätigte  sich,  da  er  nicht  allein  selbst  einen  befriedigenden 
Beweis  fand,  sondern  auch  später  erfuhr*),  dass  schon -Cat^Ay  (XVI .  Cahier 
des  Journals  der  Ecole  Polytechnique)  zwei  höchst  einfache  imd  elementare 
Beweise  desselben  Satzes  gegeben  habe,  desgleichen  dass  Professor  Rothe, 
in  dem  Kastnerschen  Archiv  der  gesammten  Naturlehre,  Band  IV,  eben- 
falls einen  Beweis  des  nämlichen  Satzes  mitgetheilt  habe,  den  er  für  neu 
hält,  der  es  aber  eigentlich  nicht  ist,  sondern,  der  Hauptsache  nach,  auf 
denselben  Gründen  beruht   wie  der  CauchyscliCj  nur  dass  ihm  die  Kürze 


^  Grelle' s  Journal,  Bd.I.  Seite  228. 
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und  Einfachhoit  dessolben  mangelt.  Endlich  fand  der  Verfasser,  dua 
Gergonne  in  einem  Auszuge  aus  einer  Abhandlung  von  IJmäür  eüieo 
eigenthtimUcben  Beweis  de»  Satzes  gegeben  hat,  der  mit  dem  hier  fol- 
genden, vom  Verfasser  herrührenden,  im  Wesentlichen  übereinkommt 
Dieser  Beweis  wird  hier  mitgetheilt,  weil  er  seiner  Einfachheit  w^en 
allgemein  bekannt  zu  sein  verdient. 

Es  sei  im  Räume  irgend  ein  von  ebenen  Flächen  begrenzter  Körper 
gegeben.  Aus  irgend  einem  Puncto,  der  ausserhalb  desselben,  und  mit 
keiner  seiner  Seitenflächen  in  einerlei  Ebene  liegt,  projicire  man  die  Ober- 
fläche des  Körpers  auf  irgend  eine  beliebige  Ebene,  so  entsteht  in  dieser 
Ebene  ein  Netz,  wie  z.  B.  Fig.  1,  welches  c'ben  so  viele  Vielecke  derselben 
Gattung,  oben  so  viele  gerade  Linien  und  eben  so  viele  Poncte  (A,  B, 
C,  . . .  a,  6,  c,  . . .  a,  ß,  7,  . . .)  hat,  als  der  Körper  respective  Seiten- 
flächen, Kanten  und  Ecken. 

Bc/.eichnet  man  nun,  wie  oben,  durch  F,  K  und  E  rospective  die 
Seitenßächen ,  Kanten  und  Ecken  des  Körpers,  so  lässt  sich  die  Summe 
der  Winkel  2  aller  Vielecke  <ies  Netzes  zusammen  auf  folgende  zwei  Arten 
ausdrücken : 

Erstlich.  Wenn  mau  erwägt,  dass  jede  Linie  der  Figur  Seite  zweier 
Vielecke  ist,  und  daas  die  Summe  der  Winkel  jedes  Vielecks  so  oft  raal 
2R  (2  Rechte)  beträgt  als  es  Seiten  hat,  weniger  4R,  mithin  die  Wiakel- 
summe  aller  Vielecke  zusammen  so  oft  mal  4R  ausmacht  als  in  der  Figur 
Linien  vorhanden  sind,  weniger  so  oft  mal  4R  als  Vielecke  da  sind,  so 
folgt,  dass 

(1)  2  =  KA^—FAU. 

Zweitens.  Wenn  man  erwagt,  dass  die  Winkel  an  den  Grenzpancten 
A,  D,  C,  D,  ...,  welche  zusammen  zwei  mal  die  Winkel  des  Grenzviel- 
ccks  AB  CD...  ausmachen,  so  oft  mal  4R  betragen  als  Grenzpuncte  sind, 
weniger  HR,  und  dass  forner  um  jeden  im  Innern  der  Figur  liegenden 
,'  i,  .-,  ./,  ...  o,  S.  T,  5,  . .  .  <\k-  Wiiikolsi 
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Da  jedes  einzelne  Vieleck  des  Netzes  von  einer  Seitenfläche  des 
Körpers,  die  ein  Vieleck  derselben  Gattung  ist,  herrührt,  so  ist  die  Win- 
kelsumme  aller  Vielecke  des  Netzes  gleich  der  Winkelsumme  aller  Seiten- 
flächen des  Körpers,  und  daher  folgt  auch  aus  (2): 

„Dass  die  Winkelsumme  aller  Seitenflächen  eines  Körpers 
zusammengenommen  so  oft  mal  4K  beträgt  als  der  Körper  Ecken 
hat,  weniger  8R." 

Dieser  Satz  ist,  wie  man  sieht,  auf  merkwürdige  Weise  mit  dem  über 
die  Winkelsumme  des  Vielecks  in  der  Ebene  analog. 

Eine  grosse  Menge  merkwürdiger  Folgerungen  aus  dem  obigen  Satze 
nebst  anderen  polyedrischen  Sätzen  flndet  man  in  zwei  Abhandlungen  von 
JEider,  in  den  Novi  Commentarii  acad.  scient  Petrop.  Tom.  IV,  p,  109 
und  140;  in  den  Elementen  der  Geometrie'  von  Legendre  (S.  380  und  409 
der  (//'^/feschen  Uebersetzung);  im  zweiten  Theil  der  Sammlung  geome- 
trischer Aufgaben  von  M.  Hirsch  (S.  89 — 100);  in  den  Annales  de  Ma- 
thematiques  von  Gergonne,  Tom.  III.  p.  169,  Tom.  IX.  p.  321,  und 
Tom.  XV.  p.  157.  — 


Ich  schliesse  diesen  Aufsatz  mit  der  nachträglichen  Bemerkung,  dass 
sich  aus  dem  Satze  X.  auf  Seite  12  leicht  der  folgende  herleiten  lasse: 

„Wenn  in  einer  Ebene  eine  Ellipse  der  Grösse  und  Lage  nach  gegeben 
ist,  und  die  Glastafel  in  beliebiger  veränderlicher  Lage  auf  der  Ebene  senk- 
recht steht,  so  ist  der  Ort  des  Auges,  von  dem  aus  die  Ellipse  als  Kreis 
auf  der  Glastafel  erscheint,  eine  Fläche  vierten  Grades.  Sind  a,  b  die 
Halbaxen  der  Ellipse,  und  wählt  man  die  gegebene  Ebene  nebst  den  bei- 
den, auf  ihr  senkrecht  stehenden  und  durch  die  Axen  der  Ellipse  gehenden 
Ebenen  zu  Coordinaten-Ebenen,  so  ist  die  Gleichimg  dieser  interessanten 
Fläche 

Wird  a  gleich  b  gesetzt,  d.  h.,  ist  anstatt  der  Ellipse  ein  Kreis,  dessen 
Radius  gleich  a,  gegeben,  so  reducirt  sich  die  Fläche  auf  den  zweiten 
Grad,  nämlich  auf 

(B)  z^^y^  —  x'  =   ^a\ 

cL  h.  auf  diejenige  Fläche  zweiten  Grades,  die  von  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel,  welche  sich  um  ihre  zweite  Axe  herumbe- 
wegt, beschrieben  wfrd. 

Es  folgt  daher  umgekehrt  der  nachstehende  Satz: 

„Wird  eine  gleichseitige  Hyperbel  um  ihre  zweite  Axe  herumbewegt, 
so  beschreibt  sie  eine  einfache  hyperbolische  Fläche  zweiten  Grades,  und 
die  Scheitel  der  ersten  Axe  beschreiben  einen  in  dieser  Fläche  liegenden 

7* 


100 


Leicbter  Beweis  eines  storeometrischeii  S«tzei  von  Enler. 


Kieia.  Jeder  beliebige  Kegel  nun,  dessen  Scheitel  in  der  Fläche  lieg;t, 
und  welcher  durch  den  Kreis  geht,  ist  so  beschaffen,  dass  die  Ebenen  der 
diesem  Kreise  antiparallelen  Kreiaachnitte  mit  der  genannten  Drehaxe 
parallel  aind,  und  dass  also  die  Ebenen  irgend  zweier  antiparallelen  Kreis- 
schnitte dieses  Kegels  zu  einander  senkrecht  sind." 

Wenn  oben  statt  der  Ellipse  eine  Hyperbel,  deren  Halbaxen  ebenfalls 
a,  b  sein  sollen,  g^ben  ist,  so  erhält  man  anstatt  der  Fläche  (A)  die 
folgende: 

Jede  der  beiden  Flächen  (A)  und  (C)  hat  die  Eigenschaft,  dass  sie 
durch  Bewegung  einer  veränderlichen  Curve  zweiten  Grades  erzeugt  wird, 
nämlich  jede  Ebene,  welche  durch  die  z  Axe  geht,  schneidet  die  Fläche 
in  einer  solchen  Curve. 


Verwandlung  und  Theilung  sphärischer 
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Grelle' s  Journal  Band  ü.  S.  45—63. 


Hierzu  Taf.  XIO— XVI  Fig.  1—17. 


Verwandlung  und  Theilung  sphärischer 
Figuren  durch  Construction. 

1. 

In  den  Elementen  der  Geometrie  (Anmerk.  X.)  beweist  Legendre 
den  merkwürdigen  Satz: 

„dass  die  Scheitel  aller  sphärischen  Dreiecke  über  derselben  Grund- 
linie mid  von  gleichem  Flächeninhalte  in  einem  bestimmten  kleinen 
Kreise  liegen", 
ein  Satz,    welchen  Leaell  zuerst   gefunden  hat  {Nova  acta  PetropoUtanay 
V.  Band,  I.  Theil). 

Die  künstlichen  Ausdrücke,  welche  für  den  Radius  des  genannten 
Kreises  und  zur  Bestimmung,  der  Lage  seines  Mittelpunctes  gefunden  wer- 
den, sind  nicht  geeignet,  die  eigentliche  Lage  des  Kreises  leicht  erkennen 
zu  lassen,  noch  weniger,  denselben  danach  leicht  construiren  zu  können. 
Da  aber  auf  diesen  Satz  mancherlei  Untersuchungen  gegründet  werden 
können,  wie  z.  B.  die  Verwandlung  und  Theilung  der  sphärischen  Figuren, 
so  war  eine  genauere  Bestimmung  desselben,  so  wie  ein  einfacherer  Beweis, 
sehr  wünschenswerth.  In  der  That  findet  sich,  dass  der  genannte  Ortskreis, 
ohne  dass  man  nöthig  habe,  irgend  welche  Rechnung  zu  Hülfe  zu  nehmen, 
unmittelbar  construirt  werden  kann,  und  dass  auch  der  Satz  selbst  durch 
eine  ganz  elementare  Betrachtung  sich  beweisen  lässt. 

In  dem  Folgenden  soll  daher  der  LexelhchiQ  Satz  dahin  vervollstän- 
digt werden: 

„dass  der  Ort  der  Scheitel  aller  sphärischen  Dreiecke  über  der- 
selben Grundlinie  und  von  gleichem  Flächeninhalt  ein  bestimmter 
kleiner  Kreis  ist,    welcher   durch  die   beiden  Gegenpuncte 
der  Endpuncte  der  Grundlinie  geht." 
Hiernach  ist  alsdann  der  Ortskreis  leicht  zu  construiren,  und  dadurch 
wird  man  in  den  Stand  gesetzt,  durch  Hülfe  dieses  Satzes  eine  Reihe  von 
Aufgaben  über  Verwandlung   und  Theilung   der   sphärischen  Figuren   zu 
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löseD,  welche  denen  bei  gendlin^en  Fieüren  in  der  Ebene  aomlog  sind, 
d.  h..  man  kann  aLidann  durch  blo^äe  Coostractiün  jeA^  beliebife  sphärische 
Polygon  sncceäsivc  in  ein  Dreieck  oder  Zseierk.  »»ler  auch  in  ein  sphä- 
risches Quadrat  verwamlcln.  dt.-::^leichen  jede«  eeeebeoe  »phäri^be  Dreieck  ■ 
(oder  Polygtm)  tod  einem  gegebenen  E^wcte  ans  in  zwei  ^icbe  Theile, 
oder  nach  sonstigen  Bedingni^n.  tbeilen. 


Jeder  Kreis  auT  der  Eueelfläche.  de&wn  Ebene  dorth  dm  Mittelponct 
der  Engel  geht,  heisse  ein  Haaptkreis,  jeder  andere  dagegen  Sphären- 
kreis oder  auch  schlechthin  Kreis.  Der  Bogen  eines  Hanptkteiaea  aus 
dem  Pol  eines  Sphärenkreise«  bis  an  irgend  einen  Puoct  der  Peripherie 
des  letzteren  heifde  sphärischer  Radius  desselben.  Ein  durch  2,  3,- 4, ... 
Hauptkreiä '  Bogen    begrenzter   Theil    der   KogeUäcbe    heisiie    Sfdüiisches 

Zweieck.  Dreieck.  Viereck wie  gewöhnlich.   Ein  Hauptkreiä,  der  einen 

anderen  Kreis  berührt,  heisse  sphärische  Tangente  an  letzteren. 

Die  Sätze:  ,dass  die  sphärischen  Tangenten  eines  Sphäteokreises  auf 
dem  zngehörigen  sphärischen  Radius  senkrecht  stehen;"  —  „^mss  der  Durch* 
schnittspunct  zweier  sphärischen  Tangenten,  die  dmselb^  Kreis  beräiren, 
gleich  weit  von  beiden  Berühmngspuncten  entfernt  ist:~  ^  „and  da^  im 
gleichäcbenkligen  sphärischen  Dreieck  die  Winkel  an  der  Grandlinie  eiii- 
ander  gleich  sind.nnd  umgekehrt:'  sind  leicht  zu  beweisen  und  ans  der 
Etementaigeometrie  bekannt. 

3. 
In  einen  beliebigen  Sphärenkreis,  dess^i  Pol  J/  ist  (Fig.  1),  sei  ein 
sphärisches  Viereck  ABCD  eii^eschriebeiL  Nach  den  Ecken  des  Vierecks 
ziehe  man  die  sphärischen  Radien  MA,  MB.  .l/<\  HD.  welche,  da  sie 
einander  gleich  sind,  mit  den  Seilen  dos  Vierecks  vier  gleichschenklige 
Dreiecke  AMB,  BMC  ...  bilden,  in  denen  die  Winkel  an  den  Gnmd- 
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4. 

Zieht  man  in  dem  sphärischen  Viereck  AB  CD  (Fig.  2)  im  Kreise 
die  sphärische  Diagonale  ACy  so  hat  man  zufolge  des  vorliegenden  Satzes 

a-\-c — B  =  D — a — if. 
Ebenso  hat  man 

a^-\rC^—B^  =  D— a— 7, 
und  mithin 

a-{-c — B  =  a,-+-c, —  ß, ; 
das  heisst:  „Bei  allen  sphärischen  Dreiecken  ABC,  ABfi^  ..., 
welche  über  der  nämlichen  sphärischen  Sehne  AC  und  auf  der 
nämlichen  Seite  in  einen  Sphärenkreis  beschrieben  werden,  ist 
der  unterschied  zwischen  dem  Winkel  (ß, ^4,...)  an  der  Spitze 
und  der  Summe  der  Winkel  (a-+-c,a,-+-c,, ...)  an  der  Grundlinie 
constant.^    Und  umgekehrt: 

„Der  Ort  der  Scheitel  (ß,  ß,,...)  aller  sphärischen  Dreiecke 
ABC,  AB^C,  ...  über  der  nämlichen  Grundlinie  ^C,  bei  welchen 
der  Unterschied  zwischen  dem  Winkel  an  der  Spitze  und  der 
Summe  der  Winkel  an  der  Grundlinie  gleich  ist  einer  gegebenen 
Grösse,  ist  ein  bestimmter  Sphärenkreis,  welcher  durch  die  End- 
puncte  A,  C  der  Grundlinie  geht." 

Nimmt  man  ati,  die  Grundlinie  A  C  gehe  durch  den  Pol  M  des  Kreises, 
so  folgt,  vermöge  der  gleichschenkligen  Dreiecke  AMB  und  BMC,  dass 

B  =  a-{-c, 

d.h. 

„Bei  jedem  in  einen  Sphärenkreis  beschriebenen  sphärischen  Dreiecke, 
das  den  sphärischen  Durchmesser  des  Kreises  zur  Grundlinie  hat,  ist  der 
Winkel  an  der  Spitze  gleich  der  Summe  der  Winkel  an  der  Grundlinie;" 
und  umgekehrt:  „der  Ort  der  Scheitel  aller  sphärischen  Dreiecke  über  der 
nämlichen  Grundlinie,  bei  welchen  der  Winkel  an  der  Spitze  gleich  ist  der 
Summe  der  Winkel  an  der  Grundlinie,  ist  die  Peripherie  des  Sphären- 
kreises, welcher  die  Grundlinie  zum  sphärischen  Durchmesser  hat." 

5. 

Es  sei  ABC(^\%.  3)  ein  beliebiges  sphärisches  Dreieck.  -4,,  ß,  sollen 
die  Gegenpuncte  von  A,  B,  also  die  Bogen  ACA^^  BCB^  halbe  Haupt- 
kreise sein,  so  finden  zwischen  den  Winkeln  der  beiden  sphärischen  Drei- 


der  Summe  der  übrigen,*'  welcher  sich  auf  gleiche  Weise  beweisen  lässt.  Es  steht 
ihm  ein  anderer  Satz:  „Bei  jedem  sphärischen  2nEck  um  den  Kreis  ist  die 
Summe  der  Seiten  mit  geraden  Nummern  gleich  der  Summe  der  übrigen,** 
gegenüber,  welcher  eben  so  leicht  zu  beweisen  ist. 
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ecke  ACH  und  A/'B,  folgende  Beziehungen  Statt: 

c  ^  c, ;    a^^a,;    ß  =  ft, , 
und  da 

a-t-a  =  i+p  =  2R  (2  Rechte), 
so  ist  auch 

und  folglich 

a-^_6^-c  =  c— (fl,-l-6,)+4B, 
d.  h.    „bleibt  die  Summe  o-l-i+c  constant,  so  bleibt  auch  der  Unter- 
schied c, — («,+i,)  constant," 

Nun  folgt  aus  dem  bekannten  Satze,  wonach  der  Flächeninhalt  eines 
sphärischen  Dreiecks  aus  der  Summe  seiner  drei  Winkel  gefunden  wird, 
dass  für  alle  sphärischen  Dreiecke  ABC  iiber  derselben  Grundlinie  AB 
und  von  gleichem  Flächeninhalt  die  Summe  der  drei  Winkel  («H-J+c) 
constant  bleibt.  Daher  bleibt  auch  in  den  zugehörigen  Dreiecken  A^CB, 
der  Unterschied  c, — (a,'^-(>^'),  d.  h.  der  Unterschied  zwischen  dem  Winkel 
(c,)  an  der  Spitze  und  der  Summe  (ci,+i|)  der  Winkel  an  der  Grundlinie, 
constant,  folglich  ist  der  Ort  des  Scheitels  C  die  Peripherie  eines  Sphären- 
kreises, der  durch  die  Puncte  A^,  ß,  geht  (No.  4).  Daraus  folgt  der  nach- 
stehende merkwürdige  und  fruchtbare  Satz: 

„Der  Ort  der  Scheitol  aller  sphärischen  Dreiecke  ABC  über 
derselben  Grundlinie  AB  und  von  gleichem  Flächeninhalt  ist 
die  Peripherie  eines  bestimmten  Sphärenkreisos,  der  durch  die 
Gcgenpuncte  A,,  B^  der  Endpuncte  A,  B  der  gemeinschaftlichen 
Grundlinie  geht." 
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kann;  beide  Ortskreise  sind  aber  nothwendiger  Weise  einander  gleich, 
schneiden  einander  in  den  Puncten  A^,  ß, ,  ihre  Ebene  bilden  mit  der 
Ebene  des  Hauptkreises  ABA^B^  gleiche  Winkel,  und  die  Gerade,  welche 
ihre  Pole  verbindet,  steht  auf  der  letzteren  Ebene  senkrecht.  In  dem  be- 
sonderen Falle,  wo  die  Summe  der  Winkel  des  Dreiecks  gleich  vier  Rechten 
ist,  d.  h.  wo 

a-hb-hc  =  4R, 

ist  c,  gleich  a^-hf>^  (No.  5),  utid  daher  ist  A^B^  ein  sphärischer  Durch- 
messer für  jeden  der  beiden  genannten  Ortskreise  (No.  4);  folglich  fallen 
beide  Ortskreise  in  einen  einzigen  zusammen,  dessen  Ebene  zu  der  Ebene 
des  Hauptkreises  ABA^B^  senkrecht  ist. 

7. 

Es  sei  P  (Fig.  4)  der  Pol  des  Hauptkreises  ABA^B,,  und  EPF  der- 
jenige  Hauptkreis,  welcher  die  Puncto  B,  B^  zu  Polen  hat.  Man  ziehe 
aus  ß,  durch  den  Pol  Jlf  des  Ortskreises  A^CB^  den  Quadranten  B^MG^ 
und  beschreibe  mit  ihm  aus  dem  Pole  G  den  Hauptkreis  B^DB,  so  hat, 
da  dieser  Hauptkreis  den  Kreis  AfiB^  in  B^  berührt,  weil  GMB^^  zu 
2>J5,  senkrecht  ist  (No.  2),  das  Zweieck  BDB^AB  mit  dem  Dreieck  ABC 
gleichen  Flächeninhalt.  Nun  ist  der  Bogen  DE  das  directe  Maass  für  den 
Flächeninhalt  des  Zweiecks  BAB^DBy  und  da  die "  Quadranten  PE  und 
GD  einander  gleich  sind,  also  auch  DE  gleich  PG  ist,  so  ist  auch  der 
Bogen  PG  ein  directes  Maass  für  den  Flächeninhalt  des  Zweiecks  jB^jB,Z)J5 
oder  des  Dreiecks  ABC;  d.  h.  in  demselben  Verhältniss,  in  welchem  sich 
der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ändert,  ändert  sich  auch  der  ihm  zugehörige 
Bogen,  und  umgekehrt,  so  dass  also  einem  Dreieck  von  doppeltem  Flächen- 
inhalt ein  zweimal  so  grosser  Bogen  entspricht.  Stehen  also  z.  B.  über 
derselben  Grundlinie  AB  zwei  Dreiecke  ABC  und  ABC^,  deren  Flächen- 
inhalte sich  verhalten  wie  nirriy  und  entsprechen  ihnen  respective  die 
Puncto  G,  Gl,  so  ist  auch 

PG :  PG,  =  mm, 

und  umgekehrt. 

Kann  man  also  den  Bogen  PG  in  ö,  so  theilen,  dass  PGiPG,  irgend 
einem  gegebenen  Verhältnisse  n:m  gleich  ist,  so  kann  man  auch  ein 
Dreieck  ABC,  finden,  welches  mit  dem  gegebenen  Dreieck  ABC  einerlei 
Grundlinie  und  in  Hinsicht  des  Flächeninhalts  das  nämliche  gegebene  Ver- 
hältniss hat 

8. 

Aus  dem  Bisherigen  ergeben  sich  unter  anderen  zunächst  die  Lösungen 
folgender  Aufgaben: 


lOS         Verwandlong  und  Theiltmg  spb&rischer  FigureD  durch  Cooali'nclion.. 

I.  Aufgabe.  „Ueber  derGnindlinie  .^jß  eineB  gegebenen  sphiriBcben 
Dreiecks  ABC  ein  glGichschenkliges  Dreieck  zu  errichten,  welches  mit 
jeaem  gleicheo  Flächeninhalt  hat." 

Man  lege  durch  den  Scheitel  6'  des  gegebenen  Dreiecks  nnd  dnreh 
die  Gegenpimcte  A^,  B^  der  Endpuncte  seiner  Grundlinie  den  Ortskrus 
A^CB^  und  errichte  aus  der  Mitte  der  Grundlinie  zu  dieser  einen  sphi- 
rischen  Perpendikel,  so  ist  der  Durchschnittspunct  dieses  Perpendikels  und 
jenes  Ortskreises,  zufolge  des  Obigen,  der  Scheitel  des  zu  constmirendm 
gleichschenkligen  Dreiecks. 

n.  Aufgabe.  „Uebor  der  Grundlinie  AB  eines  gegebenen  sphä- 
rischen Dreiecks  ABC  ein  anderes  Dreieck  zu  errichten,  welches  mit  üuq 
gleichen  Flächeninhalt  und  entweder  (Fall  1)  an  der  Gnmdliuie  einen  rechten 
oder  ii^end  einen  gegebenen  Winkel  a,  oder  (Fall  2)  eine  gegebene  Seite  hat" 

Auflösung  und  Beweis  sind  leicht  zu  finden.  Für  den  Fall  (2)  ist  die 
Auflösung  nicht  immer  möglich. 

in.  Aufgabe.  „Ein  sphärisches  Dreieck  zu  finden,  welches  mit 
einem  gegebenen  sphärischen  Dreieck  ABC  dieselbe  Grundlinie  AB  und 
gleichen  Flächeninhalt  hat,  und  dessen  Spitze  in  einem  gegebenen  Haupt- 
kreise K  liegt." 

Man  construire  den  Ortskreis  A,CB,,  so  schneidet  dieser  den  gege- 
benen Hauptkreis  K  in  denjenigen  zwei  Puncten,  in  welchen  allein  die 
Spitze  des  zu  constniirenden  Dreiecks  liegen  kann;  schneidet  er  ihn  nicht, 
so  ist  die  Auflösung  der  Aufgabe  unmöglich. 

IV.  Aufgabe.  „Ein  gegebenes  sphärisches  Dreieck  ABC  in  ein 
Zweieck  zu  verwandeln,  d.  h.,  ein  Zweieck  zu  finden,  welches  mit  dem 
Dreieck  gleichen  Flächeninhalt  hat." 

Man  suche  den  Pol  M  des  Orfskreises  A^CB,  (Fig.  4),  ziehe  den 
sphärischen  Radius  MB,  und  errichte  B^DB  senkrecht  zu  MB^,  so  ist 
BDB,AB  das  verlangte  Zweieck  (No.  7). 

V.  Aufgabe.    „Ein  sphärisches  Dreieck  zu  construiren,  dessen  Grund- 
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und  folglich  auch 

AABC  =  AADE. 

VI.  Aufgabe.  „Ein  sphärisches  Dreieck  zu  construiren,  welches  mit 
einem  gegebenen  sphärischen  Dreieck  ABC  gleichen  Flächeninhalt  hat, 
und  von  dessen  Seiten  zwei  der  Grösse  nach  gegeben  sind." 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  sowohl  durch  wiederholte  Anwendung  von  (II,  2) 
lösen,  als  auch  mittelst  (V)  auf  (11,  2)  zurückführen,  üebersteigt  der  genannte 
Flächeninhalt  eine  bestimmte  Grenze,  so  ist  die  Lösung  der  Aufgabe  unmöglich. 

Vn.  Aufgabe.    „Ein  sphärisches  Dreieck  zu  construiren,  welches  mit  ' 
einem   gegebenen  sphärischen  Dreieck  ABC  gleichen  Flächeninhalt   hat, 
und  von  welchem  eine  Seite  und  ein  Winkel  der  Grösse  nach  gegeben  sind." 

Diese  Aufgabe  lässt  sich,  wie  die  vorige,  durch  Hülfe  von  (11,  1)  und 
(V)  lösen. 

Vni.  Aufgabe.  „Ein  gegebenes  sphärisches  Viereck  in  ein  sphä- 
risches Dreieck  zu  verwandeln,  d.  h.  ein  Dreieck  zu  construiren,  welches 
mit  dem  Viereck  eine  Seite  und  einen  Winkel  gemein,  und  mit  ihm 
gleichen  Flächeninhalt  hat." 

Es  sei  AB  CD  (Fig.  6)  das  gegebene  Viereck.  Man  ziehe  eine  sphä- 
rische Diagonale  DB  und  verlängere  an  dem  einen  Endpuncte  derselben 
eine  Seite  des  Vierecks,  z.  B.  in  -ß  die  Seite  AB  nach  E  hin,  und  construire 
sodann  nach  (HI)  das  Dreieck  DBE,  welches  mit  dem  Dreieck  DBC  über 
derselben  Grundlinie  DB  steht  und  gleichen  Flächeninhalt  hat,  und  dessen 
Scheitel  E  in  der  Verlängerung  der  Seite  AB  liegt;  so  ist  AED  das  ge- 
suchte Dreieck,  welches  mit  dem  Viereck  AB  CD  gleichen  Flächeninhalt, 
und  den  Winkel  A  und  die  Seite  AD  gemein  hat. 

IX.  Aufgabe.  „Irgend  ein  gegebenes  sphärisches  Vieleck  in  ein 
anderes  zu  verwandeln,  welches  eine  Seite  weniger  hat." 

Diese  Aufgabe  wird  auf  ganz  ähnliche  Weise  gelöst  wie  die  vorige. 

Hieraus  folgt: 

^Dass  man  durch  blosse  Construction  jedes  gegebene  sphä- 
rische Vieleck  in  ein  sphärisches  Vieleck  irgend  einer  Gattung 
mit  einer  kleineren  Anzahl  Seiten,  folglich  jedes  gegebene  sphä- 
rische Vieleck  in  ein  Dreieck  oder  Zweieck  verwandeln  kann." 

9. 

Femer  ergeben  sich  aus  den  obigen  Betrachtungen  die  Lösungen  fol- 
gender Aufgaben.   ^ 

I.  Aufgabe.  „Ein  gegebenes  sphärisches  Dreieck  durch  einen  Haupt- 
kreis aus  einem  seiner  Winkel  in  zwei  gleiche  Theile  zu  theilen." 

Es  sei  ABC  (Fig.  7)  das  gegebene  Dreieck.  Man  construire  den 
Ortskreis  A^CB^,  dessen  Pol  M  ist.  Aus  dem  Pol  B  ziehe  man  den  Haupt- 
kreis EPQK     Femer  ziehe  man  den  Hauptkreis  DPMD^  so,   dass  er 
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zu  der  OruDillinie  AB  senbrecbt  ist  und  sie  in  D  halbirt;  alsdaDQ  bt  P 
der  Pol  des  Hauptkreises  ABA,B,.  Endlich  ziehe  man  den  Quadranten 
B^MG,  halbire  PG  \a  G,,  ziehe  den  Quadranten  G,M^B„  welcher  dea 
Hauptkreit<  DPMD^  in  M^  schneidet,  und  ziehe  aus  dem  Pole  3/,  mit 
dem  sphärischen  Radius  ^f^B^  den  Sphärenkreis  BfiaA^,  so  ist,  zuTolge 
(No.  7),  sowohl  das  sphärische  Dreieck  ABa,  als  auch  ABb,  halb  so  gross 
als  das  gegebene  Dreieck  A  BC,  und  folglich  leistet  jeder  der  beiden  Haapt- 
kreise  Aa  und  Bb  der  vorgelegten  Aufgabe  Genüge. 

Es  sei  Cc  der  dritte  Hauptkreis,  welcher  das  gegebene  Dreieck  ABC, 
der  Aufgabe  gemäss,  halbirt,  und  C\  sei  der  Gegcnpunct  des  Scheitels  C, 
so  liegen  also,  vermöge  der  vorstehenden  Auflösung,  sowohl  die  vier  Pnocte 
A^,  B,,  b,  a,  als  auch  B,,  C,,  c,  b,  so  wie  auch  6',,  A„  n,  c  in  einem 
Kreise.  Da  die  Ebenen  dieser  drei  Kreise  einander  im  AUgemeiaen  in 
einem  Puncte  0  schDcidcn,  so  treflen  auch  die  drei  Geraden  Afi,,  B^b,  C,e, 
in  welchen  die  nämlichen  Ebeneo  einander  schneiden,  in  demselben  Punct«  0 
zusammen,  und  folglich  schneiden  die  Ebenen  der  drei  llaüptkreise  AaA,^ 
BbB,,  CcC\  einander  in  einem  und  demselben  Durchmesser  SQO  der 
Kugel,  welcher  durch  den  Punct  0  gebt,  so  dass  folglich  die  drei  Uaupt- 
kreise  Aa,  Bb,  Cc  einander  in  einem  und  demselben  Puncte  Q  schneiden. 
Daraus  folgt  der  nachstehende  merkwürdige  Satz: 

„Die  drei  Hauptkreise  (^Aa,  Bb,  Cc),  von  denen  jeder  durch 
einen  Winkel  eines  gegebenen  sphärischen  Dreiecks  (ABC)  geht 
und  die  Fläche  desselben  halbirt,  treffen  einander  in  einem  und 
demselben  bestimmten  Puncte  Q." 

Durch  irgend  zwei  der  drei  Hauptkreise  ist  demnach  der  dritte  un- 
mittelbar gegeben. 

Der  vorstehende  Satz  findet  bekanntlich  auf  anali^  Weise  beim 
geradlinigen  Dreieck  statt,  bei  welchem  der  Punct  (Q),  in  welchem  die 
drei  Halbiningslinien  einander  schneiden,  zugleich  die  Eigenschaft  hat,  dass 
er  der  Schwerpunct  der  Fläche  des  Dreiecks  ist. 
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theilt  werden.  Man  verlängere  die  Seite  BC  nach  E  hin,  mache,  nach 
(No.  8,  III),  das  Dreieck  ACE  gleichflächig  mit  ACD  und  theile  das 
Dreieck  AEB  durch  den  Hauptkreis  AF  \n  zwei  gleiche  Theile  (I),  so 
ist  auch  AAFB  gleich  Viereck  AFCD,  folglich  leistet  der  Hauptkreis 
AF  der  Aufgabe  Genüge.  Hätte  man  statt  de^:  Seite  BC  die  Seite  DC 
nach  E^  hin  verlängert,  AACE^  gleich  AACB  gemacht  und  durch  den 
Hauptkreis  AF^  das  Dreieck  ADE^  halbirt,  so  müsste  man  alsdann 
noch  das  Dreieck  A CF^  in  A CF  verwandeln,  um  den  Hauptkreis  AF  z\x 
finden,  welcher  die  Forderung  der  vorgelegten  Aufgabe  erfüllt. 

Hat  man  erst  einen  Hauptkreis  AF  gefunden,  so  lassen  sich  daraus, 
mit  Hülfe  von  (No.  8,  HI),  die  drei  übrigen  Hauptkreise,  welche  aus  den 
drei  übrigen  Winkeln  ß,  6*,  D  das  Viereck  halbiren,  leicht  finden. 

IV.  Aufgabe.  „Ein  gegebenes  sphärisches  Viereck  durch  einen  Haupt- 
kreis, welcher  durch  einen  in  einer  Seite  desselben  gegebenen  Punct  geht, 
in  zwei  gleiche  Theile  zu  theilen." 

Es  sei  AB  CD  (Fig.  10)  das  gegebene  Viereck  und  E  der  gegebene 
Punct.  Man  theile  z.  B.  aus  dem  Winkel  A  durch  den  Hauptkreis  AF 
das  Viereck  in  zwei  gleiche  Theile  (III)  und  verwandle  hierauf  das  Dreieck 
EFA  in  EFGy  so  theilt  der  Hauptkreis  EG  das  gegebene  Viereck  in 
zwei  gleiche  Theile. 

V.  Aufgabe.  „Ein  gegebenes  sphärisches  Vieleck  durch  einen  Haupt- 
kreis aus  einem  seiner  Winkel  in  zwei  gleiche  Theile  zu  theilen.'' 

Es  sei  z.  B.  das  Fünfeck  ABCDE  (Fig.  11)  gegeben,  welches  aus 
dem  Winkel  A  durch  einen  Hauptkreis  AH  \n  zwei  gleiche  Theile  ge- 
theilt  werden  soU. 

Man  verwandle  das  gegebene  Fünfeck  in  das  Viereck  AFDE,  theile 
dieses  Viereck  durch  den  Hauptkreis  AG  in  zwei  gleiche  Theile  (HI)  und 
verwandle  das  Dreieck  ADG  in  ADH  (No.  8,  III),  so  theilt  der  Haupt- 
kreis  AH  das  gegebene  Fünfeck  in  zwei  gleiche  Theile. 

Hat  das  gegebene  Vieleck  mehr  als  fünf  Seiten,  so  verfährt  man  auf 
iküiche  Weise. 

VI.  Aufgabe.  „Ein  gegebenes  sphärisches  Vieleck  aus  einem  Puncto, 
der  in  einer  seiner  Seiten  gegeben  ist,  durch  einen  Hauptkreis  in  zwei 
laiche  Theile  zu  theilen.^ 

Diese  Aufgabe  wird  mit  Hülfe  von  (V)  gerade  so  wie  die  Aufgabe  IV 
mit  Hülfe  von  (HI)  gelöst. 

VII.  Aufgabe.  „Ein  gegebenes  sphärisches  Dreieck  (Fall  1)  von  einem 
seiner  Winkel  aus,  oder  (Fall  2)  von  einem  in  einer  seiner  Seiten  gegebenen 
Poncte  aus  durch  Hauptkreise  in  4,  8,  16,  ...  gleiche  Theile  zu  theilen.** 

Der  Fall  (1)  erfordert  nur  eine  wiederholte  Anwendung  der  Aufgabe  (I). 
Üä  Fall  (2)  dagegen  erfordert  die  Anwendung  von  (I)  und  (IH).  Soll  z.  B. 
dtt  Dreieck  ABC  (Fig.  8)  aus  dem  Puncto  D  in  vier  gleiche  Theile  ge- 
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thcilt  werden,  ho  theile  man  dasselbe  zuerst  durch  den  Hauptkreis  DE 
in  zwei  gleiche  Theile,  und  hierauf  theile  man  sowohl  das  Dreieck  DEC, 
als  auch  das  Viereck  DEBA  von  D  aus  in  zwei  gleiche  Theile  (I  ond 
III),  HO  hat  man  die  Forderung  der  Aufgabe  erfüllt. 

Auf  dieiielbe  Weise  kann  das  Viereck  u.  a.  w.  getheilt  werden. 

Da  man  einen  gegebenen  Winkel  oder  einen  gegebenen  Ereisb<^^ 
durch  Constniction  nicht  in  drei  gleiche  Theile  theilen  kann,  so  kann 
auch  das  sphärische  Dreieck  durch  blosse  Construction  nicht  in  drei  gleiche 
Theile  getheilt  werden  (No.  7)  und  (I).  Wohl  aber  kann  umgekehrt  ein 
gegebenes  sphärisches  Dreieck,  nur  durch  Constniction,  beliebig  verviel- 
facht werden  (No,  7). 

VIII.  Aufgabe.  „Von  einem  gegebenen  sphärischen  Dreieck  ein  Stück 
abzuschneiden,  welches  mit  einem  anderen  gegebenen  sphärischen  Dreieck 
gleichen  Flächeninhalt  hat." 

Es  soll  z.  B.  von  dem  Dreieck  ABC(^ig.  12)  ein  Stuck  abgeschnitten 
werden,  welches  mit  dem  Dreieck  ADE  gleichen  Flächeninhalt  bat.  Man 
verlängere  AE  nach  F  hin  und  verwandle  das  Dreieck  BED  in  BEF 
(No.  8,  III),  desgleichen  das  Dreieck  AB F  ia  ABG,  so  ist  dieses  Drei- 
eck ABG  das  vorlangte  abzuschneidende  Stuck  (vergl.  No.  8,  VII). 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  von  einem  gegebenen  sphärischen  Viel- 
eck ein  Stuck  abschneiden,  welches  einen  gegebenen  Flächeninhalt  hat. 

10. 
Um  ein  sphärisches  Dreieck,  oder  überhaupt  ein  sphärisches  Vieleck, 
von  einem  in  der  RugelAächc  beliebig  liegenden  Puncte  aus  m  zwei  gleiche 
Theile  theilen  zu  können,  sind  einige  Hülfssätze  nothwcndig,  die  wir  ao 
einem  anderen  Orte  im  Zusammenhange  vortragen  und  beweisen  werden, 
und  die  wir  deshalb  hier  nur  kurz  andeuten  wollen.  Zum  leichteren  Ver- 
ständnisse aber  wollen  wir  erst  die  analogen  Betrachtungen  bei  geradlinigen 
Figuren  in  der  Ebene   vorangehen  lassen,   weil  zwischen  beiden  Betrach- 
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Seite  22),  in  Bezug  auf  den  Puncto  gleich  .4J5,X-4C  gleich  AD^\  die- 
selbe Potenz  ist  aber  auch  gleich  dem  Quadrate  der  aus  A  an  den  Kreis 
gelegten  Tangente  A  T,  d.  i.  gleich  A  T',  folglich  ist 

AT=AD  =  AE. 

•  n.  Es  ist  femer  bekannt,  dass  die  Grundlinien  BCy  DE,  . . .  aller 
Dreiecke  ABC,  ADE,  ...,  welche  einen  gemeinschaftlichen  Winkel  A 
und  gleichen  Flächeninhalt  haben,  von  einer  bestimmten  Hyperbel,  welche 
die  Schenkel  AD,  AC  des  Winkels  A  zu  Asymptoten  hat,  berührt  wer- 
den, und  zwar  wird  jede  Grundlinie  in  ihrer  Mitte  berührt.  Die  Hauptaxe 
der  Hyperbel  halbirt  demnach  den  Winkel  A,  und  der  eine  ihrer  Scheitel 
liegt  in  der  Mitte  G  der  Grundlinie  DE  des  gleichschenkligen  Dreiecks 
ADE.  Daher  folgt  femer,  dass  der  mit  dem  Radius  AD  gleich  ^£  gleich 
AT  aus  dem  Mittelpunct  A  beschriebene  Kreis  DFET  die  Axe  AG  vol 
Brennpuncte  F  der  Hyperbel  schneidet.  Wenn  also  das  Dreieck  ^£C  ge- 
geben ist,  so  kann  man  durch  Hülfe  des  Kreises  M  leicht  den  Scheitel 
G  und  den  Brennpunct  F  derjenigen  Hyperbel  finden,  welche  die  Grund- 
linie BC  berührt  und  die  Seiten  AB,  AC  zu  Asymptoten  hat. 

12.       . 

Auf  die  angegebenen  Eigenschaften  (No.  11)  gründen  sich  unter  anderen 
die  Auflösungen  folgender  Aufgaben. 

I.  Aufgabe.  „Ein  gleichschenkliges  Dreieck  zu  constmiren,  welches 
mit  einem  gegebenen  Dreieck  gleichen  Flächeninhalt  und  den  Winkel  an 
der  Spitze  gemein  hat." 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  sehr  leicht  aus  (No.  11, 1). 

n.  Aufgabe.  „Ein  Dreieck  zu  constmiren,  welches  mit  einem  ge- 
gebenen Dreieck  gleichen  Flächeninhalt  und  den  Winkel  an  der  Spitze  ge- 
mein hat,  und  dessen  Gmndlinie  durch  einen  gegebenen  Punct  gehf  Oder, 
was  dasselbe  ist: 

„Aus  einem  gegebenen  Puncto  eine  Gerade  so  zu  ziehen,  dass  sie  mit 
zwei  gegebenen  Geraden,  welche  mit  dem  Puncto  in  einer  Ebene  liegen,  ein 
Dreieck  bUde,  dessen  Flächeninhalt  gegeben  ist." 

Es  sei  ABC  (Fig.  14)  das  gegebene  Dreieck  und  P  der  gegebene 
Ponct. 

Nach  (No.  11,  H)  folgt,  dass  die  Aufgabe  einerlei  ist  mit  folgender: 

„Aus  einem  gegebenen  Puncto  P  an  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten 
ACj  AB  nebst  einer  Tangente  BC  gegeben  sind,  eine  Tangente  zu 
legen." 

Steiner'«  Werke.    L  8 
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Die  Aufgabe  wird  demnach,  wie  folgt,  gelöst. 

Man  mache  AB^  gleich  AB,  lege  durch  die  Punct«  B,,  C  einen  bo- 
liobigon  Kreis  B,TC,  an  diesen  ans  A  die  Tangente  AT  und  beschreibe 
mit  dieser  aus  A  den  Kreis  TEFDF,,  welcher  die  Hanptaxe  F^F  dtf 
Hyperbel  in  ihren  Brennpuncten  F,  F,  schneidet,  und  dessen  Sehne  DE 
derselben  Axe  in  ihrem  Scheitel  G  begegnet.  Mit  der  Hauptaxe  0,6 
gleich  2AG  beschreibe  man  aus  F,  den  Kreis  QQ^Q^,  und  aus  P  den 
Ereis^QQ, ,  verbinde  den  Durchschnitt  Q  beider  Kreise  mit  dem  Brenn- 
pnncte  F  und  falle  auf  diese  Gerade  QF  aus  P  das  Perpendikel  PO,  so 
ist  dieses  Perpendikel  die  gesuchte  Tangente  und  leistet  folglich  der  obigen 
Aufgabe  Geniige,  d.  h.,  sie  schneidet  ein  Dreieck  IIIA  ab,  welches  mit 
dem  gegebenen  Dreieck  ABC  gleichen  Flächeninhalt  hat.  Ebenso  ist  das 
aus  P  auf  die  Gorade  FQ,  gelallte  Perpendikel  PO^E,!,  eine  Tangente 
•  an  die  Hyperbel  und  schneidet  ein  Dreieck  AH,l,  ab,  welches  mit  dem 
gegebenen  Dreieck  ABC  gleichen  Flächeninhalt  bat. 

III.  Aufgabe.  „AVonn  in  einer  Ebene  ein  Dreieck  und  irgend  ein 
Punct  gegeben  sind,  so  soll  mau  aus  diesem  Puncte  eine  Gerade  so  ziehen, 
daas  sie  die  Fläche  des  Dreiecks  in  zwei  gleiche  Theile  theilt" 

Man  ziehe  aus  den  Winkeln  nach  den  Mitten  der  gegenüber  liegenden 
Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  ABC  (¥ig.  15)  die  Geraden  AA„  BB^, 
CCj,  von  denen  bekanntlich  jede  das  Dreieck  halbirt,  und  die  einander 
in  einem  und  demselben  Puncte  S  schneiden  und  die  Ebene  in  6  UDend- 
liche  Winkelräume  theilen.  Befindet  sich  nun  der  gegebene  Punct  z.  B. 
in  dem  Winkelraum  ASC,,  wie  P,  so  ziehe  man  die  Gerade  PDE  so, 
dass  das  Dreieck  DEB  mit  dem  Dreieck  BCC^  gleichen  Flächeninhalt 
hat  (II),  so  hat  man  der  voi^logten  Aufgabe  Geniige  gethan. 

Liegt  der  gegebene  Punct  P  ausserhalb  des  gegebenen  Dreiecks,  so 
lässt  die  Aufgabe  nur  eine  Auflösung  zu;  liegt  er  aber  innerhalb  desselben, 
so  sind  eine,  zwei  und  höchstens  drei  Auflösungen  möglich.     Denn  .ans 
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gebenen  Verhältnisse  theilt,    oder  (Fall  3)  von  demselben  ein  Stück  von 
gegebener  Grösse  abschneidet." 

Es  sei  ABCD  (Fig.  16)  das  gegebene  Viereck  und  P  der  gegebene 
Puncl  Für  den  Fall  (1)  halbire  man  das  Viereck  durch  die  Gerade  CC, 
aus  dessen  Winkel  C  und  ziehe  hierauf  die  Gerade  PFG  so,  dass  das 
Dreieck  FGE  mit  dem  Dreieck  CjC-B  gleichen  Flächeninhalt  hat  (11), 
so  genügt  sie  der  Aufgabe.  Hätte  man  das  Viereck  durch  die  Gerade 
AA^  (statt  CC\)  in  zwei  gleiche  Theile  getheilt,  so  müsste  man  zuerst 
durch  die  Gerade  PIH  ein  Dreieck  IDH  abschneiden,  welches  mit 
ADA^  gleichen  Flächeninhalt  hätte,  und  dann  noch  das  Dreieck  PCH 
in  das  Dreieck  PCG  verwandeln,  wozu  man  HG  mit  PC  parallel  ziehen 
müsste. 

Es  ist  demnach  nicht  gleich  bequem,  von  welchem  Winkel  aus  man 
das  Viereck  zuerst  theilt.  Um  dieser  Schwierigkeit  auszuweichen,  und 
um  ^um  voraus  entscheiden  zu  können,  welchen  zwei  Seiten  des  Vierecks 
die  zu  ziehende  Theilungslinie  (PG)  begegnen  werde,  ziehe  man  zuerst 
aus  den  Winkeln  des  Vierecks  die  vier  Geraden  -4^,,  BB^,  CC^^  -D^n 
von  denen  jede  dasselbe  in  zwei  gleiche  Theile  theilt,  so  lässt  sich  als- 
dann auf  ähnliche  Weise  wie  bei  Aufgabe  III  erkennen,  welche  der  vier 
Theilungen  man  zu  wählen  habe,  und  welchen  zwei  Seiten  die  Theilungs- 
linie PG  begegnen  werde. 

Bei  den  Fällen  (2)  und  (3)  verfahrt  man  auf  ähnliche  Weise, 

Diese  Art  von  Aufgaben  lässt  sich  auch  auf  die  Vielecke  ausdehnen, 
wobei  sich  die  Lösung  auf  ähnliche  Weise  ergiebt. 

13. 

Die  Betrachtungen  (Nö.  11  und  12)  über  geradlinige  Figuren  in  der 
Ebene  finden  nun,  wie  schon  oben  (No.  10)  bemerkt  worden,  auf  analoge 
Weise  bei  den  sphärischen  Figuren  statt,  nämlich  wie  folgt: 

I.  Haben  zwei  sphärische  Dreiecke  ABC,  ADE  gleichen  Flächen- 
inhalt und  einen  Winkel  A  gemein,  so  ist  bekanntlich  (Legendre,  äe- 
mens  de  geom,  Note  X) 

igiAB.igiAC  =  igiAD.tgiAE. 

Ist  das  eine  Dreieck  gleichschenklig,  z.  B.  ist  AD  gleich  AE,  so  ist 
igiABAgiAC=(tgiADy  =  (tgl^AEy\ 

Nimmt  man  AB^  gleich  AB  (Fig.  13,  wo  man  sich  unter  jeder  Ge- 
raden einen  Hauptkreis  der  Kugel  denken  muss),  legt  durch  die  Puncte 
B  und  C  irgend  einen  Sphärenkreis  M  und  an  diesen  aus  A  die  Tan- 
gente ^I,  so  ist    —   da   der  Satz   von   der  Potenz   bei  Kreisen  in  der 

8* 
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Ebene  (So.  11, 1)  «oT  ihnUche  Weise  bei  Kreisen  Mif  der  KugeUUciie  gilt, 
Dämlich,  da&s  iür  alle,  am  demselben  Poncte  A  dnrcb  den  Krns  M  geto- 
geoeo  sphäriäcben  Secanten  AB,C>  <l^  Prodnct  t^iAB^.tg^AC  constut 
bleibt*),  welches  wir  ao  einem  anderen  Orte  beweisen  werden,  nnd  was 
übrigens  leicbt  zn  beweisen  ist  — 

tgiAB,.teiAC  =  (tgiATy  =  Cte^AD)\ 
nnd  folglich 

AT=AD  =  AE, 

das  beiäst:  „die  sphärische  Tangente  AT  ans  dem  Winkel  A  an  den  Kreü 
3/ ist  gleich  der  Seile  AD  oder  AE  dts  gleichschenkligen  Dreiecks  ADE, 
welches  mit  dem  Dreieck  ABC  gleichen  Flächeninhalt  hat-" 

n.  Ferner  werden  wir  an  einem  anderen  Orte  beweisen,  dass  die 
Grundlinien  BC,  DE,  ...  (Fig.  17)  aller  sphärischen  Dreiecke  ABC, 
ADE,  ...,  welche  gleichen  Flächeninhalt  nnd  einen  Winkd  A  gemein 
haben,  von  einem  sphärishen  Kegelschnitt  (der  Darchschnittscnire  der 
Kogelfläche  mit  der  Fläche  eine«  Ke^Ls  xweiten  Grades,  dessen  Scheitel 
im  Mittelpnncte  der  Kngel  liegt)  berührt  werden,  nnd  zwar,  dass  jede  Grand- 
linie in  ihrer  Mitte  berührt  wird:  dass  ferner  die  Hanptaie  AG  des  spiä- 
rischen  KegeUchnitts  den  gemeinschaftlichen  Winkel  A  halbirt,  nnd  einer 
der  Scheitel  in  der  >fitte  G  der  Gnmdlinie  DE  des  gleichschenkligen 
Dreiecks  ADE  liegt;  dass  der  mit  der  Seite  AD  dieses  Dreiecks  aas  A 
beschriebene  Sphärenkreis  DFEF,  der  Axe  in  den  Brennptincten  E,  F^ 
des  Kegelschnitts  begegnet:  das&  wenn  r  der  Gegenponct  von  /*,.  mithin 
Ajj  gleich  .4  F  ist.  der  Kegelschnitt  in  Bezng  auT  die  beiden  Brennpnncte 
F,  /*,  hvperbolische,  dagegen  in  Bezog  auf  die  beiden  Brnmpnncte  F,  / 
eUiptische  Eigenschaften  hat,  d.  h.,  da^  für  jeden  pMipherieponct  /  des 
Kegelschnitts  sowohl  der  Unterschied  der  beiden  Bogen  //*, — IF,  als  anch 
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Asymptoten  einer  Hyperbel  besitzen  (No.  11,  ü),  sphärische  Asymptoten 
des  sphärischen  Kegelschnitts  nennen*). 


^  •)  Wir  fügen  hier  kurz  noch  folgende  Resultate  hinzu,  die  mit  den  obigen  Sätzen  im 
Zusammenhange  sind,  aber  ausser  dem  Zwecke  dieser  Abhandlung  liegen. 

I.  „Die  Polarfigur  eines  sphärischen  Kegelschnitts  ist  ebenfalls  ein  sphärischer 
Kegelschnitt,  d.  h.,  zieht  man  in  einem  Peripheriepunct  /  des  gegebenen  sphärischen 
Kegelschnitts  die  sphärische  Normale  IK  und  nimmt  IK  gleich  einem  Quadranten,  so 
ist  der  Ort  des  Punctes  K  ebenfalls  die  Peripherie  eines  bestimmten  Kegelschnitts,  und 
zwar  ist  IK  zugleich  auch  die  sphärische  Normale  auf  denselben  im  Puncto  K.  Femer 
haben  die  beiden  sphärischen  Kegelschnitte  folgende  Beziehungen  zu  einander:  Wenn 
sie  beide  als  sphärische  Ellipsen  angesehen  werden,  so  haben  sie  denselben  Mittelpunct 
S^  ifire  sphärischen  Axen  liegen  in  denselben  HaUptkreisen  ASÄi^  LS  Li,  und  zwar  liegt 
die  kleine  Axe  der  einen  sphärischen  Ellipse  mit  der  grossen  Axe  der  anderen  im  gleichen 
Hauptkreise,  und  die  Summe  zweier  solcher  zusammen  gehöriger  Axen  ist  einem  halben 
Hauptkreise  gleich;  und  endUch  sind  die  Brennpuncte  des  einen  sphärischen  Kegel- 
schnitts die  Pole  der  Asymptoten  des  anderen.^ 

Aus  diesem  Satze  folgt,  mit  anderen  Worten  ausgesprochen,  der  folgende: 
U.  ,»Fällt  man  aus  einem  beliebigen  Puncte  Ki  Lothe  auf  die  Ebenen,  welche 
einen  gegebenen  Kegel  K  zweiten  Grades  berühren,  so  liegen  alle  Lothe  zusammen  in 
einer  anderen  Kegelfläche  K^  desselben  Grades.  Sind  2  a  und  26  der  grösste  und  kleinste 
Winkel  am  Scheitel  des  Kegels  K  (die  Axen-Winkel),  und  2ai,  26j  dasselbe  für  den 
Kegel  Kiy  so  ist 

2o-f26,  =2oi  +  26  =  2R, 

und  sowohl  die  beiden  Axen-Winkel  2  a,  26]  als  26,  2ai  liegen  in  einer  und  derselben 
Ebene.  Werden  diese  beiden  Axen-Ebenen  zu  Coordinaten-Ebenen  genommen,  so  ist 
die  Gleichung  des  Kegels  K,  wenn  dessen  Scheitel  K  der  Anfangspunct  ist, 

y'tg^a-f-a:'tg'6  =  z'tg*atg'6, 

und  die  Gleichung  des  Kegels  iSTi,  wenn  dessen  Scheitel  Ki  zum  Anfangspunct  genommen 
wird,  ist 


tg'a  "*"  tg'6  tg>atg«6   * 


Aus  dem  bekannten  Satze  (Correspondance  aur  t€cole  polytechnique  Tom,  I,  p.  179): 
„dass  der  Ort  der  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen,  die  zu  einander  senkrecht  sind  und 
die  durch  die  Schenkel  eines  fixen  Winkels  gehen,  eine  Kegelfiäche  zweiten  Grades  ist, 
die  den  fixen  Winkel  zum  kleinen  Axen-Winkel  hat;^  oder  mit  anderen  Worten:  „dass 
der  Ort  der  Scheitel  aller  sphärischen  Dreiecke  über  derselben  Grundlinie,  deren  Winkel 
am  Scheitel  rechte  sind,  ein  sphärischer  Kegelschnitt  ist,  welcher  die  Grundlinie  zur 
kleinen  elliptischen  Axe  hat^,  folgt  nach  (I)  folgender  Satz: 

HI.  „Dass  alle  Quadranten,  wie  z.B.  BC  (Fig.  17),  die  man  zwischen  zwei  ge- 
gebenen und  fixen  halben  Hauptkreisen  ABÄiy  ACA^  ziehen  kann,  zusammen  von 
einem,  bestimmten  sphärischen  Kegelschnitt  GlhgH  berührt  werden;"  oder  mit  anderen 
Worten:  „dass  alle  mögliche  Ebenen,  von  denen  jede  durch  einen  gegebenen  Punct  K 
in  der  Durchschnittslinie  zweier  gegebenen  fixen  Ebenen  geht  und  diese  so  schneidet, 
dass  die  beiden  Durchschnittslinien  einen  rechten  Winkel  bilden,  zusammen  einen  be- 
stimmten Kegel  K  zweiten  Grades  berühren,  dessen  Scheitel  in  dem  genannten  Puncte  K 
liegt,  und  welcher  zugleich  auch  die  beiden  fixen  Ebenen  berührt." 
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14. 
Aus  dioson  angedeuteten  Sätzen  und  Eigenschaften  (No.  18)  ei^ben 
sich  die  Auflöfiui^en  vieler  sphärischoD  Aufgaben,  z.  B.  der  folgenden: 

I.  Aufgabe.  „Ein  gegebenes  sphärisches  Dreieck  in  ein  gleich* 
Hchonküges  zu  verwandeln,  welches  mit  ihm  den  Winkel  an  der  Spitze 
gemein  hat." 

Die  Auilösui^  ergiebt  sich  aus  (No.  13, 1). 

II.  Aufgabe.  „Ein  gegebenes  sphansches  Dreieck  in  ein  anderes  zu 
verwandeln,  welches  mit  ihm  den  Winkel  an  der  Spitze  gemein  hat,  und 
dessen  Gnindlinie  durch  einen  gegebenen  Pnnct  geht" 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  gründet  sich  auf  (No.  13,  II)  und  ist 
ganz  und  gar  analog  mit  derjenigen  in  (No.  12,  II),  so  dass  letztere  fnr 
die  gegenwärtige  Aufgabe  wörtlich  iibertr^n  werden  kann. 

III.  Aufgabe.  „Ein  gegebenes  sphärisches  Dreieck  durch  einen  Haupt- 
kreis, der  von  einem  auf  der  Kugel  gegebenen  Puncto  ausgeht,  in  zwei 
gleiche  Theilo  zu  theilen." 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist  ganz  und  gar  analog  mit  derjenigen 
in  (No.  12,  III),  nur  dass  beim  sphärischen  Dreieck  die  Ilauptkreise, 
welche  dasselbe  von  seinen  Winkeln  aus  halbiren,  nicht  durch  die  Mitten 
der  gegenüberliegenden  Seiten  gehen  wie  beim  geradlinigen  Dreieck,  son- 
dern nach  (No.  9, 1)  construirt  werden  müssen. 

IV.  Aufgabe,  «^on  einem  gegebenen  sphärischen  Dreieck  durch 
einen  Hauptkreis,  der  durch  einen  gegebenen  Punct  geht,  ein  Stück  abzu- 
schneiden, welches  mit  einem  anderen  gegebenen  sphärischen  Dreieck  glei- 
chen Flächeninhalt  hat." 

Diese    Aufgabe    lässt   sich    vermöge   (No.  8,  VH)    auf  (11)    zurück- 
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Bogen  ß/C finden,  erstens,  für  welchen /jB gleich /C,  oder  zweitens, 
für  welchen  das  sphärische  Dreieck -4ßC  ein  Minimum  oder  das 
sphärische  Dreieck  A^BC  ein  Maximum  ist." 

Ein  und  derselbe  Bogen  erfüllt  zugleich  die  Forderungen  beider  Auf- 
gaben. Angenommen,  es  sei  Bogen  AI<iAJ,  Man  nehme  /iV  gleich 
lAy  mache  Winkel  INC  gleich  lAB  und  ziehe  aus  dem  Durchschnitt 
C  der  Bogen  NC  und  AC  den  Bogen  CIB,  so  genügt  dieser  beiden  Auf- 
gaben zugleich.  Denn  die  beiden  sphärischen  Dreiecke  AIB  und  NIC 
sind  vermöge  der  gleichen  Seiten  AI  und  NI  upd  der  daran  liegenden 
gleichen  Winkel  congruent ,  und  daher  ist  IB  gleich  IC,  Dass  ferner 
jedes  andere  Dreieck,  wie  z.B.  AB^C^^  grösser  ist  als  das  sphärische 
Dreieck -4  B  6^,  folgt  eben  so  leicht.  Denn  die  beiden  sphärischen  Dreiecke 
IBB^  und  ICC^  sind  vermöge  der  gleichen  Seiten  IB  und  IC  und  der 
daran  liegenden  gleichen  Winkel  congruent.  Nun  aber  ist  offenbar  das 
sphärische  Dreieck  /CCj  >  ICC^ ,  also  auch  das  sphärische  Dreieck 
ICC,>IBB^,  und  folglich  auch  das  sphärische  AAB^C,>AABa 

Bemerkt  man  ferner,  dass  der  gefundene  Bogen  BC  nach  (No.  13,  11) 
in  seiner  Mitte  /  von  einem  bestimmten  sphärischen  Kegelschnitt  berührt 
wird,  welcher  die  gegebenen  Hauptkreise  ABA^  und  ACA^  zu  Asymptoten 
hat,  so  folgt:  „Dass  die  vorliegende  Auflösung  zugleich  lehrt,  wie  man 
durch  Construction  in  einem  gegebenen  Puncte  /  an  einen  sphärischen 
Kegelschnitt  eine  Tangente  BC  legen  kann,  wenn  nur  die  beiden 
Asymptoten  desselben  gegeben  sind.''  „Dass  sofort  femer  auch  die  den 
Kegelschnitt  im  Scheitel  G  berührende  Tangente  DE,  mithin  auch  dieser 
Scheitel  selbst,  so  wie  endlich  auch  die  Brennpuncte  F,  F^  oder  /  durch 
blosse  Construction  zu  finden  sind  (No.  13).''  U.  s.  w.  Dieses  alles  findet 
bekanntlich  auf  analoge  Weise  bei  der  Hyperbel  in  Hinsicht  ihrer 
Asymptoten  statt. 

Zum  Schlüsse  kann  noch  bemerkt  werden,  dass  sich  aus  dem  Obigen 
der  nachstehende  bekannte  Satz  {Legendre,  VII.  Buch,  26.  Satz): 

„dass  nämlich  von  allen  sphärischen  Dreiecken  mit  zwei  gegebenen 
Seiten  dasjenige  das  grösste  sei,  in  welchem  der  Winkel  zwischen 
den  gegebenen  Seiten  so    gross    ist   als  die   Summe  der  beiden 
übrigen  Winkel," 
sehr  leicht  beweisen  lasse.     Denn  es  seien  AB  und  AC  (Fig.  3)  die  ge- 
gebenen Seiten.     Man  nehme  AB  als  fixe  Grundlinie  an,   beschreibe  mit 
AC 9X1»  A  einen  Kreis  A  und  denke  sich  femer  durch  die  Gegenpuncte  ^1,, 
B^  der  Endpuncte  der  Grundlinie  den  Kreis  M  gelegt,  der  den  Kr6is  A  in 
C  berührt,  so  ist,   wie  aus  dem  Obigen  leicht  folgt,  das  Dreieck  ABC 
das  grösstmögliche   mit   den    gegebenen  Seiten  AB  und  AC    Da  femer 
der  Berührungspunct  C  mit  den  Polen  der  beiden  genannten  Kreise  A,  M 
in  einem  Hauptkreise  liegt,  so  fallt  also  im  gegenwärtigen  Falle  der  Pol 


1^         VsrwaDdluDg  ond  Tbeilung  Bph&rischer  Pigurea  durch  CoDstructkni. 

M  in  den  Hauptkreia  ACA^,  und  daher  hat  man  (No.  4) 
6,  =  a,+Cj  =  o,+c, 


und  da 
dl)  Tulitt 
w.  s.  I>.  w. 


a  =  b-hc, 


Horlin,  im  März  1827. 


Auflösung  einer  geometrischen  Aufgabe  aus 
Gergonne's  Annales  de  Mathem.  t.  XVII.  p.  284. 


Grelle' s  Journal  Band  IL  S.  64—65. 


Auflösung  einer  geometrischen  Aufgabe  aus 
Gergonne's  Annales  de  Mathem.  i  XVII.  p.  284. 

Aufgabe.  ^Quelle  est  Tellipse  la  plus  approchante  du  cercle  que 
Ton  puisse  circonscrire  ä  un  quadrilatere  donne?" 

Auflösung.  1.  Durch  vier  in  einer  Ebene  liegende  Puncte  können 
nur  dann  Ellipsen  gelegt  werden,  wenn  jeder  derselben  ausserhalb  des 
Dreiecks  liegt,  welches  durch  die  drei  übrigen  bestimmt  wird. 

2.  Alle  Kegelschnitte,  welche  durch  die  nämlichen  vier  Puncte  gehen, 
haben  zusammen  ein  System  conjugirter  Durchmesser,  welche  mit  einander 
parallel  sind. 

3.  Von  allen  Paaren  conjugirter  Durchmesser  einer  Ellipse  bilden  die 
beiden  gleichen  unter  sich  den  kleinsten  Winkel,  und 

4.  Die  Ellipse  kommt  dem  Kreise  um  so  näher,  je  mehr  sich  das 
Verhältniss  ihrer  Axen  der  Einheit,  oder  je  mehr  sich  der  Winkel  ihrer 
gleichen  conjugirten  Durchmesser  dem  rechten  Winkel  nähert,  weil  näm- 
lich, wenn  a  der  von  den  genannten  Durchmessern  eingeschlossene  Winkel 
und  Oy  b  die  Axen  der  Ellipse  sind, 

A  =  tgi«. 

5.  Daraus  folgt,  „dass  die  gesuchte  Ellipse  diejenige  ist, 
deren  gleiche  conjugirte  Durchmesser  zu  dem  System  der  pa- 
rallelen Durchmesser  (2)  gehören."  Denn  bei  jeder  anderen  Ellipse, 
bei  welcher  die  beiden  conjugirten  Durchmesser,  die  zu  dem  Parallelsystem 
gehören,  nicht  gleich  sind,  bilden  die  beiden  gleichen  conjugirten  Durch- 
messer einen  kleineren  Winkel  als  jene  (3),  und  folglich  weicht  die  Ellipse 
mehr  vom  Kreise  ab  (4)  als  die  genannte. 

Wir  fügen  bei  dieser  Gelegenheit  zu  dem  hier  angeführten  bekannten 
Satze  über  die  parallelen  conjugirten  Durchmesser  noch  folgende  Zusätze 
hinzu: 
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Alle  KegelHchnitte,  welche  durch  vier  gegebene  Puncto  gehen,  hsbeD 
ein  System  conjugirter  Durchmesser,  die  parallel  sind,  und  ihre  Mittel- 
puncte  liegen  in  der  Peripherie  eines  anderen  bestimmten  KegelscliniitG  K. 
Dieses  ist  bekannt. 

Da  nun,  wenn  die  vier  Puncte  die  in  (1)  angegebene  Lage  haben, 
unt«r  der  Schaar  Kegelschnitto,  welche  durch  dieselben  gehen,  sich  immer 
zwei  Parabeln  befinden,  und  da  femer  bei  der  Parabel  von  irgend  zwei 
coüjugirten  Durchmessern  immer  der  eine  mit  der  Axe  parallel  ist,  so  folgt, 
dass  die  Axen  der  beiden  genannten  Parabeln  mit  den,  zu  dem  Parallel- 
systom  gehörigen  conjugirtcn  Durchmessern  parallel  sind ;  und  da  der  Mittel- 
punct  der  Parabel  unendlich  weit  ontfomt  ist,  so  folgt  ferner,  dass  der 
genannte  Kegelschnitt  K  nothwendig  eine  Hyperbel  ist,  deren  Asympt«t«n 
mit  den  Axen  der  beiden  Parabelti  parallel  seiu  müssen.     Daher  folgt: 

„Dass  alle  Kegelschnitte,  die  durch  vier  gegebene  Pancte 
gehen,  welche  die  in  (1)  angegebene  Lage  haben,  ein  System 
conjugirter  Durchmesser  haben,  die  parallel  sind,  und  dass  ihre 
Mittelpuncte  in  einer  bestimmten  Hyperbel  liegen,  deren  Asymp- 
toten ebenfalls  mit  jenen  conjugirten  Durchmessern  parallel  sind." 

Berlin,  im  Mai  1827. 


Aufgaben  un^  Lehrsätze, 

erstere  aufzulösen,  letztere  zu  beweisen. 


Crelle's  Journal  Band  II.  S.  96—98. 


Aufgaben  und  Lehrsätze, 

erstere  aufzulösen,  letztere  zu  beweisen. 


1.  Aufgabe.  Wenn  in  einer  Ebene  drei  beliebige  Kreise  einander  in 
einem  Piincte  schneiden,  so  soll  man  durch  denselben  eine  Gerade  so 
ziehen,  dass,  wenn  A,  By  C  ihre  übrigen  Durchschnitte  mit  den  Kreisen 
sind,  die  Abschnitte  AB,  BC  der  Geraden  ein  gegebenes  Verhältniss  zu 
einander  haben. 

2.  Aufgabe.  Wenn  im  Raunie  vier  beliebige  Kugeln  einander  in 
einem  Puncte  schneiden,  so  soll  man  durch  denselben  eine  Gerade  so  ziehen, 
dass,  wenn  A,  By  C,  D  die  Puncte  sind,  in  welchen  sie  den  Kugelflächen 
ausserdem  begegnet,  ihre  Abschnitte  AB^  BC,  CD  gegebene  Verhältnisse 
zu  einander  haben. 

3.  Aufgabe.  Wenn  ein  gegebenes  (irreguläres)  Vieleck  (nEck)  so 
beschaffen  ist,  dass  sowohl  in  als  um  dasselbe  ein  Kreis  beschrieben 
werden  kann,  so  soll  man  zwischen  den  Radien  (r,  R)  der  beiden  Kreise 
und  dem  Abstände  (a)  ihrer  Mittelpuncte  von  einander  eine  Gleichung 
finden.  Für  das  Dreieck  ist  diese  zuerst  von  Euler  gefundene  Gleichung 
bekanntlich 

a'  =  R'—2rR. 

4.  Aufgabe.  Wenn  in  einer  ßbene  zwei  beliebige  in  einander 
liegende  Kreise  solche  Lage  zu  einander  haben,  dass  man  zwischen  den- 
selben eine  Reihe  von  n Kreisen  so  beschreiben  kann,  dass  jeder  jene 
beiden  Kreise,-  und  dass  sie  einander  der  Reihe  nach  berühren,  so  soll 
man  zwischen  den  Radien  jener  beiden  Kreise  und  dem  Abstände  ihrer 
Mittelpuncte  von  einander  eine  Gleichung  fmden.     (Man  sehe  S.  43.) 
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5.  Aufgabe.  Jeder  beliebige  Ptmct  in  der  Ebene  eiDos  g^benoi 
geradlinigen  Dreiecks  kann  einer  der  Brennpimcte  eines  Kegelschnitts  sein, 
der  alle  drei  Seiten  des  Dreiecks  berührt  Man  soll  nun  ontermcbai, 
welche  L^e  der  Punct  in  Beziehung  auf  das  Dreieck  haben  müsse,  damit 
der  Kegelschnitt  entweder  Parabel,  oder  Ellipse,  oder  Hyperbel  sei? 

6.  Aufgabe.  Fällt  man  aus  irgend  einem  Puncte  P  der  Peripherie  des 
am  ein  gegebenes  Dreieck  beschriebenen  Kreises  Lothe  aoT  die  Seiten  dee 
Dreiecks,  so  liegen  bekanntlich  die  Fusspuncte  dieser  drei  Lothe  allemal 
in  ii^end  einer  Geraden  G.  Man  soll  mm  denjenigen  Punct  P  finden, 
für  welchen  die  ihm  zugehörige  Gerade  G  mit  einer  gegebenen  Geraden 
parallel  ist. 

7.  Lehrsatz.  Halbirt  man  in  einem  Viereck  im  Kreise  sowohl  die 
Winkel  zwischen  den  Dii^onalen  als  auch  die  Winkel,  welche  die  gegen- 
überliegenden Seiten  einschliessen,  so  sind  von  den  6  Geraden,  welche 
diese  Winkel  halbiren,  drei  und  drei  parallel. 

8.  Lehrsatz.  Vier  beliebige  Geraden  in  einer  Ebene  bilden,  zu  drei 
und  drei  genommen,  vier  Dreiecke.  In  jedem  dieser  Dreiecke  schneiden 
die  drei  Lothe  aus  den  Spitzen  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten  einander 
in  einem  Punct«,  nnd  diese  vier  Puncte  liegen  allemal  in  einer 
Geraden. 

9.  Lehrsatz.  Vier  beliebige  Puncte  in  der  Peripherie  eines  gege- 
benen Kreises  bestimmen,  zu  dreien  genommen,  vier  Dreiecke.  Die  vier 
Puncte,  in  welchen  die  Txithc  aus  den  Spitzen  dieser  vier  Dreiecke  auf 
die  gegenüberliegenden  Seiten  einander  schneiden,  liegen  allemal  in 
der  Peripherie  eines  Kreises,  welcher  dem  gegebenen  Kreise 
gleich  ist. 

10.  Lehrsatz.   Fällt  man  aus  den  Ecken  eines  beliebige  (irreguliren) 

Totrai'ik'rs   auf  <\\v   i?cgc'.nübeiüeL'ouJcü  Weitenebeneu  Lothe.    so   schi 
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ein  Tetraeder  (beliebige  dreiseitige  Pyramide)  bilden,  so  bleiben  von  jenen 
16  Kugeln,  im  Allgemeinen,  nur  noch  8  übrig,  d.  h.,  es  giebt  im  Allge- 
meinen 8  Kugeln,  von  denen  jede  die  vier  Seitenflächen  eines  gegebenen 
Tetraeders  berührt  Von  diesen  8  Kugeln  ist  a)  eine  dem  Tetraeder  ein- 
geschrieben; b)  von  vier  anderen  berührt  jede  die  Aussenseite  einer  Seiten- 
fläche und  die  Verlängerungen  der  drei  übrigen;  und  c)  jede  der  drei 
übrigen  Kugeln  berührt  alle  Seitenflächen  in  ihrer  Verlängerung  und  zwar 
zwei  Seitenflächen  auf  ihrer  Aussenseite. 

Bezeichnet  man  nun»  den  Radius  der  Kugel  (d)  durch  R,  die  Radien 
der  Kugeln  (ft),  nach  der  Ordnung  ihrer  Grösse,  durch  Ä„  Äj,  Ä,,  Ä^, 
wo  nämlich  der  letzte  der  grösste  ist,  und  die  Radien  der  Kugeln  (c), 
nach  der  Ordnung  ihrer  Grösse,  durch  Ä^,  Äg,  Ä^,  so  hat  man  zwischen 
diesen  Radien  unter  anderen  folgende  merkvmrdige  Relationen: 

\^.  1  11.1  11         1  1  1  1 


R        R^       Ä,       -Rj       R^       jRj       xjg       -ß^       Äj       Rj 

it         it,         it,        itj        K^        K^        itg        it^ 

^"^       W,'^R\^R\'^K[^W'^R\'^R\^W,'    '''^'^' 

Sind   von   den  Seitenflächen  des  Tetraeders  drei  zu  einander  senk- 
recht, 80  hat  man  z.  B.  auch  noch  folgende  Gleichungen: 

rjs)  *  111 

(V) 


R^ — R        R^-^Rj      Äj-+-jRg      Äj-I-Äj ' 

1        111 


RR^         RiRj       -Rj-Rg       -ßj-ßft 

12.  Lehrsatz.  "Beschreibt  man  in  einen  beliebigen  dreikantigen 
Körperwinkel  eine  Reihe  Kugeln,  von  denen  jede  die  drei  Seitenflächen 
desselben  berührt,  und  die  einander  der  Ordnung  nach  berühren,  so  bilden 
die  Radien  dieser  Kugeln,  ihrer  Grösse  nach,  eine  geometrische  Pro- 
gression. Sind  ?.  B.  a,  ä,  c  die  Winkel,  welche  die  Kanten  des  Körper- 
winkels mit  einander  bilden,  und  setzt  man  die  Radien  zweier  nach  ein- 
ander folgender  Kugeln  R^  und  Ä,,  und  zur  Abkürzung 

a+6-hc  =  2«, 

so  ist  der  Exponent  der  genannten  Progression 


]/ji 


sin(« — a)sin(s — 6)(s — c) 


CD  #-=         ,  '^^ 

*  I   ,  -■/■.        sin(g — a)(8 — b)(8 — c) 


sm8 

St«ia«r'f  W«rke.    I.  9 
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Oder  sind  A,  B,  C  die  drei  Fläohenwinkel  des  Körperwinkels,  und 
aetzt  uuu)  sar  Abkürauog 

A-hB-hC  =  25, 


HO  ist 


C") 


-ooaScQa(S—A)cos(S—BXS—C) 
4ooB*iAooa*iBcw'iC 


-co8Scob(S—  A)cos(S~B)coa(S—C) 
4coa*^Acoa*iBao»*iC 
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1.  Lehrsatz.  Wenn  auf  einer. Kugelfläche  drei  beliebige  Kreise  ge- 
geben sind,  so  giobt  es  im  Allgemeinen  8  Puncte  von  der  Art,  dass  aus 
jedem  von  ihnen  die  stereographischen  Projectionen  der  drei  Kreise 
einander  gleich  sind. 

2.  Lehrsatz.  Wenn  in  einer  Ebene  vier  beliebige  Kreise  gegeben 
.sind,  so  kann  im  Allgemeinen  eine  Kugel  so  gelegt  werden,  dass,  wenn 
man  die  vier  Kreise  nach  der  stereographischen  Projection  auf  dieselbe 
projicirt,  alle  Projectionen  einander  gleich  sind. 

3.  Lehrsatz.  Des  Papptis  „alter''  Satz  (S.  47)  findet  auf  analoge 
Weise  auf  der  Kugelfläche  Statt,  nämlich,  wenn  A/,  A/,  (Fig.  1)  zwei  be- 
liebige Sphärenkreise  sind,  die  einander  in  B  berühren,  und  man  beschreibt 
irgend  zwei  andere  Kreise  m,  w,,  von  denen  jeder  jene  beiden  berührt, 
und  die  einander  berühren,  so  ist,  wenn  man  aus  den  Polen  m,  m,  auf 
den  Hauptkreis  BMM^,  der  durch  die  Pole  M,  M^  geht,  sphärische  Lothe 
p,  /?,  fallt  imd  die  sphärischen  Radien  der  Kreise  w,  w,  durch  r,  r,  be- 
zeichnet, allemal 

sinp,  sin/> 


smr,  smr 


4-2. 


4.  Lehrsatz.  Wenn  irgend  ein  sphärisches  Dreieck  ABC  (Fig.  2) 
gegeben  ist,  und  man  zieht  aus  seinen  Winkeln  durch  irgend  einen  Punct 
P  Hauptkreise  (grösste  Kreise)  APA^^  f^P^i,  CPC\^  welche  die  gegen- 
überliegenden Seiten  in  den  Puncten  A^^  ß,,  C^  treffen,  so  hat  man,  wenn 
N  der  Pol  und  R  der  Radius  des  um  das  gegebene  Dreieck  beschriebenen 
Kreises  ist, 

sinP^,       sin PB,       smPC^  _  cosAfP 
smAÄ^       sinBB^       sinCC,  cosÄ 

Soll  daher  die  Summe  der  drei  Quotienten  zur  Linken  constant  bleiben, 
so  ist  der  Ort  des  Punctes  P  die  Peripherie  eines  Kreises,  der  mit  dem 
genannten  umschriebenen  Kreise  parallel  ist. 
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5.  Lehrsatz.  Die  Leitlinien  aller  Parabeln,  von  denen  jede  die  dra 
Seiten  eines  Dreiecks  berührt,  schneiden  einander  in  einem  and  demselben 
PuDct«,  und  zwar  in  dem  nämlichen  Pnocte,  in  welchem  die  aus  den  Win- 
keln des  Dreiecks  auf  die  gegenüber  liegeuded  Seiten  gelallten  Lothe  eiit- 
aader  schneiden. 

6.  Lehrsatz.  Berührt  irgend  eine  Parabel  die  drei  Seiten  eine» 
gleichseitigen  Dreiecks,  so  treffen  die  drei  Geraden  aus  den  Ecken  des 
Dreiecks  nach  den  Berührungspuncten  der  gegenüber  liegenden  Seiten  ein- 
ander im  Brennpuncte  der  Parabel. 

7.  Lehrsatz.  Berührt  von  zwei  beliebigen  Kegelschnitten  jeder  die 
dn'i  Sorten  eines  gegeheiMD  Dcetw^s,  ••  Uegen  die  sechs  Berüfaningsponcte 
immer  in  irgend  einem  dritten  Kegelschnitt 

^  Lehrsati.  a)  Berührt  irgend  eine  Fläche  zweiten  Grades  die 
sechs  Kante«  «iner  dreiseitigen  Pyramide,  oder  ihre  Verläi^emngen ,  so 
s^-hntMden  die  drei  Gnaden,  velcbe  durch  die  Berührungsponcte  der  gegen- 
üborlie^nlen  Kanten  gehen,  einander  allemal  in  einem  Puncte;  und  nm-- 
t^lt'hn. 

(•}  IVr^it  TOD  mi  beliebigen  Flächen  zweiten  Grades  jede  (£e 
^vhs  Kanltf«  iräer  dreiseitigen  Pyramide,  oder  ihre  Verlängerungen,  so 
Ikyv«  tlie  ■wvjf  B<»ühnui$spimcle  allemal  in  irgend  einer  dritten  Fläche 
d««iSvlKea  Grailffi^. 

A  L<hr«ate.  it-iet  hihtkige  Pimct  in  der  Ebene  eines  g,c^benen 
l^w\-i»  AHi  \}t\.  3)  kann  einer  <i*t  Biennpuncla  eines  Kegelsoboitls 
;«4ik  «vk-Wr  <&  )^  ^^wn  lies  Dmecfcs.  oder  ihre  VerUngerongei^  bo- 
ntkwts  ttfti  svw  t$<  *kr  k<<e<4Khüv  «iitwwkr  o)  eine  Panbel,  oder  b}  eiiu 
Ktü^..  «sjk<  M-?  «iftr  U}p«ti<d.  j«  Bacfadnn  der  genannte  Punct  entweder 
j**  itt  sfe<rc  IVriF^fm  d«>»  an  Jas  Preierk  beschriebenen  Kteises,  oder 
'•''  itt  t-ifl».-!»  i^T  xMi  Käiuw  £~  E,.  E,.  £^,  oder  c)  in  einem  der  sechs 
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3)  Sind  vier  Geraden  G  gegeben,  so  wird  jede  derselben  von  den  vier 
Geraden  6,,  welche  zu  den  drei  übrigen  gehören  (2),  in  vier  Puncten  ge- 
schnitten. Solcher  Puncto  hat  man  also  zusammen  sechzehn,  und  von  diesen 
sechzehn  Puncten  liegen  acht  Mal  vier  in  einer  Geraden  6,. 

4)  Sind  fünf  Geraden  G  gegeben,  so  wird  jede  derselben  von  den  acht 
Geraden  G,,  welche  zu  den  vier  übrigen  gehören  (3),  in  acht  Puncten  ge- 
schnitten; das  sind  zasammen  vier^g  Puncie,  und  von  diesen  vierzig 
Puncten  liegen  sechzehn  Mal  fünf  in  einer  Geraden ;  u.  s.  w.  Ucberhaupt 
bei  n  gegebenen  Geraden  G  wird  jede  von  den  2"~^  Geraden  ö«— »,  welche 
zu  den  n — 1  übrigen  gehören,  in  2*^^  Puncten  geschnitten,  welches  zu- 
sammen w.2*~^  Puncto  ausmacht,  und  von  diesen  Puncten  liegen  2"~^Mal 
n  in  einer  Geraden  ön-i- 

Dieser  Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  von  einem  weit  allgemeineren 
Satze. 

11.  Lehrsatz.  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  beliebige  Kreise  K,  K^ 
(Fig.  6)  gegeben  sind,  so  giebt  es  eine  Schaar  unzählig  vieler  anderer 
Kreise  wi,  w,,  w^,  w,,  . . .,  von  denen  jeder  jene  beiden  auf  die  nämliche 
Art  berührt,  und  die  Mittelpuncte  dieser  Schaar  Kreise  liegen  in  irgend 
einem  Kegelschnitt.  Dreht  man  jeden  Kreis  der  genannten  Schaar  um 
einen  seiner  Durchmesser,  so  erhält  man  eine  Schaar  Kugeln  m,  w,,  w,, 
w„  . . .,  und  dann  giebt  es  eine  zweite  Kugelschaar  M,  ilf,,  il^,  M^^  . . ., 
von  denen  jede  alle  Kugeln  der  ersten  Schaar  berührt,  und  deren  Mittel- 
puncte ebenfalls  in  einem  Kegelschnitte  liegen;  und  zwar  steht  die  Ebene 
des  letzteren  Kegelschnitts  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht,  und  schnei- 
det sie  in  der  Geraden  KK^-^  auch  haben  die  beiden  Kegelschnitte  solche 
Beziehung  zu  einander,  dass  die  Brennpuncte  eines  jeden  derselben  mit 
den  Hauptscheiteln  des  anderen  zusammenfallen,  dass  daher  noth wendig 
entweder  beide  Kegelschnitte  congruente  Parabeln  sind,  oder  dass  der  eine 
3ine  Ellipse  und  der  andere  eine  Hyperbel  ist. 

Nimmt  man  nun  unter  der  ersten  Kugelschaar  eine  Reihe  Kugeln 
7i,  w»,,  w,,  Wj,  ...  an,  welche  einander  der  Ordnung  nach  berühren,  so 
Sndet,  wie  auf  S.  43  bewiesen  wurde,  wenn  die  Reihe  commensurabel 
ist,  d.  h.,  nach  einem  oder  nach  mehreren  Umläufen  in  sich  zurückkehrt, 
dasselbe  allemal  Statt,  an  welcher  beliebigen  Stelle  man  auch  das  erste 
Glied  m  der  Reihe  annehmen  mag. 

Es  findet  nun  das  merkwürdige  Gesetz  Statt:  „dass,  wenn  in  der 
ersten  Kugelschaar  eine  commensurable  Reihe  m,  w,,  w,,  w»,,  ... 
möglich  ist,  allemal  auch  in  der  zweiten  Kugelschaar  eine  com- 
mensurable Reihe  M,  3/,,  M^^  J/,,  .  .  .  vorhanden  ist",  und  zwar 
sind  beide  Reihen  dem  folgenden  höchst  sonderbaren  gemeinschaftlichen 
Gesetz  unterworfen: 
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„Bezeichnet  man  die  Zahl  der  Umläufe  der  ersten  Reihe 
durch  u  uDd  die  Zahl  ihrer  Glieder  (Kugeln)  durch  n,  ferner 
die  Zahl  der  Umläufe^  und  Glieder  der  zweiten  Reihe  durch  D 
und  N,  Bo  ist  atlemal 

n  '^  N 
Dies  ist  einer  der  merkwürdigsten  geometrischen  Sätze. 

Ein  specieller  Fall  dieses  Satzes  steht  auf  S.  59,  wo  nämlich 
u  =  l,n  =  Z,ü=l     und     N=G 


-  =  K 
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Zwei  polygonometrische  Sätze. 

I.  Lehrsatz.  „Zieht  man  aus  einem  in  der  Ebene  eines  ge- 
gebenen Vielecks  beliebig  angenommenen  Puncte  P  nach  den 
Seiten  des  Vielecks  Gerade,  die  respective  mit  gegebenen  Gera- 
den parallel  sind,  so  ist,  wenn  der  Flächeninhalt  desjenigen  Viel- 
ecks, dessen  Scheitel  in  den  Fusspuncten  joner  Goraden  liegen, 
(und  welches  somit  dem  gegebenen  Vieleck  eingeschrieben  ist), 
constant  bleiben  soll,  der  Ort  des  Punctes  P  dio  Peripherie  eines 
bestimmten  Kegelschnitts.  Die  Form  dieses  Kegelschnitts  und 
die  Lage  seines  Mittelpunctes  bleiben  unverändert,  wenn  auch  der 
Inhalt  des  eingeschriebenen  Vielecks  kleiner  oder  grosser  ange- 
nommen wird,  d.  h.  durch  Veränderung  dieses  Inhalts  entstehen 
äbnlicbe,  äbnlichliegende  und  concentrischc  Kegelschnitte.^ 

Beweis.  Es  sei  z.  B.  das  Vieleck  AB(JDE  (Fig.  1)  gegeben.  Aus 
einem  beliebigen  Puncte  P  ^iehe  man  in  den  gegebenen  Richtungen  nach 
den  Seiten  des  Vieleck»  die  Geraden  Pil,,  P£,,  PC^y  ...  oder  a,,  i,, 
r,,  ...,  deren  Fusspunete  ein  dem  gegebenen  eingeschriebenes  Vieleck 
A^B^C\D^E^  bestimmen. 

Da  z.  B.  der  Inhalt  des  Dreiecks  C\PDi  gleich  ^c'jd,sina,  so  hat  man, 
wenn  man  den  Inhalt  des  Vielecks  A^Dfi^D^E^  durch  I{  bezeichnet, 

(1)     2/,  =  e?,d,sina-f-rf,^,sinp-|-ß,aiSinY-l-ö,*iSin8-|-i,CiSine. 

Es  seien  nun  ferner  x^  y  die  Coordinaten  des  Punctes  P,  in  Bezug 
auf  beliebige,  zu  einander  senkrechte  Coordinaten- Axen  OY,  OXy  und 
a,,  ß,,  i(,,  8,,  6,  seien  die  Winkel,  welche  die  Geraden  a, ,  6,,  ...  mit 
den  respectiyen  Seiten  des  gegebenen  Vielecks  einschliessen,  so  wie  o,,  ß,, 
7,,  ..  ^  die  Winkel,  welche  die  Abscissen-Axe  OX  mit  den  nämlichen  Seiten 
bildet,  und  endlich  seien  a,  6,  Cy  dy.e  die  aus  dem  Anfangspuncte  0  auf  die 
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nämlichen  SeitcD  geßillten  Lothe,  so  hat  man  bekanntlich 


(2) 


äino, 
sinß, 

Hin^, 


sma, 
b 


cos  7, 


BmY, 


smY, 


Werden  diese  Werthe  in  (1)  substituirt,  so  kommt 


2/,= 


, /cos  7,  cos  8     . 
/  1    ■    '  .   -'-sma 
VsuifjSinö, 

-/sin-f-sinS,    . 
e"l -; — ^-^  -sino 
VsmTiSmo, 

.HinY,sin8, 


-j!y\ 


cos  5,  coflE, 
sinS,  sine, 
sinSjSine, 
sin  S,  sine, 


sinß-f— 
s!np+-- 
8inp4- 


C0Sfl,C081,      .       \ 


(  t/cos  Y.+C  cos  S,       .                         CC0SS,H-ÄC087, 
—  ■„TTTr.ri— ^-aina-t— -< ^' *' 


sin-f,  sin  8, 

(dsin-f.-l-fsinS, 
"3? 


cc^sina 
sinf,  sin8, 
oder  in  einfacheren  Zeichen 

(4)  ^.i/'+ßV- 


stnfl,  sinY, 
csinPjH-Äsini, 
q6,  siußjsini, 

rfesinß  crtsin-);  aÖHinS  öcsine 

sinfi,sine,      siDe,sinaj      sina,  sinß,      sinß,  sin^, ' 


-C-ry+Dij+Ex- 


Diese  Gleichnng  giobt  den  Ort  des  Punctos  P,  wenn  man  /,  als  con 

stant  annimmt.   Sic  enthält,  wie  man  sieht,  eine  Cnrve  der  zweiteicrirxiK 


Zwei  polygonometrische  Sätze.  141 

wird.**    Denn  diese  beiden  Richtungen   werden    durch   die   beiden  Glei- 
chungen 

A  =  B    und     C=0 

gerade  bestimmt. 

Sind  die  Geraden  a,,  6,,  c,,  ...  alle  zu  den  respectiven  Seiten  des 
gegebenen  Vielecks  senkrecht,  so  ist  die  Curve  allemal  ein  Kreis,  was 
den  folgenden  speciellen  Lehrsatz  giebt. 

n.  Lehrsatz.  „Fällt  man  aus  einem  in  der  Ebene  eines  ge- 
gebenen Vielecks  beliebig  angenommenen  Puncto  P  Lothe  auf  die 
Seiten  desselben,  so  ist,  wenn  der  Flächeninhalt  des  Vielecks, 
dessen  Scheitel  in  den  Fusspuncten  der  Lothe  liegen,  constant 
bleiben  soll,  der  Ort  des  Punctes  P  die  Peripherie  eines  be- 
stimmten Kreises.  Der  Mittelpunct  dieses  Kreises  ist  ein  be- 
stimmter fixer  Punct,  d.  h.  er  bleibt  derselbe,  wenn  auch  der 
Inhalt  des  eingeschriebenen  Vielecks  kleiner  oder  grösser  ange- 
nommen wird;  er  ist  nämlich  der  Mittelpunct  (Schwerpunct)  von 
Kräften,  die  in  parallelen  Richtungen  auf  die  Ecken  des  gege- 
benen Vielecks  wirken,  und  sich  verhalten  wie  die  Sinus  der 
respectiven  doppelten  Winkel  des  Vielecks." 

Erster  Beweis.  Vermöge  der  neuen  Bedingung  sind  z.  B.  in  dem 
Viereck  AC^PD^  die  Winkel  bei  C^  und  D^  rechte,  daher  ist  auch  A-\-a 
gleich  zwei  Rechten,  und  daher  folgt,  dass 

sina  =  sin^^ 
^^^  .  sinß  ==  sin-B, 

smY  =  smC, 


und  femer  ist  vermöge  der  neuen  Bedingung 

(6)  sina^  =  sinß,  ==sinY,  =  ...  =  1. 

Durch  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  reducirt  sich  die  obige  Gleichung  (3) 
auf  folgende: 

2/,  =  y'(cosY,  cos8j  sin-4-|-cos8,  cose^sin^H hcosp^cos^j  sin-E). 

-|-Ä'(sinY,  sin8,  sin-^-hsinS^  sine,  sinßH h-sinp^sin-f,  sin  JS) 

.  .     ,       — d?y[sin(Y,-+-83)sin^-|-sin(8,-4-e,>inJ5H hsin(p,-4-ifj,)sin^] 

'  •y[(dcosY,-hccos8j)sin^H h(cco8ßj-i-6cosY,)sinjB] 


— «[(d8inif3-f-c8in83)sinw4.-i— ••- +-(c8inß,-f-68inYa)sinJS] 
-Hcd8in-4-f-<i^8inJ?-|-öasinC-f-a6sini)-f-6csin-E, 
oder 
(8)  ul,y«-hS,Ä»-hC,^y-i-D,y-f-^,^-f-j;  =  0. 
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Nou  ist  nach  dem,  wis  oben  bemerkt  «ordea.  dumtinm,  dsBs  BomM 
die   CoefGcienten  A,   and   B,    einander  ^ich   sind,   ab   aoch    dsss  dar 

Coefficient  C,  gleich  Null,  alao  daas  sowohl 

eo8-[,coBSj3in^+eo82,co«e,äinß-i i-cosß,  eo«^  sinf 

=  sio7,  sinS,  «n^+änSjSine,  sinßH t-äa^mtf^äaEy 

oder 

(I)  cos(7,+5,)8inJ+co8(5,+B3)HnßH hcos(ß,+-^}sm£  =  0, 

als  auch 

(II)  8in(i,+^)sinJ-Hsin(S,+E0s™^H l-3in(Jl,-HTj8in£  =  0 

\sL 

Diese   beiden  Bedingungsgleichni^^  findm  aber  auch  in  dw  That 
statt.     Denn,  wenn  man  bemerkt,  dads  s.  B^  da  ■,  ^f, — &,, 

siDJ  =  8in«,^ffln(7, — 5^ 
so  g«4ien  die  Aosdröcke  (I)  und  (U)  in  fcd^mde  über: 

«»(T,-t-«i)sin(T,-«0-l-co6(S,+e,)*in(S,  -  sjH l-coöCPi+T^üiCP,— tO. 

3in(;,+3>inC:[,-SJ-|-siD(5,+=0sin(5,-tjH h3inO,+T^siiiC?,-Tj. 

Und    wird   ferner   bemerkt,   daas   nach  bekannten  trigooonietriBchen 
Formehi 

aw(ai+«)ain(iit — a)  ^  ^äinäM — |ain2» 
and 

8iD(H+i()äin(ai — ■)  ^  an'» — sin'«, 
so  verwandeln  sich  die  rorstebendm  Anadincke  in  folg^ide: 

Ksinai;,— 3in2S>t-^sin2»,— sin2sjH hi(*™2^— 3in2T0, 

(sin'i:, — 3in'8,)-|-{3in'a,— sin'sjH K^*Pi — »"»'t»)» 

Tim  denen,  wie  in  die  Angen  ßUt  jeder  gleich  Null  bt,  indem  alle  Glie- 
der derselben  einander  anfbeb«L  folglich  ist,  wie  in  Lehrsatse  be- 
hauptet wird,  derOrt  des  Panctes  P  die  Peripherie  eines  Kreises, 
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und  daher 

A — A,  =  ^PX)'(cosvcosfi. — smvsmp.)sm2) 

=  iPD\co8DsmD  =  {PD\sm2D. 

Da  man  auf  gleiche  Weise  eine  ähnliche  Gleichung  zwischen  den 
Flächeninhalten  der  zusammengehörigen  Dreiecke  B^EC^  und  B^PC\y  des- 
gleichen zwischen  den  Dreiecken  C^AD^  und  C^PD^,  u.  s.  w.  findet,  so 
hat  man,  wenn  die  Flächeninhalte  der  Vielecke  ABCDE  \md  A^B^C^D^E^ 
durch  /  und  I^  bezeichnet  werden, 

/— 2/,=KP^^8iB22l+Pß^sin2B^-PC'.sin2C4-P2)^sin22>-hP^.8in2^. 

Soll  nun  der  Flächeninhalt  (/J  des  eingeschriebenen  Vielecks  constant 
bleiben,  so  ist  auch  / — 2/j  constant,  so  dass  also  in  diesem  Falle  die 
Summe  der  Producte,  die  entstehen,  wenn  man  die  Quadrate  der  Abstände 
des  Punctes  P  von  den  Ecken  des  gegebenen  Vielecks  ABCDE  mit  den 
Sinus  der  respectiven  doppelten  Winkel  dieses  Vielecks  multiplicirt,  gleich 
einer  constanten  Grösse,  nämlich  gleich  4(7 — 2/,)  ist,  woher  denn,  nach 
einem  bekannten  Satze  {M.  Hirsch,  Sammlung  geom.  Aufg.  Bd.  11.  S.  339) 
unmittelbar  die  Richtigkeit  des  obigen  Lehrsatzes  folgt. 

Der  letztere  Beweis  ist,  einige  Abkürzungen  ausgenommen,  derselbe, 
welchen  wir  zuerst  S.  15  und  16  mitgetheilt  haben. 


Auflösung  einer  Aufgabe  aus  den  Annalen  der 
Mathematik  von  Herrn  Gergonne. 
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Auflösung  einer  Aufgabe  aus  den  Annalen  der 
Mathematik  von  Herrn  Gergonne. 

I. 

Im  XVU.  Bande  der  Annales  de  Maihhnatiques  von  Iloim  Gergonne 
befindet  sich  S.  83  folgende  Aufgabe: 

„Construire  rigoureusement  la  droite  qui  coupe  ä  la  fois 
quatre  droites  donnees  dans  Tespace,  non  comprises  deux 
ä  deux  dans  un  meme  pl^n.^ 

Die  nachfolgende  Auflösung  dieser  Aufgabe  erfordert  einige  Hülfssätze 
und  Betrachtungen,  die  hier  theils  entwickelt,  theils  nur  angedeutet  wer- 
den sollen. 

n. 

Folgende  Sätze  sind  leicht  einzusehen: 

1)  Durch  jeden  gegebenen  Punct  ist  eine  einzige  Gerade  möglich, 
welche  mit  einer  der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  parallel  ist. 

2)  Alle  Geraden,  welche  eine  gegebene  Gerade  A  schneiden  und  mit 
einer  anderen  gegebenen  Geraden  B  parallel  sind,  liegen  zusammen  in 
einer  Ebene,  welche  mit  der  letzteren  Geraden  parallel  ist;  oder  durch 
eine  gegebene  Gerade  A  ist  allemal  eine  einzige  Ebene  möglich,  welche 
mit  einer  anderen  gegebenen  Geraden  B  parallel  ist,  vorausgesetzt,  dass 
die  beiden  Geraden  A,  B  nicht  parallel  sind. 

3)  Sind  im  Räume  irgend  zwei  Gerade  Ay  B  gegeben,  so  ist  durch 
jede  derselben  eine  Ebene  möglich,  welche  mit  der  anderen  parallel  ist  (2), 
und  beide  Ebenei)  sind  daher  mit  einander  parallel. 

4)  Sind  im  Räume  irgend  zwei  Gerade  und  ein  Punct  gegeben,  so  ist 
durch  den  Punct  allemal  eine  und  nur  eine  Ebene  möglich,  welche  mit 
jeder  der  beiden  Geraden  parallel  ist. 

10* 
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m. 

„Sind  im  Räume  irgend  zwei  Gerade  Ä,  B  und  irgend  ein  Ponct  P 
gegeben,  »o  kann  durch  den  Punct  allemal  eine  einzige  dritte  Gerade  ge- 
legt werden,  welche  entweder  1)  jene  beiden  Geraden  schneidet,  oder,  bä 
einer  besonderen  L(^  des  Punctes  P,  2)  die  eine  schneidet  und  mit  der 
anderen  parallel  ist"  Denn  man  denke  sich  d\}rch  den  Punct  P  und  durch 
jode  der  beiden  Geraden  insbesondere  eine  Ebene  gelegt,  so  muss  jede 
dritte  Gerade,  welche  durch  den  Punct  gehen  und  beide  gegebene  Geradeo 
schneiden  soll,  in  diesen  beiden  Ebenen  zugleich  liegen,  daher  giebt  es 
nur  eine  einzige  solche  Gerade,  nämlich  die  Durchschnittslinie  beider  Ebenen. 
Liegt  der  gegebene  Punct  P  eotweder  in  derjenigen  Ebene,  welche  durch 
A  geht  und  mit  B  parallel  ist,  oder  in  deijenigen,  welche  durch  B  geht 
und  mit  A  parallel  ist  (II,  3),  so  findet  der  Fall  (2)  des  ^tecs  Statt, 
d.  h.  die  dritte  Gerade  schneidet  nur  die  eine  gegebene  Gerade  und  ist 
mit  der  anderen  parallel. 

IV. 

„Sind  im  Räume  irgend  drei  Gerade  A,  R,  C  gegeben,  so  g^ebt  es. 
allemal  eine  und  nur  eine  vierte  Gerade  C\,  welche  zwei  derselben,  z.  B. 
Ay  B,  schneidet  und  mit  der  dritten  ('  parallel  ist."  Denn  man  deoke 
sich  durch  A  eine  Ebene,  welche  mit  ('  parallel  ist,  und  ebenso  durch  B 
eine  Ebene,  welche  mit  C  parallel  ist.  so  bt  die  Durchschnittslinie  beid« 
Ettonen  die  einzig  mögliche  Gerade  l\,  welche  die  Geraden  A,  B  schneidet 
und  mit  der  Geraden  C  parallel  ist  (U,  2).  Man  erhält  daher  die  Gerade 
(',,  wenn  man  z.  B.  durch  .-1  eine  Ebene  legt,  welche  mit  C  parallel  ist, 
und  alsdann  durch  den  leinet  b,  iu  welchem  sie  B  schneidet,  eine  Gerade 
<\  mit  ('  parallel  zieht 
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Ebene,  so  wird  diese  die  Geraden  A,  B  in  irgend  zwei  Puncten  a,  b 
schneiden,  und  die  Gerade  ab  wird  alsdann  der  Forderung  genügen,  d.  h. 
sie  hat  die  Eigenschaft  der  verlangten  Geraden  -4,,  indem  sie  nothwendiger 
Weise  auch  die  Gorade  C  schneiden  wird,  weil  sie  mit  ihr  in  der  ge- 
nannten Ebene  liegt.  „Lässt  man  daher  in  der  Vorstellung  diese  Ebene 
sich  um  die  Gerade  C  herumbewegen,  so  wird  die  Gerade  ab  oder  A^ 
sich  so  bewegen,  dass  sie  fortwährend  alle  drei  gegebene  Geraden  A,  B,  C 
schneidet,  und  dass  die  Durchschnittspuncte  a,  b,  c,  in  welchen  sie  die 
letzteren  schneidet,  längs  diesen  sich  coptinuirlich  fortbewegen.^ 

VI. 

Mit  anderen  Worten  folgt  daher:  „dass  die  drei  gegebenen  Geraden 
Aj  By  C  von  einer  unzähligen  Schaar  anderer  Geraden  A^^  /?,,  C,,  /),,  ... 
geschnitten  werden  können,  und  dass  von  dieser  Schaar  keine  zwei,  so 
nahe  sie  auch  inunerhin  auf  einander  folgen  mögen,  einander  schneiden 
können,  weil  sie  sonst,  und  folglich  auch  jene  3  Geraden  mit  ihnen,  in 
einer  Ebene  liegen  müssten.^ 

Fixirt  man  irgend  drei  Gerade  aus  der  genannten  Schaar,  z.  B.  die 
drei  Geraden  ^,,  ß,,  C„  und  nimmt  sie  als  drei  gegebene  Geraden  an, 
so  folgt  also,  dass  dieselben  nicht  allein  von  den  drei  Geraden  A^  /?,  C, 
sondern  vielmehr  von  einer  zweiten  Schaar  unzähliger  Geraden  A,  B,  C, 
Dy  , , ,  geschnitten  werden  können. 

Es  liegen  aber  bekanntlich  die  beiden  Schaaren  von  Geraden  zusammen 
in  einer  Fläche  der  zweiten  Ordnung,  nämlich  im  einfachen  Hyperboloid*); 
und  ferner  schneiden  nicht  nur  die  drei  Geraden  Ay  B,  C  alle  Geraden 
der  Schaar  -4,,  Ä„  C,,  /),,  ...,  sondern  jede  Gerade  der  einen  Schaar 
schneidet  jede  Gerade  der  anderen  Schaar,  so  dass  also  auch  z.  B.  die 
Gerade  D  nothwendig  die  Gerade  D^  schneidet  oder  mit  ihr  parallel  ist**). 
Das  heisst: 

„Wenn  im  Räume  drei  beliebige  Geraden  A^  ß,  C  von  irgend  drei 
anderen  Geraden  -4,,  B^^  C,  geschnitten  werden,  so  beschreibt  diejenige 
Gerade,  welche  sich  durch  die  drei  ersteren  fortbewegt  (V),  die  nämliche 
Fläche  zweiter  Ordnung  als  diejenige  Gerade,  welche  sich  durch  die  drei 
letzteren  bewegt,  und  diese  Fläche  ist  das  einfache  Hyperboloid."  Und 
femer:  „Von  den  beiden  Schaaren  Gerader,  die  in  einer  solchen  Fläche 
liegen,  können  von  denen,  welche  zu  der  nämlichen  Schaar  gehören,  keine 
zwei  einander  schneiden;  dagegen  aber  schneidet  jede  Gerade  der  einen 
Schaar  jede  Gerade  der  anderen  Schaar,  ausgenommen  eine  einzige,  mit 
welcher  sie  parallel  ist" 


*)  Band  I.  Seite  340  von  CreÜe*8  Journal. 
**)  Seite  342  ebendaselbst. 
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vn. 

Bewogt  sicK  nämlich  die  Gerade  A,  durch  die  drei  Geradeii  A,  B,  Q, 
so  wird  Bie  irgend  einmal  eine  solche  Lage  haben,  dass  sie  mit  A  panlld 
ist,  nämlich  in  demjenigen  bosondoren  Falle,  wo  ihr  DurchBchnittspODet 
mit  A  unendlich  weit  entfernt  ist,  eine  Lage  von  ^,,  welche  nach  (IV) 
gefimden  wird.    Daher  folgt: 

„DasB  mit  jeder  Geraden  auB  einer  der  beiden  geaannten 
Schaaren  eine  Gerade  ans  der  anderen  Schaar  parallel  ist." 

Es  seien  die  Geraden  A  und  A^  parallel,  so  schneidet  alsdann  A^  jede 
der  übrigen  Geraden  B,C,D,  ...  der  ersten  Schaar  (VI),  and  die  Ebeoeo 
durch  A,  and  B,  A^  und  C,  A^  und  Z>  u.  s.  w.  sind  alsdann  säiomtlidi 
mit  A  parallel.  Da  aber  durch  jede  der  Geraden  B,C,D,...  insbesondere 
nur  eine  mit  A  parallele  Ebene  möglich  ist  (II,  2),  so  folgt  also  amgekehit: 

„Dass  alle  Ebenen,  welche  man  durch  beliebige  Geraden  B, 
C,  D,  ...,  die  in  einem  einfachen  Hyperboloid  liegen,  und  di« 
zu  der  Qämlichen  Schaar  gehören,  mit  einer  Geraden  A,,  die  *% 
derselben  Schaar  gehört,  parallel  legt,  einander  in  einer  Gera- 
don A^  schneiden,  welche  zu  der  zweiten  Schaar  gehört,  and 
welche  mit  jener  abgesonderten  Geraden  A  der  ersten  Schaar 
parallel  ist" 

Ceberhaupt  geht  jede  Ebene,  welche  durch  irgend  eine  Gerade  wo» 
einer  der  beiden  Schaaren  geht,  nothwendiger  Weise  auch  durch  eine 
Gerade  der  anderen  Schaar.  Denn  geht  z.  B.  eine  Ebene  durch  A,  so 
wird  sie  die  Geraden  B,  C  m  xt^eoA  zwei  Ptmcten  b,  c  achneiden;  als- 
dann schneidet  die  Gerade  bc  alte  drei  Geraden  A,  B,  C  (V),  gehört  also 
zu  der  zweiten  Schaar  und  liegt  in  der  genannten  Ebene.  Also:  »Jede 
Ebene,  welche  das  einfache  Hyperboloid  in  einer  Geraden  sdmeidet, 
schneidet  dasselbe  noch  in  einer  zweiten  Geraden,  und  beide  Geraden  ge- 
hören nothwendiger  Weise  verschiedenen  Schaaren  an*)." 
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Durch  irgend  drei  im  Räume  gegebene  Gerade  A,  Dy  C,  welche  nicht 
mit  einer  Ebene  parallel  sind,  ist  demnach  allemal  ein  einfaches  Hyper- 
boloid bestimmt,  d.  h.  es  giebt  allemal  eine  und  nur  eine  solche  Fläche, 
in  welcher  die  drei  (Jeraden  liegen.     Der  Mittelpunct  dieser  Flä<5he  wird, 


2.  Wählt  man  die  Axen  des  Hyperboloids  zu  Goordinaten-Axen,  so  ist  seine  Glei- 
chung bekanntlich 

Bezieht  sich  folgende  Gleichung 

(p)  ö«c'x«—rt»cV— «'*'«'  =  0 

auf  das  nämliche  Coordinaten-System,  so  ist  letztere  die  Gleichung  eines  Kegels  (zweiter 
OrdnungX  welcher  mit  jener  Fläche  (a)  einerlei  Ifittelpunct  hat  und  ihr  Asymptoten- 
Kegel  ist 

Legt  man  nun  eine  Ebene  so,  dass  sie  den  Kegel  (ß)  in  irgend  einer  Kante,  welche 
K  heissen  mag,  berührt,  so  findet  man,  dass  diese  Ebene  allemal  die  Fläche  (a)  in  irgend 
zwei  Geraden,  z.  B.  in  ^,  ^i  schneidet,  welche  unter  sich  und  mit  der  genannten  Kante 
K  parallel  sind,  und  dass  letztere  in  der  Mitte  zwischen  jenen  beiden  Geraden  liegt. 
Folglich  ist  jede  Gerade,  welche  sich  in  der  Fläche  (a)  befindet,  mit  irgend  einer  Kante 
des  Kegels  (ß)  parallel,  und  umgekehrt.    Demnach  folgen  nachstehende  Sätze: 

I.  „Alle  Geraden,  welche  in  der  Fläche  eines  einfachen  Hyperboloids  liegen,  sind 
mit  den  Kanten  eines  bestimmten  Kegels  zweiter  Ordnung  parallel,  d.  h.  zieht  man 
durch  einen  beliebigen  Punct  P  mit  jeder  Geraden,  welche  in  der  Fläche  eines  gege- 
benen einfachen  Hyperboloids  liegt,  eine  Parallele,  so  liegen  alle  diese  Parallelen  zu- 
sammen in  einer  bestimmten  Kegelfläche  zweiter  Ordnung.''    Oder: 

n.  ,ySind  im  Räume  irgend  drei  Gerade  A^  B^  C  gegeben,  und  eine  vierte  Gerade 
Aiy  welche  dieselben  schneidet,  bewegt  sich  auf  jede  mögliche  Weise,  ohne  jedoch  einen 
Augenblick  aufzuhören,  jene  drei  zu  schneiden,  so  ist  sie  stets  mit  irgend  einer  Kante 
eines  bestimmten  Kegels  parallel;  oder  bewegt  sich  eine  andere  Gerade  ai,  welche  fort- 
während durch  irgend  einen  fixen  Punct  P  geht,  so,  dass  sie  stets  mit  der  Geraden  Ai 
parallel  ist,  so  beschreibt  sie  eine  bestimmte  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  welche  den 
Punct  P  zmn  llittelpuncte  (Scheitel)  haf 

ni.  ,ySind  im  Räume  irgend  zwei  Gerade  A^  B  nebst  einem  beliebigen  Kegel  P 
zweiter  Ordnung  gegeben,  so  liegen  alle  möglichen  Geraden  il] ,  B, ,  Ci , . . . ,  von  denen 
jede  jene  beiden  Geraden  schneidet,  und  mit  irgend  einer  Kante  des  Kegels  P  parallel 
ist,  zusammen  in  einem  bestimmten  einfachen  Hyperboloid ;  oder  bewegt  sich  eine  Gerade 
Ai  so,  dass  sie  stets  mit  irgend  einer  Kante  des  Kegels  P  parallel  ist,  und  fortwährend 
die  beiden  Geraden  A^  B  schneidet,  so  beschreibt  sie  ein  einfaches  Hyperboloid." 

IV.  JSind  irgend  zwei  Kegelschnitte  A^  B^  welche  in  irgend  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  liegen,  nebst  einem  beliebigen  Kegel  P  derselben  Ordnung  gegeben,  und  be- 
wegt sich  eine  Gerade  Ai  so,  dass  sie  stets  mit  irgend  einer  Kante  des  Kegels  P  parallel 
ist  und  fortwährend  durch  die  Peripherien  der  beiden  Kegelschnitte  A,  B  geht,  so  be- 
schreibt sie  ein  einfaches  Hyperboloid." 

Ist  der  genannte  Kegel  ein  gerader  Kegel,  so  ist  das  Hyperboloid  dasjenige,  welches 
durch  Umdrehung  erzeugt  werden  kann;  und  tritt  an  die  Stelle  des  Kegels  eine  oder 
zwei  Ebenen,  so  wird  das  genannte  einfache  Hyperboloid  durch  das  hyperbolische 
Paraboloid  vertreten. 
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wie  sich  leicht  beweisen  l'ässt,   und  wie   z.  B.  Ilac/iette  im  ersten  Buxie 
von  Crelle'ii  Journal  bewiesen  hat,  auf  fol^nde  Weise  gefunden: 

1)  „Man  suche  diejenigen  drei  Geraden  A„  ß,,  C,,  welche  respective 
mit  den  gegcbcneu  Geraden  A,  B,  C  parallel  sind  und  respecUve  die 
beiden  übrigen  B  und  C,  A  und  C,  A  und  B  schneiden  (IV),  und  le^ 
alsdann  durch  je  zwei  Parallelen,  also  durch  A  und  A,,  B  und  B,,  C 
und  C,  eine  Ebene,  so  ist  der  Durchschnittspunct  dieser  drei  Ebenen  der 
gesuchte  Mittelpunct."  . 

Oder  mau  erhält  daher  diesen  Mittelpunct  am  einfachsten,  wie  folgt: 
3)  „Durch  eine  der  drei  gegebenen  Geraden,  z.  B.  durch  A,  lege  man 
eine  Ebene  parallel  mit  B,  welche  die  6'  in  ii^cnd  einem  Puncto  c  schnei- 
den wird ;  femer  lege  man  durch  A  eine  Ebene  parallel  mit  C,  welche  die 
B  in  irgend  einem  Puncto  b  schneiden  wird,  so  ist  alsdann  die  Mitte  M 
derjenigen  Geraden  bc,  welche  die  beiden  gcnanutoa  Puncte  verbindet,  der 
verlangt«  Mittelpunct." 


IX. 

Nach  diesen  vorläufigen  Betrachtungen  wollen  wir  uns  nun  zu  der 
obigen  Aufgabe  (I)  wenden.     Sie  verlangt  nUmlich: 

„Diejenige  Gorade  in  aller  Strenge  zu  construiren,  welche 
vier  gegebene  Geraden,  von  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene 
liegen,  sämmtlich  schneidet. " 

Die  vier  gegebenen  Geraden  sollen  A,  B,  C,  D  bcissen. 

Worden  zunächst  nur  die  drei  Geraden  A,  B,  C  berücksichtigt,  so 
liegen  diöse  in  einem  bestimmten  einfachen  Hyperboloid  (VlII),  welches 
J{  heissen  mag,  und  es  giebt  eine  Schaar  von  Geraden  A„  B„  C,,  D„  ..., 
von  welchen  jede  jene  drei  Geraden  schneidet  und  in  der  Fläche  H  liegt  (VI). 
Die  gesuchte  Gerade  befindet  sich  daher  nothwendiger  Weise  in  dieser 
Schaar,  nämlich  sie  ist  diejenige,  welche  durch  einen  derjenigen  Puncte 
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1)  Man  suche  nach  (VIII)  den  Mittelpunct  des  genannten  Hyper- 
boloids Hy  in  welchem  nämlich  die  drei  Geraden  A^  Dy  C  liegen;  er 
heisse  M  (Fig.  1). 

2)  Durch  die  Gerade  A  lege  man  eine  Ebene  E  parallel  mit  /), 
welche  die  Geraden  B,  C  in  irgend  zwei  Puncten  h,  c  und  das  Hyper- 
boloid in  den  beiden  Geraden  A  und  he  schneiden  wird  (VII).  Der  Durch- 
schnittspimct  der  beiden  Geraden  A,  bc  heisse  a. 

3)  Durch  die  Gerade  D  lege  man  eine  Ebene  E^  parallel  mit  A^ 
welche  nämlich  die  Ebene  der  Figur  ist,  so  sind  die  zwei  Ebenen  E,  E^ 
mit  einander  parallel  (II,  3);  sie  schneiden  folglich  das  Hyperboloid  II  in 
ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten,  deren  Mittelpuncte  a,  m 
mit  dem  Mittelpuncte  M  dieser  Fläche  in  einer  Geraden  liegen.  Nun  be- 
steht der  Schnitt  der  Ebene  E  aus  den  beiden  Geraden  A^  bc,  welche  als 
eine  Hyperbel  anzusehen  sind,  deren  Mittelpunct  a  ist.  Daher  wird  auch 
der  Schnitt  der  anderen  Ebene  E^  eine  Hyperbel  h  sein,  deren  Asymptoten 
mdy  md^  mit  den  Geraden  A,  bc  parallel  sind,  und  deren  Mittelpxmct  m 
mit  den  Puncten  a,  M  m  einer  Geraden  liegt. 

4)  Legt  man  daher  durch  den  Punct  M  zwei  Ebenen,  die  eine  durch 
die  Gerade  A  und  die  andere  durch  die  Gerade  bc,  so  schneiden  die- 
selben die  Ebene  E^  in  den  Asymptoten  md,  md^  der  genannten  Hyperbel  ä. 
Sind  ferner  6,,  c,  die  Durchschnittspuncte  der  Ebene  E^  und  der  Geraden 
/?,  Cy  80  liegen  dieselben  nothwendiger  Weise  in  der  Peripherie  der 
genannten  Hyperbel  A.  Demnach  kennt  man  die  Asymptoten  md,  md^ 
und  zwei  Puncto  6,,  c,  der  genannten  Hyperbel  h,  und  es  handelt  sich 
nunmehr  darum,  diejenigen  beiden  Puncte  a,  ß  zu  finden,  in  welchen  die- 
selbe von  der  Geraden  D  geschnitten  wird. 

5)  Zieht  man  zu  diesem  Endzweck,  z.  ß.  durch  den  Punct  6,  die 
Gerade  pq  parallel  mit  Z>,  d.  i.  mit  dd^ ,  so  ist  nach  einer  bekannten 
Eigenschaft  der  Hyperbel 

Um  hiemach  die  gesuchten  Puncte  a,  ß  zu  finden,    beschreibe  man  um 

drf,   als    Durchmesser   den    Kreis   [x,    d.i.   djy^q^d^^    trage   in  diesen  die 

Sehne  p^q^  gleich  pq  ein  und  nehme  p^b^  gleich  pb^^  so  ist  vermöge  der 
Potenz  des  Kreises 

Man  nehme  daher  femer 

jxa  =  |xß  =  |A6.^, 

80  sind  o,  ß  die  beiden  gesuchten  Puncte,  in  welchen  die  Gerade  D  die 
Hyperbel  h  und  folglich  auch  das  Hyperboloid  H  schneidet. 
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6)  Legt  mau  nun  eodlich  durch  jodou  der  beiden  Pimcte  a,  ß  eine 
Gerade  A„  B,,  welche  z.  B.  die  beiden  Geraden  A,  B  schneidet  (III), 
so  wird  jede  derselben  nothwendiger  Weise  auch  die  Gerade  C  schneiden, 
uDd  somit  der  vot^Iegten  Aufgabe  Genüge  than. 

Wäre  die  Gerade  dd^  kleiner  als  pq,  so  müsste  man  in  (5)  nin 
doD  Durchmesser  pq,  anstatt  dd^,  einen  Kreis  beschreiben,  und  als- 
dann fände  man  durch  eine  ähnliche  Constructiou  die  beiden  gesuchten 
Puncto  a,  ß. 


Vorgelegte  Lehrsätze. 


Grelle' 8  Journal  Band  II.  S.  287—292. 


Hierzu  Taf.  XIX  Fig.  1  und  2. 





Vorgelegte  Lehrsätze. 


1.  Lehrsatz.  „Sind  irgend  zwei  in  einer  Ebene  liegende  Drei- 
ecke so  beschaffen,  dass,  wenn  aus  den  Ecken  des  einen  auf  die 
Seiten  des  anderen,  in  irgend  einer  Ordnung  genommen,  Lothe 
gefällt  werden,  diese  drei  Lothe  einander  in  irgend  einem  Puncte 
treffen,  so  treffen  auch  diejenigen  drei  Lothe,  welche  in  ent- 
sprechender Ordnung  aus  den  Ecken  des  zweiten  Dreiecks  auf 
die  Seiten  des  ersteren  gefällt  werden,  einander  allemal  in  ir- 
gend einem  Puncte."     Oder: 

I)  „Fällt  man  aus  einem  willkürlichen  Puncte  D  (Fig.  1)  in  der  Ebene 
eines  Dreiecks  ABC  auf  die  Seiten  des  letzteren  Lothe  Da^  Dby  De, 
nimmt  in  diesen  Lothen  drei  beliebige  Puncte  a,  6,«  c  als  Ecken  eines 
anderen  Dreiecks  abc  an,  und  fallt  auf  dessen  Seiten  aus  den  Ecken  des 
gegebenen  Dreiecks,  in  gehöriger  Ordnung  genommen,  Lothe  Ad,  Bd, 
Cdy  so  treffen  diese  einander  allemal  in  irgend  einem  Puncte  d.*^  und 
femer: 

n)  „Nimmt  man  ähnlicherweise  ein. drittes  Dreieck  a^b^c^  an,  dessen 
Ecken  in  den  nämlichen  drei  ersteren  Lothen  liegen,  so  wird  demselben 
auf  gleiche  Weise  ein  Punct  d^  entsprechen  (I),  und  es  liegen  alsdann  die 
drei  Durchschnittspuncte  der  drei  Paare  entsprechender  Seiten  des  zweiten 
und  dritten  Dreiecks,  d.  h.  die  Durchschnittspuncte  a,  ß,  y  der  Seiten- 
paare bc  und  6jCp  ca  und  c^a^,  ab  und  a^b^,  allemal  in  irgend  einer  Ge- 
raden aßY;  und 

ni)  diese  Gerade  aß^  ist  allemal  zu  derjenigen  Geraden  dd^,  welche 
durch  die  beiden  genannten  Puncte  d,  d^  geht,  senkrecht." 

2.  Lehrsatz.,  „Haben  irgend  zwei  sphärische  Dreiecke,  die 
in   einerlei  Kugclfläche  liegen,  solche  gegenseitige  Lage,  dass. 


Vorgelegte  Lehrsätze. 


I.Lehrsatz.  „Sind  irgend  zwei  in  einer  Ebene  liegende  Drei- 
ecke so  beschaffen,  dass,  wenn  aus  den  Ecken  des  einen  auf  die 
Seiten  des  anderen,  in  irgend  einer  Ordnung  genommen,  Lothc 
gefällt  werden,  diese  drei  Lothe  einander  in  irgend  einem  Puncte 
treffen,  so  treffen  auch  diejenigen  drei  Lothe,  welche  in  ent- 
sprechender Ordnung  aus  den  Ecken  des  zweiten  Dreiecks  auf 
die  Seiten  des  ersteren  gefällt  werden,  einander  allemal  in  ir- 
gend einem  Puncte."     Oder: 

I)  „Fällt  man  aus  einem  willkürlichen  Puncte  D  (Fig.  1)  in  der  Ebene 
eines  Dreiecks  ABC  auf  die  Seiten  des  letzteren  Lothe  Da^  Db,  De, 
nimmt  in  diesen  Lothen  drei  beliebige  Puncte  a,  b^  c  als  Ecken  eines 
anderen  Dreiecks  abc  an,  und  fallt  auf  dessen  Seiten  aus  den  Ecken  des 
gegebenen  Dreiecks,  in  gehöriger  Ordnung  genommen,  Lothe  Ad,  Bd, 
Cdy  so  treffen  diese  einander  allemal  in  irgend  einem  Puncte  d.*^  und 
femer: 

II)  „Nimmt  man  ähnlicherweise  ein. drittes  Dreieck  afi^c^  an,  dessen 
Ecken  in  den  nämlichen  drei  ersteren  Lothen  liegen,  so  wird  demselben 
auf  gleiche  Weise  ein  Punct  rf,  entsprechen  (I),  und  es  liegen  alsdann  die 
drei  Durchschnittspuncte  der  drei  Paare  entsprechender  Seiten  des  zweiten 
und  dritten  Dreiecks,  d.  h.  die  Durchschnittspuncte  a,  ß,  y  der  Seiten- 
paare bc  und  6jC,,  ca  und  c,a,,  ab  und  a,i„  allemal  in  irgend  einer  Ge- 
raden aß^;  und 

III)  diese  Gerade  aß^  ist  allemal  zu  derjenigen  Geraden  dd^^  welche 
durch  die  beiden  genannten  Puncte  d,  d^  geht,  senkrecht.** 

2.  Lehrsatz..  „Haben  irgend  zwei  sphärische  Dreiecke,  die 
in  einerlei  Kugelfläche  liegen,  solche  gegenseitige  Lage,  dass, 


158  Lehrs&tee. 

wenn  maa  aus  den  Eckea  des  einen  auf  die  Seiten  des  anderen, 
in  irgend  einer  Ordonng  genommen,  Lothe  fällt,  diese  Lothe 
einander  io  einem  Puncte  treffen,  so  treffen  allemal  aacb  die- 
jenigen drei  Lothe,  welche  man  in  entsprechender  Ordnung 
aus  den  Ecken  des  zweiten  Dreiecks  auf  die  Seiten  des  ersterfen 
fällt,  einander  in  irgend  einem  Puncto."     Oder: 

I)  „Fällt  man  aus  einem  willkürlichen  Puncte  D  der  Kngelfläche 
auf  die  Seiten  BC,  CA,  AB  eines  gegebenen  sphluischen  Dreiecks  ABC 
sphärische  Lothe  Da,  Db,  De,  nimmt  in  diesen  Lotheii  drei  beliebige 
Puncte  a,  b,  c  aia  Ecken  eines  zweiten  sphärischen  Dreiecks  abc  an 
und  fallt  auf  dessen  Seiten  bc,  ca,  ab  aus  den  Ecken  des  ersteren 
Dreiecks,  in  gehöriger  Ordnung  genommen,  sphärische  Lothe  Ad,  Bd, 
Cd,  so  treffen  diese  einander  allemal  in  irgend  einem  Puncte  tj."  Und 
ferner: 

n}  „Einem  dritten  sphärischen  Dreieck  a,6,c,,  dessen  Ecken  in  den 
nämlichen  drei  ersteren  Lotheo  Z>aa„  Z>&&,,  Dcc^  angenommen  werden, 
wird  ähnlicherweise  ein  Punct  d^  entsprechen,  and  die  drei  Durchschnitts- 
pnncte  a,  ß,  y  der  drei  einander  entsprechenden  Seiton -Paare,  nämlich 
der  Seiten-Paare  bc  und  ä,c,,  ca  und  c,a,,  ab  und  a,fi,  des  zweiten 
and  dritten  Dreiecks  liegen  alsdann  allemal  in  irgend  einem  Hauptkreise 
aßY)  ^^^ 

ni)  dieser  Hauptkieis  aß-];  steht  allomaJ  auf  demjenigen  Haapt- 
kreise  dd^,  welcher  durch  die  beiden  genannten  Puncte  d,  d,  geht,  senk- 
recht." 

,3.  Lehrsatz.  , Haben  irgend  zwei  (irreguläre)  Tetraeder  solche 
gegenseitige  Lage,  dass,  wenn  aus  den  Ecken  des  einen  auf  die 
Soitenebenen  des  anderen,  in  irgend  einer  Ordnung  genommen, 
Lothe  gefällt  werden,  diese  vier  Lothe  einander  in  einem  Puncte 
treffen,  so  treffen  allemal  auch  diejenigen  vier  Lethe,  welche 
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wird  diesem  in  gleicher  Beziehung  ein  Punct  0,  entsprechen;  und  es  liegen 
alsdann  die  vier  Durchschnittslinien  a,  ß,  y,  6  der  vier  Paare  einander 
entsprechender  Seitenebenen  des  zweiten  und  dritten  Tetraeders,  nämlich 
die  Durchschnittslinien  der  vier  Paare  Seitenebenen  bcd  und  b^c^d^^  cda 
und  Cjrf,a„  dab  und  rf,a,Ä,,  abc  und  a,^,^,,  allemal  in  irgend  einer  Ebene 
apT^*);  und 

in)  diese  Ebene  aß^fi  steht  allemal  auf  derjenigen  Geraden  ee^^ 
welche  durch  die  beiden  genannten  Puncte  «,  e^  geht,  senkrecht.  ** 

4.  Lehrsatz.  „Es  sei  irgend  ein  unregelmässiges  Vieleck  so  be- 
schaffen, dass  sowohl  ein  Kreis  in,  als  ein  anderer  Kreis  um  dasselbe 
beschrieben  werden  kann.  Werden  die  Radien  der  Kreise  durch  r,  R 
und  der  Abstand  ihrer  Mittelpuncte  von  einander  durch  a  bezeichnet,  so 
hat  man 

I)  für  ein  Dreieck  (siehe  3.  Aufgabe,  S.  127), 

Ä'— a'  =  2rÄ, 

II)  für  ein  Viereck 

(1)  {R'—ay  =  2r\R'-ha'), 
oder 

(2)  (Ä-|-r-+-a)(Ä-+-r— a)(Ä— r-+-a)(Ä— r— a)  =  r\ 

III)  für  ein  Fünfeck 

r(R—d)  =  (Ä-ha)V(Ä— r-|-a)(Ä— r— a)-|-(Ä-ha)V(Ä— r— a)2Ä, 
rV)  für  ein  Sechseck 

3(R^—ay  =  4r\R'+a')(R'—ay-^16r*a'R\ 
V)  für  ein  Achteck 

Sr\(R'^ay-^\R'-Hi'MR'-^^l[(R'-ay-{^*a'R']-^^ 

=  [(R'—ay—^r*a'Ry^ 

5.  Lehrsatz.  Wenn  irgend  ein  sphärisches  Viereck  so  beschaffen 
ist,  dass  sowohl  ein  Kreis  in,  als  ein  anderer  Kreis  um  dasselbe  be- 
schrieben werden  kann,  so  hat  man,  wenn  die  sphärischen  Radien  der 
beiden  Kreise  durch  r,  R  und  der  sphärische  Abstand  ihrer  Pole  von 
einander  durch  a  bezeichnet  werden,  folgende  Gleichung: 

(1)  [cos'(r-+-a)— co8'Ä][cos'(r— a)— cos'Ä]  =  sinVcos^Ä, 
oder 

(2)  8in(Ä4-r-H^)8in(/^4-r— a)sin(Ä--r--ha)sin(Ä--r— a)=sinVcos*Ä. 


♦)  Siehe  S.  8,  No.  2. 


6.  Lehrsatz.  Man  stelle  sich  im  Räume  eine  Ebene  AB  (Fig.  2] 
und  ii^eud  eine  Kugel  m  vor.  Der  Radius  dieser  Kugel  soll  durch  r 
und  das  Loth  inA  aus  ihrem  Mittclpuncte  auf  die  Ebene  durch  k  be- 
zeichnet werden.  Ferner  sei  m,  irgend  eine  Kugol,  welche  die  Ebene  und 
jene  Kugel  äussertich  berührt,  so  sind  alsdann  unendlich  viele  Kogeh 
denkbar,  welche  die  Ebene  und  die  beiden  Kugeln  m,  m,  zugleich  be- 
rühren, wie  i.  B.  die  Kugeln  ji,  [i,.  Man  denke  sich  nun  eine  Reihe 
solcher  Kugeln  ^^,  (i,,  [i,...(i,,  welche  einander  der  Ordnung  nach  be- 
rühren, und  deren  Anfangsglied  [»,  an  beliebiger  Stelle  angenommen  ist, 
so  ist  es  möglich,  dass,  wenn  diese  Reihe  im  Ring  hemm  fortgesetzt 
wird,  bis  man  zu  dem  Anfangsgliede  ^,  zurückkommt,  die  letzt«  Kugel 
nicht  nur  die  vorletzte,  sondern  zugleich  auch  die  erste  [i,  berührt;  und 
zwar  hängt  dieses  Eintreffen  lediglich  von  dem  Verhältniss  der  beiden 
Grössen  r,  h  z\x  einauder  und  durchaus  nicht  von  der  Grösse  und  Lage 
der  Kugel  m,  noch  von  der  Lage  des  Änfangsgliedes  )i,  der  Reihe  ab. 
Nämlich  die  erste  Kugel  [i,  der  genannten  Reihe  wird  alleraal  von 

I)    der  dritten     jt,  berührt,  wenn  A  ^  br, 
II)      -     vierten     }*,        -  -      A  =  3r, 

III)  -     fünften     ji^        -  -      A'— 4Ar— 16r"  =  0, 

IV)  ■     sechsten  [ij        -  -      A  ^^  r, 

V)      -     achten     fi,        -  •      A' — BAr-t-r'  =  0, 

u.     s.     w. 

7.  Lehrsatz.  „Wenn  von  irgend  vier  Kugeln  je  zwei  einander 
äusserlich  berühren,  so  giebt  es  allemal  zwei  bestimmte  andere  Kugeln 
m;  M,  von  denen  jede  jene  vier  berührt,  und  zwar  berührt  entweder 
a)  jede  dieselben  äusserlich,  oder  ß)  die  eine  berührt  dieselben  äusserlich 
und  die  andere  einschliessend.  Werden  die  Radien  dieser  beiden  Kugeln 
m,  M  durch  r,  R,  und  der  Abstand  ihrer  Mittelpuncte  von  einander  durch 
a  bezeichnet,  so  hat  man  allemal 
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sich  an  irgend  einer  Stelle  in  dem  genannten  Zwischenraum  eine  Kugel 
(i.,  welche  die  Kugeln  m,  M  berührt,  so  lassen  sich  um  dieselbe  herum 
auf  willkürliche  Weise  vier  andere  Kugeln  jx,,  fi,,  jx^,  [x^  legen,  die  ein- 
ander der  Ordnung  nach  berühren,  und  von  denen  jede  die  drei  ersteren 
Kugeln  m,  My  fx,  berührt,  und  alsdann  ist  allemal  noch  eine  andere  Kugel 
jXg  möglich,  welche  die  sechs  Kugeln  w,  Jl^  fx,,  jXj,  [x^,  fx^  berührt." 

9.  Lehrsatz.  „Ist  auf  einer  Kugelfläche  eine  beliebige  Anzahl 
willkürlich  liegender  Puncte  A,  B,  C,  ...  gegeben,  und  soll  auf  der- 
selben ein  anderer  Punct  P  so  bestimmt  werden,  dass,  wenn  man  die 
Cosinus  4er  Hauptkreisbogen  AP^  BP,  CP,  ...,  welche  diesen  Punct 
mit  jenen  Puncten  verbinden,  respective  mit  gegebenen  Zahlen  a,  b,  c,  .. . 
multiplicirt,  die  Sunmie  dieser  Producte  einer  gegebenen  Grösse  K  gleich 
sei,  also  dass 

aco8^P-h*cosBP-+-ccosCP-+-.-.  =  K 
sei,  so  ist  der  Ort  des  Punctes  P  allemal  die  Peripherie  irgend  eines' 
Kreises.  Wird  die  Grösse  K  kleiner  oder  grösser  angenommen,  während 
die  Puncte  A,  B,  C,  ...  fix  und  die  Zahlen  a,  b,  c,  . . .  constant  bleiben, 
80  bleibt  auch  der  Pol  des  Ortskreises  unveränderlich,  d.  h.  die  verschie- 
denen Ortskreise,  die  dadurch  entstehen,  sind  alsdann  alle  mit  einander 
parallel." 

10.  Lehrsatz.  „Ist  im  Räume  irgend  eine  Anzahl  n  beliebiger 
Puncte  gegeben,  und  ordnet  man  dieselben  auf  willkürliche  Weise,  zieht 
sodann  aus  dem  ersten  nach  dem  zweiten  die  Gerade  A;  aus  der  Mitte  der 
Geraden  A  nach  dem  dritten  Puncte  die  Gerade  B;  aus  dem  Puncte,  welcher 
von  der  Geraden  B,  von  ihrem  Anfange  an  gerechnet,  das  erste  Drittel 
abschneidet,  nach  dem  vierten  Puncte  die  Gerade  C;  aus  dem  Puncte,  wel- 
cher von  C  das  erste  Viertel  abschneidet,  nach  dem  fünften  Puncte  die 
Gerade  D;  aus  dem  Puncte,  welcher  von  D  das  erste  Fünftel  abschneidet, 
nach  dem  sechsten  Puncte  die  Gerade  E  u.  s.  w.;  multiplicirt  hierauf  die 
Quadrate  der  genannten  Geraden  nach  der  Ordnung  mit  den  Brüchen 

i_      1.      ^      A      ^  ^— ^ 

2'3'4'5'6'"*        w' 

so  hat  die  Summe  aller  dieser  Producte,  nämlich  die  Summe 

n 
allemal  einerlei  Grösse,  in  welcher  beliebigen  Ordnung  man  auch  die  ge- 
gebenen Puncte  auf  einander  folgen  lässt." 

11.  Lehrsatz.  „Sind  a,  6,  c,  d  die  Seiten  und  e,  f  die  Diagonalen 
eines  sphärischen.  Vierecks,  und  ist  g  derjenige  Hauptkreisbogen,  welcher 
die  Mitten  der  beiden  Diagonalen  verbindet,  so  ist  allemal 

cosa-f-cos6-+-cosc-hcosrf  =  4cos^^cos^/cos^." 

Steiner't  Werk«.    I.  11 


(Beim  geradliDigen  Viereck  hat  mau  bekanntlich  die  entsprechende 
Gleichut^; 

12.  Lehrsatz.  „Sind  im  Räume  irgend  zwei  fixe  Gerade  gegeben, 
und  lässt  man  zwei  Ebenen,  welche  zu  einander  senkrecht  sind,  sich  so 
bewegen,  dass  jede  fortwährend  durch  eine  jener  Geraden  geht,  so  be- 
schreibt die  Durchschnittsitnic  der  beiden  Ebenen  ein  einfaches  Hyper- 
boloid, in  welchem  zugleich  auch  jene  beiden  Geraden  liegen,  and  wel- 
ches von  jeder  Ebene,  die  zu  einer  dieser  Geradon  senkrecht  ist, 
in  einem  Kreise  geschnitten  wird." 


Bemerkungen  zu  einer  Aufgabe  in  Crelle's 
Journal  Band  IIL  S.  197—198. 


Crelle's  Journal  Band  IH.  S.  201—204. 


Hierzu  Taf.  XX  Fig.  1. 
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Bemerkungen  zu  einer  Aufgabe  in  Crelle's 
Journal  Band  m.  8. 197—198. 

Herr  Clausen  behandelt  in  Crelle's  Journal  Band  III.  S.  197  — 198 
folgende  Aufgabe: 

1)  „In  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  1)  sei 

AF  =  k,AB,    BD  =  k.BC,    CE  =  k,CA, 

man  soll  den  Inhalt  der  verschiedenen,  durch  die  Durchschnitte  der  Linien 
ADy  BEy  CF  entstandenen  Dreiecke  (und  Vierecke)  finden**. 

Diese  Aufgabe  gehört  zu  einer  Abtheilung  von  Elementar-Aufgaben, 
welche  die  Pestalozzi' sc]iQ  Schule  wegen  mancherlei  pädagogischer  Vorzüge 
sehr  in  Betracht  zog,  und  die  besonders  der  Director  der  Gewerbschule 
zu  Berlin,  Herr  Kloeden ^  sehr  ausgebildet  hat  und  bei  seinem  Unter- 
richt mit  dem  besten  Erfolg  ausübt.  Nach  dieser  Elementarübung  wird 
die  obige  Aufgabe  ohne  Hülfe  trigonometrischer  Functionen  gelöst;  auch 
kann  sie  allgemeiner  gestellt  werden,  so  dass  die  obige  nur  als  ein  ein- 
zelner Fall  erscheint,  nämlich  wie  folgt: 

2)  „Es  seien  die  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  ABC  (Fig.  1)  auf 
irgend  eine  Weise  getheilt,  z.  B.  so,  dass  . 

AF=a,AB;    BD  =  ^.BC;    CE=t.CA, 
man  soll    den  Flächeninhalt  eines  jeden   der  sieben  Stücke  angeben,    in 
welche  das  Dreieck  durch  die  drei  Geraden  AD,  BE,  CF  getheilt  wird." 
Ist  die  Gerade  EG  mit  AB  parallel,  so  ist 

CEiCA  =  EGiAF, 
also 

EG  =  t.AF=^^r'^BF, 

1 — a 

und  da  aus  denselben  Gründen 

EGiBF  =  EH:  IIB, 
so  ist  eben  so 

EU  =  ^^r^—HB, 


ßemariiUD^eii  zu  einer  geometrischen  Aufgabe. 


HB  = 


1— a+a? 
1 — a 


HB, 
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und  daher 

folglich 

EH  _         «T 

EB  ^    1— o+af  ' 
uod    da   die.  Dreiecke  c  und  CEB   sich  wie  ihre  Grundlinien  EH,  EB 
vcrhaltCD,  so  ist 

0=-,— ?3 CEB. 

1 — a-J-ay 

Wird  Dun  der  Inhalt  des  gegebenen  Dreiecks  durch  A  dugestellt,  so  ist 
CEB  =  T-^. 
daher  wird 


«Tf 


und  vermöge  der  Analogie  hat  man  eben  i 

i-1+rP 


b  = 


C2) 

Da  z.  B.  das  Viereck 

d  =  AFG—c—a, 
so  hat  man  ferner,  (weil  vli^C  gleich  aA), 

=  vfi e: 3 u 


(6) 
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oder  auch 

(9)  «p^  =  (l_a)(l-pxi_f). 

3)  Der  angeführte  Satz  entspringt  aus  dem  vorstehenden,  wenn  man 

setzt.     Für  diesen  besonderen  Fall  hat  man 

(10)  a  =  i  =  c  =  ^_°^^.  A  ((1),  (2),  (3)), 

(11)  d  =  .  =/  =  "^IZa+a^  ^  <(*)'  ^^)'  ^^)>' 

f,  =  (l-3«+3j-|;^.)A  (7) 

l_4a4.4ex« 


(12) 


l_a+a' 


A. 


4)  Neulich  wurden  im  XVHI.  Bande  der  Annales  de  Math^maiiques 
des  Uerm  Gei^gonne  einige  Aufgaben  untersucht,  welche  den  vorstehenden 
ähnlich  sind,  sich  eben  so  leicht  lösen  lassen,  und  aus  denen  ich  die  vor- 
züglichsten Resultate  hierher  setzen  will. 

Wenn  man  nämlich  im  Innern  eines  Dreiecks  mit  dessen  Seiten  drei 
Geraden  parallel  zieht  *),  so  dass  die  Fläche  desselben  in  sieben  Stücke  ge- 
thcilt  wird,  nämlich  in  ein  dem  gegebenen  ähnliches  und  ähnlich  liegendes 
Dreieck  A ,  in  drei  Parallelogramme  a,  6,  c  und  in  drei,  diesen  respective 
gegenüberliegende  Paralleltrapeze  a,  ß,  7,  so  findet  Herr  VaUes  folgende 
Gleichungen: 

a  =  2(l/A+p  — l/Ä)a/A+^-l/Ä), 

(1)  \b  =  2(|/AT^-l/Ä)(l/ATi-l/Ä), 

c  =  2(l/A+i--l/Ä)0/ÄTß  — 1/Ä), 

2aa  =  6c+2V2a6cA, 

(2)  |26ß  =  ca'-h2]/2abcA, 

2(?Y  =  a6-h2l/2ä6cÄ, 

(4)  a(}/Ä-4^-VÄ)  =  Hl^-H-l^)  =  <V^+T-l^ 

(5)  2aa — bc  =  2b^ — ca  =  2c^ — ab. 


*)  Zöge  man  drei  Geraden,  statt  parallel  mit  den  Seiten,  so,  dass  sie  die  Seiten 
in  irgend  gegebenen  Verhältnissen  schnitten,  so  würde  dieser  Fall  den  gegenwärtigen 
und  den  obigen  als  besondere  Fälle  in  sich  enthalten  und  nach  Art  des  letzteren  leicht 
gelöst  werden  können. 


Bemerkungen  2 


r  Isometrischen  Aufgabe. 


Setzt  man  A  gleich  0,  d.  b.  nimmt  man  an,  die  drei  Geraden  schneidoi 
einander  in  einem  Pimcte,  so  hat  man  z.  B. 

(6)  «'  =  4Pt;     *'  =  4Ta;     c'  =  4ap, 

(7)  abc  =  SaßY- 

Wenn  man  ähnlicher  Weise  im  Innern  einer  dreiseitigen  Pyramide 
mit  deren  Seitenflächen  vier  Ebenen  parallel  legt,  so  dass  die  Pyramide 
in  14  TheUe  gethcilt  wird,  nämlich  1)  in  eine  der  gegebenen  ähnliche  und 
ähnlich  liegende  Pyramide  p;  2)  in  vier  Parallelepipeden  a,  b,  c,  d;  3)  in 
vier  don  letzteren  respoctive  gegenüberliegende,  mit  ihren  Grundflächen 
parallel  abgestumpfte  dreiseitige  Pyramiden  a,  ß,  -f,  §;  und  endlich  4)  in 
sechs  abgestumpfte  Parallelepipeden,  welche  rücksichtlich  ihrer  Lage  zv^ischen 
den  Parallelepipeden  (2)  durch  [o6],  [ac],  [ad\,  [ic],  [4(/],  [cd\  bezeichnet 
wordea  sollen;  so  hat  man 

(I)  )<!  =  6(fc+|-fc)(fc+T-fe(fc+8-fe, 
1     fiir  b,  c,  d  analog. 

(II)  j[»*]  =  3CVFH-fe(fe+«-V'rt(fe+i+fc+8), 

I     für  [ac],  \a({\,  .  .  .  analog. 


/(jQ    Il2a'a  =  2bcd-\-Gy(ia^b\H^p-['Ga^'iGabcdp\ 
f     fiir  ß,  y/S  analog.    Danach  findet  man  a,  ß,  i,  S. 


(IV) 
(V) 
(VI) 


l2o4[c(i]  =  erf(o+S)-l-2V6o'S'<;"(("y, 
f    für  [ab],  [ac],  . . .  analog. 

j  WjH^  -  fo  (fp+l  -  fo  (fc+1  -  fe  (f ('+8  -  fe 
I  =  \f3liabcd. 


Bemerkungen  zu  einem  Aufsätze  in  Crelle's 
Journal  Band  III.  8. 199—200. 


Crelle's  Journal  Band  lU.  S.  205—206. 


Bemerkungen  zu  einem  Aufsatze  in  Crelle's 
Journal  Band  IH.  8. 199—200. 

Ein  Ungenannter  hat  in  Creiy^  Journal  Band  III.  S.  199—200  fol- 
genden Satz  bewiesen: 

„Alle  Flächen  der  zweiten  Ordnung,  welche  durch  sieben 
Eckpuncte  eines  von  sechs  Ebenen  begrenzten  achteckigen  Kör- 
pers (Hexaedre-Octogone)  gehen,  gehen  auch  durch  den  achten  Eck- 
pnnct  dieses  Körpers." 

Aus  diesem  Satze  schliesst  man  folgenden  analogen  Satz,  nämlich: 

„Dass  jede  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  sieben  Seiten- 
flächen eines  von  acht  Ebenen  begrenzten  sechseckigen  Körpers 
berührt,  auch  zugleich  die  achte  Seitenfläche  berühre." 

Denn  nach  einer  gewissen  Regel,  welche  die  französischen  Geometer 
yfthSorie  des  polaires  r^cvproques^  nenneo,  (von  der  ich  an  einem  anderen 
Orte  handeln  werde),  und  nach  welcher  die  Dualität  solcher  Sätze  er- 
schlossen wird,  folgt  auch  dieser  Satz  unmittelbar  aus  jenem.  Der  gegen- 
wärtige kann  aber  auch  ausserdem,  wie  folgt,  aus  jenem  hergeleitet  werden. 

In  jeder  Ecke  des  genannten  Körpers  stossen  vier  Seitenflächen  zu- 
sammen. Die  in  irgend  einer  Ecke  zusammcnstossenden  Seitenflächen 
sollen  der  Ordnung  nach  durch  A^^  ^,,  ^,,  A^^  und  die  ihnen  gegen- 
überliegeniden  Seitenflächen  durch  A^^  A^^  A^^  A^  bezeichnet  werden. 
Die  Ecken  des  Körpers  lassen  sich  dadurch,  mit  Rücksicht  auf  die  Seiten- 
flächen, die  darin  zusammenstossen,  durch  E(\2M),  £(1278),  jB(2358), 
£(3465),  £(4176),  £(5678)  bezeichnen.  Endlich  sollen  die  Puncto,  in 
welchen  irgend  eine  Fläche  F  zweiter  Ordnung  z.  B.  die  sieben  Seiten- 
flächen A,,  ^,,  ^„  A^,  A^,  A^,  A,  berührt,  />,,  />,,  p„  ;>,,  p^,  p«,  p, 
heissen. 

Man  weiss,  dass  die  Berührungspunctc  aller  Ebenen,  welche  durch 
einen  und  denselben  Punct  gehen  und  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  be- 
rühren, auf  die  Peripherie  eines  Kegelschnitts  beschränkt  sind,  und  dass 
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umgekehrt' alle  Ebenen,  deren  Berühnmgspuncte  mit  einer  Flache  zweiter 
Ordnung  auf  einen  Kegelschnitt  beschränkt  sind,  einander  Id  einem  and 
demselben  Punctc  schneiden. 

Daher  folgt  also,  dass  vormöge  der  Ecken  £(1234),  £(3465),  £(4176), 
sowohl  die  vier  Puncte  pnPi'i'ii  Pa>  ^^  Pi'  Pt^  Pe^  Pn  ^^  Pf  Pi'  fn  P< 
in  einer  Ebene  (in  einem  ebenen  Schnitt  der  Fläche  F)  liegen;  und  di- 
her  giebt  es  nach  dem  oben  erwähnten  Satz&  noch  einen  bestimmten 
achten  Punct  p^ ,  welcher  ebenfalls  in  der  Fläche  F  Wegt,  und  zwar  so, 
dass  er  sowohl  mit  den  drei  Puncten  p„  p,,  p,,  als  p,,  p,,  p,,  als  p^, 
p^,  p,  in  einem  ebenen  Schnitt  der  Fläche  liegt.  Aus  dem  Letzteren 
folgt  femer  nach  dem  vorstehenden  Hülfssatze,  dass  die  in  p,  an  die 
Fläche  F  gelegte  Berührungsebene  sowohl  durch  den  DurchBchnittspanct 
der  drei  Ebenen  A,,  A^,  A„  als  A^,  A^,  A^,  als  A^,  A^,  Aj  gehen  muss, 
d.  h.  dass  sie  durch  die  Ecken  £(1278),  £(2358),  £(5678)  gehen  muss, 
folglich  fallt  sie  mit  der  Seitenfläche  A,  zusammen,  und  folglich  wird 
auch  diese  Seitenfläche  A^  von  der  Fläche  F  berührt,  w.  z.  b,  w. 

Ich  erwähne  bei  dieser  Gelegenheit  noch  folgender  zwei  interessanten 
Sätze,  welche  Herr  BobiUier  im  XVII.  Bande  der  mathematischen  Ännalen 
des  Herrn  Gergonne  durch  eine  sehr  einfache  und  geschickt  geführt« 
Rechnung  bewiesen  hat,  nämlich: 

I.  „Die  Mittolpuncte  aller  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche 
sieben  gegebene  Ebenen  berühren,  liegen  in  einer  bestimmten 
Ebene." 

II,  „DieMittelpuncte  allerFlächcn  zweiter  Ordnung,  welche 
acht  gegebene  Ebenen  berühren,  liegen  in  einer  bestimmten 
Geraden." 

In  einer  späteren  Abhandlung  desselben  Verfassers  (Bd.  XVUI.  S.  253) 
lliessen  diese  Sätxe  als  sehr  specicUe  Fälle  aus  allgemeineren  Sätzen  über 
algebraische  Flächen  aller  Ordnungen.  Den  Untersuchungen  des  Herrn 
BobiUter  geht  ein  Memoire  von  Herrn  Gergonne,  betitelt:  „ReehtTches  sur 


Vorgelegte  Aufgaben  und  Lehrsätze. 


Crolle's  Journal  Band  IIL  S.  207—212. 


Hierzu  Taf.  XX-XXI  FifT-  1—7. 


(I) 


Vorgelegte  Aufeaben  und  Lehrsätze. 

1.  Lehrsatz.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

2(2+1X2-1-2)...  (z+r—l)  =  2fl', 

so  hat  man  für  die  Summe  gleich  hoher  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen 
folgende  Ausdrücke*): 

l»"+>+2*'+i+3>»+»+...+a*»+>= '2«*»+' 

+  2^[lM'+l'.2'+l'.3'+..-i<n-l)X«-l)'](a;-«+2)*-»l> 
+^^[lMM'+lM'.2V".4<n-2)'(«-2)Xn-2)'X«-«+3)*-«l» 

+ 

=¥{2-;^(-^-->^""'"2iit''"2'-*-^'""^']("-""i>"" 

+^^[lM'+l'.2'+l».3V...+(M-l)'(n-l)'](«-n+2)2— «I» 
+ 

+i[(l')""*+(l')"~*(2')'+(l')""'(2')'+..4<2')""*](«-l)*l' 
+|(l')»»l'}- 


und 


(«) 


*)  Der  Herr  Professor  «ScAtoetn«  giobt  in  seiner  Analysis  elf  verschiedene  Summi- 
ningsweisen  dieser  Reihe;  auch  die  vorliegende  Summiningsweise  gewinnt  man  nach 
der  daselbst  von  dem  genialen  Verfasser  angewandten  sehr  allgemeinen  Summirungs- 
methode. 
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Leitet  man  vou  den  gegebenen  Reihen  (I)  und  (11)  neue  Suimnen- 
reihen  ab,  so  iiat  man  für  die  Summe  der  r^"  abgeleiteten  Reihe: 

,  '2«»+' 


(III) 


(2n 


liP'l 


1 


l«-2)'i' 

[(i')-'-Ki'r'(2')'*-K2T'* 


2)»-H-»|i 


(änyl' 
l'.2Vl'.8'+-+<»-l)'(»-l)'](i 


'(4/11 


(IV) 


2 

*(är-i)^ 


l(2>M-3)'l 
[IM- 


-,(.c-n)*'+'+'l' 
,2'+1'.3'h 


7i7[l'+2'+3'+"+n'X*-»+l)**"*' 


(2»+l)' 
.<»-l)'(«-l)l(.r- 


Die  Grossen  n, 


[(i')-'+(i")-"'.(2")'+-x2')""'](»-iy+'i'- 


(3/1 


.2)ä«-H->l' 


sind  als  ganze  positive  Zahlen  vorausgesetzt. 


2.  Lehrsatz.  „Zieht  man  in  einem  gegebenen  Kreise  Sehnen,  die 
sämmtlich  parallel  sind,  beschreibt  über  jeder,  als  Durchmesset  genommen, 
einen  Kreis,  so  wird  jeder  von  diesen  Kreisen,  (wozu  auch  der  gegebene 
gehört),  von  einer  bestimmten  Ellipse  eingeschlossen  und  in  zwei  Puncten 
berührt  Die  Ellipse  hat  den  mit  den  genannton  Sehnen  parallelen  Durch- 
messer AB  des  gegebenen  Kreises  zur  kleinen  Axe,  deren  Quadrat  gerade 
die  Hälfte  des  Quadrats  der  grossen  Axe  ist.  Diejenigen  Kreise  jedoch, 
deren  Durchmesser  kleiner  sind  als  ABY^,   liegen  innerhalb  der  Ellipse, 
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4.  Lehrsatz.  „Nimmt  man  in  der  Peripherie  eines  Kegelschnitts 
irgend  sechs  beliebige  Puncte  A,  B,  Cy  D,  E,  F  (Fig.  1)  an,  so  können 
sie  auf  drei  Arten  als  drei  und  drei  einander  gegenüberliegend  betrachtet 
werden,  nändich  A,  B,  Cund  F,  E,D;  B,  C,  D  und  A,  F,  E;  C,  D,  E 
und  By  A,  F.  In  jedem  Falle  bestimmen  sie,  paarweise  genommen, 
wie  sie  einander  gegenüber  liegen,  drei  Vierecke,  z.B.  im  ersten  Falle 
ABEFy  ACDFy  BCDE,  Die  Durchschnittspuncte  (GyH,!)  der  Dia- 
gonalen dieser  drei  Vierecke  liegen  in  einer  Geraden  (GHT)^  und  die  auf 
diese  Weise  entstehenden  drei  Geraden  GHI^  KLM,  NOP  schneiden 
einander  in  einem  einzigen  Puncte  Q." 

Dieser  Satz  ist  nur  ein  Theil  eines  umfassenderen  Satzes. 

5.  Lehrsatz.  Zieht  man  in  einem  convexen  Vieleck  alle  möglichen 
Diag(malen  und  verlängert  alle  Seiten,  so  dass  alle  diese  Geraden  wo  mög- 
lich einander  paarweise  schneiden,  so  entstehen  im  Allgemeinen  inner- 
halb des  Vielecks  gerade  halb  so  viele  Durchschnittspuncte  als  ausserhalb. 
Z.  B.  beim  20Eck  innerhalb  4845  und  ausserhalb  9690. 

6.  Lehrsatz.  Bekanntlich  können  die  Seiten  eines  Dreiecks  oder 
ihre  Verlängerungen  von  vier  Kreisen  berührt  werden.  Ist  das  Dreieck 
ein  rechtwinkliges,  so  ist  der  Radius  des  Kreises  über  der  Hypotenuse  so 
gross  als  die  Summe  der  Radien  der  drei  übrigen  Kreise;  und  ferner: 
bei  dem  bekannten  Pythagoräischen  Dreieck,  dessen  Seiten,  durch  ii'gend 
eine  Längeneinheit  gemessen,  3,  4,  5  sind,  sind  die  Radien  jener  Kreise, 
durch  die  nämliche  Einheit  gemessen,  1,  2,  3,  6. 

7.  Lehrsatz.  Sind  Ay  B,  C  diejenigen  drei  Kreise,  von  denen  jeder 
eine  Seite  eines  gegebenen  Dreiecks  und  die  Verlängerungen  der  beiden 
übrigen  (Seiten)  berührt,  und  beschreibt  man  drei  andere  Kreise  a,  b,  c 
so,  dass  jeder  zwei  der  drei  ersteren  äusserlich  und  den  dritten  innerlich 
(einschUessend)  berührt,  so  schneiden  die  drei  letzteren  einander  in  einem 
bestinunten  Puncte  P,  und  die  Geraden,  welche  diesen  Punct  mit  den  Mittel- 
poncten  der  drei  ersteren  Kreise  verbinden,  sind  respective  zi^  den  Seiten 
des  Dreiecks  senkrecht. 

8.  Lehrsatz.  Sii)d  Ay  fi,  C\  D  diejenigen  vier  Kugeln,  von  denen 
jede  eine  Seitenfläche  einer  gegebenen  dreiseitigen  Pyramide  und  die  Ver- 
l&ngeningen  der  drei  übrigen  berührt,  und  beschreibt  man  vier  and^e 
Kugeln  a,  b,  c,  d  so,  dass  jede  drei  der  vier  ersteren  äusserlich  und  die 
vierte  innerlich  berührt,  so  schneiden  die  vier  letzteren  einander  in  einem 
bestimmten  Puncto  Py  und  die  Geraden,  welche  diesen  Punct  mit  den 
Mittelpuncten  der  vier  ersteren  Kugeln  (-4,  fi,  C,  D)  verbinden,  sind  re- 
spective zu  den  Seitenflächen  der  Pyramide  senkrecht. 

Dieser  und  der  vorige  Satz  sind  nur  Theile  von  umfassenderen 
Sätzen. . 

Steiner'f  Werke.    I.  12 
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9.  Lehrsatz.  E»  ueieu  3/,,  il/,  (Fig.  2)  irgend  zwei  Kreis«  mit  dm 
DurchmeHsom  AB,  CD;  ßF  sei  ihre  Linie  der  gleichen  Potenzen  (siehe 
S.  23),  und  Af  »ei  die  Mitt«  ihrer  grössten  Entfernung  AJD  von  einuider; 
beschreibt  man  irgend  einen  Krci»  M,  d.  h.  GIII  oder  G,H^I,  and  hier-  . 
auf  zwei  andere  Kreise  tn,,  m,  so,  dass  beide  zugleich  innerhalb  odar 
ausserhalb  des  KreiseK  M  liegen  und  ihn  berühren,  und  dass  sie  überdie« 
die  Gerade  EF  und  rospectivc  die  gegebenen  Kreise  M,,  Af,  berühren, 
so  sind  die  zwei  Kreise  m, ,  m,  aUemal  einander  gleich*). 

10.  Lehrsatz.  Drei  unendliche  Geraden,  die  ein'Dreieck  ABC  ein- 
schliessen,  theilen  die  Ebene,  in  der  sie  liegen,  in  sieben  Theile,  nämlich 
in  die  Fläche  E  des  Dreiecks,  in  drei  Winkelräume  E^,  E,,  E,,  and  in 
drei  über  den  Seiten  des  Dreiecks  licgoode  Räume  //,,  H,,  H^.  Zieht 
man  aus  den  Ecken  des  Dreieck»  durch  irgend  einen  Punct  P  drei  Gerade 
APAj,  BPB,,  CPCj,  die  den  gegenüber  liegenden  Seit«n  in  A^,  B^,  C^ 

.  begegnen,  so  liegen  diese  drei  Pnncte  A^,  £,,  C,  mit  den  Mitten  A,,  B,, 
C,  der  Seiten  allemal  in  ii^end  einem  Kegelschnitt,  und  zwar  in  einer 
Ellipse,  Hyperbel,  oder  Parabel,  je  oachdem  der  Punct  P  in  einem  der 
vier  Räume  E,  E„  E^,  £,,  in  einem  der  drei  Räume  H„  H^,  H^, 
oder  unendlich  entfernt  liegt.  In  diesem  letzteren  Falle  sind  die  Geradw 
AA^,  BB^,  CC\  p&raUel. 

Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeineren  Satzes.  Aach 
giebt  es  einen  diesem  entgegcagcsetzt«n  Satz. 

11.  Lehrsatz.  Berühren  die  Seiten  ii^end  eines  Dreiecks  eine  ge- 
gebene Parabel,  so  schneiden  die  drei  Geraden,  welche  dip  BerührungB- 
punct«  mit  den  gegenüberliegenden  Ecken  verbinden,  einander  in  ii^end 
einem  Puncto  /'.  Die  Schwerpunct«  aller  Dreiecke,  denen  ein  und  der- 
selbe Punct  7'  in  dieser  Beziehung  zugehört,  liegen  In  einer  bestimmten 
Geraden,  und  die  um  die  Dreiecke  beschriebenen  Ellipsen,  welche  die  re- 
spcctiven  Schwerpuncte   zu  Mittelpnncten  haben,    sind   ähnlich,    ähnlich 
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irgend  einen  Peripheriepunct  D  des  letzteren  die  Geraden  ADA^^  BDB^^ 
CDC\,  die  den  gegenüber  liegenden  Seiten  in  ^,,  B^,  C\  begegnen,  so 
Hegen  die  drei  Puncte  a,  ß,  'f,  in  welchen  die  entsprechenden  Seiten  der 
beiden  Dreiecke  ABCy  A^B^C^  einander  schneiden,  allemal  in  irgend  einer 
Geraden,  und  diese  Gerade  aß^  geht  beständig  dnrch  einen  be- 
stimmten fixen  Panct  Q;  zieht  man  femer  aas  den  Ecken  des  gege- 
benen Dreiecks  ABC  durch  die  Mitten  a^  b,  c  der  Seiten  des  Dreiecks 
A^B^Cy  die  Geraden  Aa,  Bb^  Cc,  so  treffen  diese  einander  allemal  in 
irgend  einem  Puncte  P,  und  der  Ort  dieses  Punctes  ist  eine  be- 
stimmte Gerade. 

13.  Lehrsatz.  Beschreibt  man  irgend  einen  Kegelschnitt  DEF 
(Fig.  5),  welcher  die  Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks  berührt,  legt  an 
denselben  irgend  eine  Tangente  A^B^(\^  welche  die  Seiten  des  Dreiecks 
in  ^,  -B,,  C,  schneidet,  und  zieht  die  Geraden  AA^^  BB^^  CC\^  wodurch 
das  Dreieck  aßy  entsteht,  so  schneiden  die  drei  Geraden  -4a,  ßß,  C^f 
einander  allemal  in  irgend  einem  Puncte  Q,  und  der  Ort  dieses  Puncts 
ist  eine  bestimmte  Gerade;  zieht  man  femer  aus  den  Ecken  des  Drei- 
ecks aßY  durch  die  Mitten  a,  6/  c  der  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks 
ABC  die  Geraden  aa,  ßi,  ^c,  so  treffen  diese  einander  in  irgend  einem 
Puncte  Py  und  der  Ort  dieses  Punctes  ist  ein  bestimmter  Kegelschnitt,  wel- 
cher durch  die  drei  Berührungspuncte  D,  E,  F  geht. 

14.  Lehrsatz.  Schneidet  man  die  drei  Diagonalen  ABy  CDy  EF 
eines  gegebenen  vollstandigen^Vierecks,  gebildet  durch  die  vier  Geraden 
AEj  AFj  EDy  CF  (Fig.  6),  mit  irgend  einer  Geraden  ace  (oder  bdf)  in 
den  Puncten  a,  c,  e  (oder  6,  d,  /),  und  bestimmt  hierauf  in  jeder  Dia- 
gonale den  entsprechenden  harmonischen  Punct  i,  d,  f  (oder  a,  c,  e), 
d.  h.  so,  dass  z.  B. 

AaiaB  =  AbiBb, 
so  liegen  diese  drei  neuen  Puncte  allemal  in  irgend  einer  Geraden  bdf 
(oder  ace).  Dreht  sich  die  schneidende  Gerade  ace  um  irgend  einen  Punct 
Py  SO  bewegt  sich  die  zugehörige  (harmonische)  Gerade  bdf  so,  dass  sie 
bestandig  irgend  einen  bestimmten  Kegelschnitt  berührt,  der  zugleich  von 
den  drei  Diagonalen  ABy  CD,  EF  berührt  wird;  und  auch  umgekehrt. 

15.  Lehrsatz.  Ein  vollständiges  Viereck  von  vier  Puncten  Ay  By 
Cy.  D  (Fig.  7)  hat  drei  Paare  einander  gegenüber  liegender  Seiten  (oder 
Diagonalen)  AB  und  CDy  AC  und  DB,  AD  und  CB,  die  einander 
respective  in  den  Puncten  a,  by  c  schneiden.  Zieht  man  aus  irgend  einem 
Puncte  p  nach  jenen  Puncten  a,  b,  c  die  Geraden  pa,  pb,  pc  und  be- 
stimmt hierauf  bei  jedem  Puncte  (a,  by  c)  die  entsprechende  vierte  har- 
monische Gerade  aqy  bqy  cq,  d.  h.  eine  solche  Gerade,  dass  die  durch 
denselben  Punct  gehenden  vier  Geraden  (z.  B.  aAy  ap,  aDy  aq)  ein  har- 
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monischcs  System    bilden,    (dass  sie  jede  Gerade,    welche  sie  achneiden, 
harmonisch  theilen),   so  treffen  diese  drei  Geraden  ag,  bq,  cq  einander' 
allemal  in  irgend  einem  Poncte  q.    Bewegt  sich  der  Pmict  p  in  irgend 
einer  Geraden,   so  beschreibt  der  Punct  q  irgend  einen  Kegelschnitt,  der  . 
allemal  durch  die  drei  Puncte  a,  b,  c  geht;  und  auch  umgekehrt. 

16.  Aufgabe.  Zwischen  den  Radien  von  fünf  Kugeln,  von  denen  je 
zwei  einander  berühren,  eine  Relation  zu  finden.    (Siehe  S.  61,  62.) 

17.  Aufgabe.  Wenn  vier  gegebene  Punct«  in  einer  Ebene  so  liegen, 
dasa  alle  Kegelschnitte,  welche  durch  diese  vier  Punct«  hindurch  gehen, 
Hyperbebi  sind,  [wie  z.  B.  die  Puncte  A,  E,  F,  B  (Fig.  6)],  so  soll  unt«r 
allen  diesen  Hyperbeln  diejenige  gefunden  werden,  welche  am  meisten  von 
der  gleichseitigen  abweicht 
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Demolistration  de  quelques  theoremes  de 

geometrie. 

§1. 

1.  II  est  generalcmcnt  connu  que,  si  par  un  quelconque  P  des  points 
du  plan  d'un  triangle  ABC  Qi  par  ses  sommets  on  mene  trois  droites 
APy  BP,  CP,  rencontrant  respectivement  en  A',  B\  C  les  directions 
des  cotes  BCy  CA,  ^ß  de  ce  triangle,  on  aura  l'equation 

AB'.BC.CA'  =  BA'.CB'.AC; 

et  que,  reciproqaement,  si  trois  points  A*,  B\  C  sont  tellement  situes 
8ur  les  directions  des  cotes  d'un  triangle  ABC,  que  cette  equation  ait 
lieu,  les  droites  AA*,  BB',  CC  concourront  en  un  meme  point  P,  pour- 
vu  toutefois  (Annales,  tom.  XVII,  pag.  144)  que  ceux  de  ces  points  qui 
seront  situes  sur  les  cotes  meme  du  triangle,  et  non  sur  leurs  prolon- 
gemens,  soient  en  nombre  impair.  .  On  sait  que  dans  le  cas  contraire  les 
trois  points  A*,  B',  C"  appartiendraient  ä  une  meme  droite. 

2.  Par  les  trois  points  A\  B\  C  soit  decrit  un  cercle  coupant  de 
nouvcau  en  A*\  Bf*,  C"  les  directions  des  cotes  BC,  CA,  AB;  par  la 
propriete  des  cordes  ou  des  sccantes,  issues  d'un  meme  point,  on  aura 

AB\AE*  =  AC\AC\ 

BC.BC*  =  BA\BÄ\ 

CA\CÄ*  =  CB\CB*\ 

equations  qui,  multipliees  membre  ä  membre,  donneront,  en  reduisant 
au  moyen  de  la  preccdente  (1), 

AB*\BC\CA*  =  BA\CB*\AC*; 

ce  qui  prouve  (1),  que  les  droites  AÄ\  BB**,  CC**  concourent  aussi  on 
un  meme  point  P*. 

3.  Parce  que  cette  propriete  est  de  nature  projective,  eile  aura  lieu 
egalement,  lorsqu'on  substituera  au  cercle  une  ligne  quelconque  du  second 
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ordro.     En   mvoquant  easaite  la  theorie  des  polaires  reciproquea,   on  ob- 
tiondra  les  deux  theoremes  qae  voici; 


Theoreme.  Les  trob  somnietB 
d'uD  trianglo  etaot  A,  B,  C,  et  P 
ötant  im  point  qaelconque  de  son 
plan,  si  A',  ff,  C  sont  les  points 
Uli  les  directions  des  cötes  BC,  CA, 
A  B  sont  respectivement  rencontrees 
l»ar  les  droites  AP,  BP,  CP,  et 
que  par  cos  trois  pomts  A',  ff,  C 
on  fasse  pasiier  ime  ligne  du  second 
urdn>.  coupant  de  nouveaa  les  meines 
cötes  respectivement  en  A",  ff', 
(■",  les  droites  AA'\  Bff\  CC" 
ponittunxwt  aossi  toutes  trois  en  an 
mvme  point  f  *). 

Et  m-i[«iv]uemeDt ,  deox  point» 
P,  /"  ötant  pris  arbitniremeot  sar 
Iv  plan  d'un  triangle  dont  les  som- 
mols  i^wt  .4.  B,  C,  si  Ton  mene 
W  d»«.w  APetAff,  BP  et  BP", 
(7* et  er*.  Tvsrontnnt  respeetive- 
meut  W  dirwtions  des  cötes  BC, 
f.l.  AB  eu  A'  «t  A",  ff  et  ff', 
t*  ot  f",  «,•«*  six  poinls  appartieo- 
tlnwt  a  uui»  m^nte  ligne  da  second 

4.     ihi   sftit   qik^.    li»st}u'une   ligne   du  second  ordre  tonche  les  trois 
(Vt«««   d'un   trian^.    les  droites   qui  joignent  les  poiuts  de  contact  aiu 


Theoreme.  Les  trois  cötäe  d'nn 
triangle  etant  A,  B,  C,  et  P  etant 
UDO  droit«  tracee  arbitniirement  aar 
son  plan,  si  A',  ff,  C  sont  W 
droites  qui  joignent  respectivement 
les  Bommets  BC,  CA,  AB  am 
point«  AP,  BP,  CP,  et  qu'wi  de- 
crive  one  ligne  quelconque  du  second 
ordre,  toachant  les  trMS  droitea  A', 
ff,  C;  en  menant  ä  cette  coorbe, 
par  les  memes  sommets,  les  tan- 
gentes  A",  ff',  C",  les  points  AA", 
Bff',  CC"  appartiendront  ansä 
tous  trois  ä  une  meme  droite  P". 

Et  reciproquement,  denx  droites 
P,  P'  etant  tracees  arbitr^irement 
snr  le  plan  d'un  triangle  dont  les 
cötes  sont  A,  B,  C,  si  l'on  Joint 
respectivement  les  points  AP  et 
AP',  BP  et  Bff,  CPet  CP'  aux 
sommets  BC,  CA,  AB  par  les 
droites  A'  et  A",  ff  et  ff',  C  et 
C",  CCS  six  droites  seront  tangent«s 
ä  une  meme  ligne  du  second  ordre. 
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second  ordre  qoi  loi  sont  inscritos, 
apparticnneiit  a  une  troisiemo  ligno 
du  secoüd  ordre. 


du  second  ordre  qui  lui  sont  cir- 
conscrites  touchent  une  troisibme 
ligne  du  second  ordre. 


§2. 

5.  Des  precedens  theorbmes  on  en  deduit  aisement  d'autres  ana- 
logues,  relati&  aux  surfaces  du  second  ordre  comparces  au  tetraedre. 

Soit  AB  CD  un  tetraedre  quelconque.  Par  un  point  quelconque  P 
de  Tespace  et  par  chacune  de  ses  aretes  concevons  des  plans  coupant  les 
aretes  respectivement  opposees.  Soient  a,  6,  c  les  points  oü  les  aretes 
BCy  CAj  AB  sont  respectivement  coupees  par  les  plans  APD,  BPD, 
CPDy  et  soient  a,  ß,  7  les  points  oü  les  aretes  opposees  ADy  BDj  CD  sont 
respectivement  coupees  par  les  plans  BPC,  CPA,  APBj  nos  six  plans 
se  couperont  deux  a  deux  suivant  les  trois  droitos  aa,  6ß,  cy^  il  est  vi- 
sible,  en  outre, 


qae  les  droites 


f^Y,  Cß,  Da 
Co,  A^,  Db 
^ß,  Ba,  De 

.Auy  Bby  Cc 


>  se  couperont  en  un  memo  point  < 


B 

C 
ID'J 


et   que  les  droites  AA\  BB\   CCj  DU  se  couperont  toutcs  quatrc  au 
point  P. 

II  est  aiso  de  voir  que,  rcciproqucmcnt,  six  points  a,  6,  c,  a,  ß,  7 
ctant  pris  respectivement  sur  les  aretes  BC^  CAy  ABy  AD,  BD,  CD 
d'un  tetraedre  ABCDy  de  teile  sorte 

Cß,  Da\ 
^T,  Db 


que  les  droites 


-4ß,  Ba,  De 
Aa,  Bby  Cc 


'  se.coupent  en  un  memo  pomt 


,..  1^' 


D' 


les  droites  AA'y  BB'y  CCy  DU  se  couperont  aussi  toutes  quatre  en  un 
memo  point  Py  par  lequel  passeront  aussi  los  trois  droites  aa,  iß,  c-jf. 

Ainsi,  lorsque  six  points  sont  tellemcnt  situes  sur  les  directions  des 
aretes  d'un  tetraedre,  que  les  droites  mcnees  dans  chaque  face  par  les 
points  qui  y  sont  situes  et  par  les  sommets  de  cette  face  qui  leur  sont 
respectivement  opposes  se  coupcnt  toutes  trois  en  un  memo  point,  los 
droites  qui  joignent  deux  ä  deux  les  points  situes  sur  les  directions  des 
aretes  respectivement  opposees  se  coupent  aussi  toutes  trois  en  ufi  memo 
point  et  reciproquement. 

II  est  ä  remarquer  que  les  six  points  ay  by  Cy  a,  ß,  7  sont  tellen^ent 
lies  entre  eux,  que  trois  quelconques  de  ces  six  points,  choisis  de  maniere 
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a  nc  pas  appartenir  k  une  memo  face,  dctcrmiDent  le  point  P  et  par  smte 
Ics  trois  autrcs,  ainxi  que  Iob  droitcs  aa,  b^,  c-(. 

6.  Par  loa  eix  poiuts  a,  b,  c,  a,  ß,  f  concevons  une  siirface  tput- 
conquo  du  secoDd  ordre,  coupant  de  nouveau  Ics  meines  aretes  du  tetm- 
cdre  en  a',  b',  c',  a',  ß',  ■{;  los  intorsections  de  cette  surface  avec  les  plam 
des  faces  du  tetraedio  seront  des  ligDes  du  secoud  ordre  coupant  les  cötet 
de  cos  faces  en  trois  points,  tels  que  le»  droites  qui  les  joindroDt  aux 
sommots  rospoctivement  opposes  so  couperont  en  uu  meme  poiat;  doocQ) 
les  droites  qui  joindront  dans  la  meme  face  les  trois  autres  intersectioiis 
aus  mcmes  sommots  se  couperont  ausei  en  un  meme  point;  et  par  con- 
sdquCDt  (5)  les  poiuts  a',  b',  c",  a',  ß',  7'  jouiront  des  proprietes  quo  noos 
venons  de  voir  appart«nir  aux  points  a,  b,  c,  a,  ß,  ^;  de  sorte  qae  Iw 
droites  a'a',  £'ß',  di'  cODcourront  toutes  trois  en  un  memo  point  P';  de 
lä  et  par  la  theorie  des  polaires  reciproques   on  conclura  ces  denx  the»> 


Theoreme.  Si  une  surface 
quelconque  du  socond  ordre  est 
tollcmont  situec  par  rapport  ä  un 
tetracdre,  qu'clle  coupe  sc»  arötes 
en  six  points  a,  b,  c,  a,  ß,  y,  t«ls 
quo  les  droites  aa,  iß,  cy  qui  joig- 
ucnt  les  points  d'interscction  qui 
rcpondent  aux  aretes  rospoctivement 
opposeos  concourent  toutes  trois  en 
un  meme  point  P,  olle  coupora  de 
nouveau  ces  mömes  aretes  en  six 
autres  points  a',  A',  c",  a',  ß',  f', 
tels  quo  les  droites  a'a',  fi'ß',  t/y'  . 
qui  joiudront  les  pointä  d'interscction 


Theoreme.  Si  uoe  snrfoce 
quelconquc  du  second  ordre  est 
tellement  situce  par  rapport  ä  un 
tetraedre,  que  six  plana  tangeos  o, 
&,  c,  Q,  ß,  f  ä  cette  surface,  con- 
duits  par  les  aretes  du  tetraedre, 
soicnt  tels  que  les  intersections  a<L, 
£ß,  CY  dos  plans  tangens,  issos  des 
aröt«srospectivomentopposöe8,soienl 
toutes  trois  dans  un  meme  plan  P, 
les  six  autres  plans  tai^ns  a',  i*, 
c'j  a',  ß',  -f',  moDcs  ä  cette  surface 
par  ces  mcmos  aretes,  seront  tels 
quo  les  interscctions  a'a',  A'ß',  c'-f 
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d'un  tetraedre  des  plans,  coupant 
respectivement  leura  opposees,  on 
obtiendra  ainsi  sur  cos  aretes  six 
points  a,  6,  c,  a,  ß,  y,  tels  quo  les 
droites  aa,  Jß,  c^  qui  joindront  les 
points,  situes  sur  les  aretes  opposees, 
concourront  toutes  trois  au  point  P; 
et  si  pour  un  autre  point  P'y  egale- 
ment  quelconque,  on  determine  sur 
les  memes  aretes  six  nouveaux 
points  a'y  b\  d^  a',  ß',  f,  tels  que 
les  droites  a'a',  t'ß',  <?'y'  qui  join- 
dront les  points  situes  sur  les  aretes 
opposees  concourent  aussi  toutes 
trois  en  ce  memo  point  P',  les 
douze  points  a,  J,  <?,  a,  ß,  y,  a', 
h\  d,  a',  ß',  y  seront  tous  situes 
sur  une  memo  surface  du  secoud 
ordre. 


oü  ce  plan  P  coupe  son  opposee,  on 
conduit  un  plan,  on  obtiendra  ainsi 
six  plans  a,  6,  r,  a,  ß,  7,  tels  que 
les  droites  aa,  6ß,  c^^  suivant  les- 
quelles  se  couperont  ceux  qui  passe- 
ront  par  les  aretes  opposees,  seront 
toutes  trois  situees  dans  le  plan  P; 
et  si  pour  un  autre  plan  P\  egale- 
ment  quelconque,  on  conduit  par 
les  memes  aretes  six  nouveaux 
plans  a\  b\  c\  a\  ß',  7',  tels  que 
les  droites  a'a',  6'ß',  <;'y',  suivant 
lesquelles  se  couperont  ceux  qui  se- 
ront issus  des  aretes  opposees,  soient 
aussi  situees  toutes  trois  dans  ce 
memo  plan  P\  les  douze  plans  a, 
b,  c,  a,  ß,  Y,  a\  b\  c\  a',  ß',  i 
seront  tous  tangons  a  une  memo 
surface  du  second  ordre. 


7.  Si  Ton  con^oit  une  surface  quelconque  du  second  ordre  qui  touche 
Jes  six  aretes  d'un  tetraedre  donne,  ses  intersections  avec  les  plans  des 
faces  de  ce  tetraedre  seront  des  lignes  du  second  ordre  touchant  les  trois 
cotes  de  ces  faces;  et  si  dans  ces  nlemes  faces  on  mene  des  droites  des 
trois  sommets  aux  points  de  contact  des  cötes  respectivement  opposes, 
ces  droites  (4)  se  couperont  en  un  meme  point;  d'oü  il  suit  (5)  que  les 
droites  qui  joindront  deux  ä  deux  les  points  de  contact,  situes  sur  les 
aretes  opposees,  se  couperont  toutes  trois  en  un  memo  point. 

L  est  aise  de  voir  que,  reciproquement,  six  points  etant  pris  respec- 
tivement sur  les  aretes  d'un  tetraedre,  de  teile  sorte  que  les  droites  qui 
joindront  deux  ä  deux  ceux  qui  seront  situes  sur  les  aretes  opposees 
concourent  toutes  trois  en  un  meme  point,  on  pourra  toujours  concevoir 
une  surface  da  second  ordre  qui  touche  les  aretes  du  tetraedre  en  ces 
six  points. 

De  la  et  ensuite  par  la  theorie  des  polaires  reciproques  on  pourra 
conclure  (5)  et  (6)  les  deux  theoremes  suivans: 


Theoreme.  Si  deux  surfaces 
du  second  ordre  touchent  Tune  et 
Tautre  les  six  aretes  d'un  tetraedre, 
les  douze  points  de  contact,  situes 
deux  ä  deux  sur  ces  aretes,  appar- 


Theoreme.  Si  deux  surfaces 
du  second  ordre  touchent  l'une  et 
l'autre  les  six  aretes  d'un  tetraedre, 
les  douze  plans  tangens  a  ces  sur- 
faces,   conduits   deux   ä   deux  par 
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tiendront  i  une  troisieme  Snrface 
du  secood  ordm*). 


ces  aretee,  toucheront  nne  troisieme 
enrface  da  second  ordre  ^. 


*)  Voici  dem  aalres  tfaloreiueB  qui,  s'ils  sont  ttsib,  comme  Ur  panissent  l'ctn, 
fonnerout  nn  complement  fort  naturel  de  cette  theorie;  nouB  en  abandonnonB  l'eiAinan 
iL  la  »agacite  de  H.  Sitinar. 


Theoreme.  Si  troig  smfacea  du  se- 
cond ordre  sont  iuscritea  dans  un  niene 
letraidre,  leB  douze  poiats  ou  elles  l«uche- 
roat  ses  focee  appartiendront  K  une  qua- 
trieme  surfoce  du  second  ordre. 


TheOTeme.  Si  trois  gnr&ces  du  ae- 
cond  ordre  sont  circonseritea  dans  nn  mein« 
Utraedre,  leurs  douu  plaiu  tangeus  pat 
seB  gommets  toucberont  -  nne  quatrieme 
gorface  du  second  ordre. 


Ces  sortes  de  th^oremes  presentent  beauconp  d'interet,  comme  ponrant  acheminsr 
ä  deconvrir,  soit  1a  relation  eatte  dii  points  d'ane  surface  du  second  ordre,  soit  la 
retatton  entre  dix  plans  tangens  k  une  teile  surface;  Probleme  dont  la  Solution  na 
pourrait  que  faire  beaucoup  d'honneur  au  geometre  k  qui  la  science  en  serait  redevable. 

J.  D.  Qtrgmme. 


Developpement  d'une  serie  de  theoremes 
relatifs  aux  sections  coniques. 


Gerp^onne,  Annales  de  Math^matiques,  tome  XIX,  p.  37  —64. 


Avec  7  figures  (Table  XXII— XXV). 


Developpement  d'une  serie  de  theoremes 
relatifs  aux  sections  coniques. 

1. 

Si  d'un  point  quelconque  P  du  plan  d'un  triangle  ABC  (fig.  1) 
on  abaisse  sur  les  directions  de  ses  cotes  BCy  CA,  AB,  respectivement, 
les  perpendiculaires  PA',  PB\  PC,  et  qu'on  joigne  Ic  meme  point  ä  ses 
sommets  par  des  droites,  on  aura 

BÄJ'—CÄ^'  =  BP'—CP\ 

CW'—ÄB''  =  CT^^—AP', 

JC''—BC'  =  ÄF—B7'\ 
d'oii,  en  ajoutant,  reduisant  et  transposant, 

teile  est  ^onc  la  condition  necessaire  et  süffisante,  pour  que  des  perpendi- 
culaires, elevees  aux  trois  cotes  BCy  CAy  AB  d'un  triangle, ^i? 6' 
respectivement  en  A\  B\  C\  concourent  toutes  trois  en  un  meme 
point  P. 

D  en  resulte  immediatement  1°.  que  les  perpendiculaires,  elevees  aux 
cotes  d'un  triangle  par  leurs  milieux,  concourent  toutes  trois  en  un  meme 
point;  2^.  que  les  perpendiculaires,  abaissees  sur  les  directions  de  ces 
memes  cotes  des  sommets  respectivement  opposes,  concourent  aussi  toutes 
trois  en  un  meme  point. 

2. 

Par  les  pieds  A!,  B\  C  des  trois  perpendiculaires  concevons  un 
cercle  dont  Q  seit  le  centre,  lequel  coupera  de  nouveau  les  memes  cotes 


*)  Pour  an  triangle  sph^rique  on  aurait 

cos^ß'.cosBC'.cosC^'  «  coH  B A', cosC  ff, cos AC; 
d*ou  on  d^uirait  des  consequences  analogues. 
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du  triangle  aux  poiats  A",  B",  C".  P&r  les  points  P  et  0  soit  coodnite 
unc  droit«,  et  soit  prolongee  cette  droite  au-delä  du  point  0  d'une  quantiU 
OP'  egal  ä  OP.  Parce  que  les  perpendiculaires  qu'on  abaisserait  du  point 
0  sur  les  directions  des  troiB  cötcs  du  triangle  tombcraient  sur  les  milienx 
dos  Cordes  interceptees  A'A",  B'B",  C'C",  il  s'eDSuit  que  les  perpeadi> 
culaires  elevees,  a  ces  memcs  mies  par  Ics  points  A",  B",  C"  doivent 
concourir  toutes  trois  au  point  f".     On  a  douc  co  theoreme: 

Si  d'un  point  quelconque  /*  du  plan  d'un  triangle  ABC 
on  abaisse  sur  les  directions  des  cötes  BA,  CA,  AB  de  ce 
triangle  les  perpendiculaires  PA',  PB',  PC",  et  si  par  les 
pieds  A',  f,  C  de  ces  perpendiculaires  on  fait  passer  ane 
circonference  dont  0  soit  le  centre  et  qui  coupe  de  nou- 
veau  les  directions  de  ces  memes  cötes  en  A",  B",  C",  les 
perpendiculaires,  elevees  respectivement  a,  ces  meines  cötäs 
par  ces  trois  dernters  points,  se  couperont  toutes  trols  en 
un  meme  point  P',  tel  que  le  point  0  sera  lo  milieu  de  la 
droite  PP". 


Soient  menees  les  droites  B'C,  C'A'y  A'ff  ainsi  que  B"C".  Les 
angles  AB'C  et  AC'B"  qui,  ayaot  leurs  sommcts  ä  la  circonfereoce, 
s'appuient  sur  le  meme  arc  B"C'  sont  egaux;  mais  ä  cause  des  quadrila- 
teres  ßPC'A,  C'P'&'A  inscriptibles  au  cercle,  ces  angles  sont  respective- 
ment  egaux  aux  angles  APC,  AP' ff';  donc  ces  demiers  sont  aussi  eganx 
entre  eux,  D'un  autre  cote,  les  angles  B'PC,  B"P'C",  supplemens  d'on 
meme  angle  A,  sont  egaux  entre  eux;  donc  par  soustraction,  Jes  aogjee 
APB'  et  AP'C"  sont  aussi  egaux;  et  il  cn  doit  etrc  de  meme  de  leor 
complämens  PAB"  et  P'AC";  mais  ä  cause  du  quadrilatere  inscriptible  au 
cercle,  ü.  PAB'  on  peut  substituer  son  ^gal  PC'ff;  donc  co  domier  est  ögal 
,  P'AC";  puiH  donc  que  les  cöttis  (''Pni  AC"  de  ces  deux  anylcp 
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dernieres  concourront  on  un  meme  point  P'*).  En  outre,  si  Ton 
abaisse  de  ce  dernier  point  sur  les  directions  des  memes  cotes 
du  triangle  ABC  des  perpendiculaires  P'A",  P'H\  P'C\  les 
six  points  A'y  B\  C,  A*\  B*\  C"  appartiendront  ä  une  meme 
circonference  ayant  son  centre  0  au  milieu  de  la  droite  PP\ 
De  la  on  deduira  facilement  la  Solution  de  ce  probleme: 
Des  droites  PAy  PBy  PC  etant  menees  d'un  point  quelcon- 
quc  P  du  plan  d'un  triangle  ABC  ä  ses  trois  sommets,  in- 
scrire  a  ce  triangle  un  autre  triangle  A'B*C'  dont  les  trois  cotes 
B'C*y  C'A'y  A!B^  soient  respectivement  perpendiculaires  ä  ces 
droites? 

4. 

Nous  venons  de  faire  voir  que  les  angles  P^Cet  P^AB  sont  egaux; 
or,  comme  les  circonstances  sont  les  memes  relativement  aux  trois  sommets 
da  triangle  ABCy  on  doit  avoir 

angP^C=  angP'^ß, 

angPß^  =  angP'PC, 

angPCß  =  angP'CM, 

d'oü  resulte  ce  thöoreme: 

Par  un  point  quelconque  P  du  plan  d'un  triangle  ABC 
soient  menees  a  ses  sommets  des  droites  PAy  PBy  PC;  si  par 
les  memes  sommets  on  m^ne  trois  nouvelles  droites,  faisant  re- 
spectivement, avec  les  cotes  ABy  BCy  CA  des  angles  egaux  aux 
angles  PACy  PBAy  PCBy  ces  trois  dernieres  droites  concourront 
en  un  meme  point  P';  et  si  des  points  P,  P'  on  abaisse  sur  les 
directions  des  cotes  BCy  CAy  AB  du  triangle  les  perpendicu- 
laires PA'y  PB'y  PCy  P'A"y  P' B' \  FC\  \q\xt^  pieds  A\  B\  6",  A'\ 
B"y  C"  appartiendront  tous  six  a  une  meme  circonference,  ayant 
son  centre  0  au  milieu  de  la  droite  PP\ 

5. 

Soit  prolongee  la  perpendiculaire  PA*  au-delä  de  A'  d'une  quantite 
A'Q  egale  a  A'Py  et  soient  menees  QP',  coupant  BC  en  A/,  OA'  qui  sera 
parallele  ä  P'Q  et  d'une  longueur  moitic  moindre,  et  enfin  PM;  d'apres 
cette  construction  on  aura 

MP=^MQy 

et,  par  suite, 

MP-^-MP'  =  P'Q  =  2  OA'; 


*)  Ce  theorime  n'est  qu^un  cas  particulier  d'un  autro  quo  nous  avons  propose  de 
demontrer,  sous  le  n®  1  (pag.  157),  oü  on  trouvora  aussi  ses  analogues  sous  les  n^  2  et  3. 

Steiner's  Werke.    L  13 
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ea  oatre  les  angles  P'MB,  PMC,  tous  dcux  ägaux  ä  l'angle  QMC,  seroot 
cous^nemment  egaux  entre  eux.  II  r^ult«  de  tout  cela  quo  les  points  i*, 
P*  Bont  les  deiu  foyers  d'ane  cllipse  tangente  en  ^au  cöte  BC,  UqneBe 
a  son  centre  en  0  et  son  grand  axo  egal  au  diametre  du  cercle  AatA  k 
point  0  est  le  centre;  d'ofi  il  result«  qu'elle  tenche  ce  corcle  aox  dem 
extr^mites  de  son  grand  axo;  et,  comme  ce  que  nouB  venons  de  proaver, 
relativement  aa  cöte  BC  ^m  triangle,  se  prouverait  egslement  des  deox 
autres,  od  a  les  theorfemes  snivants: 

1^  ChacuD  des  points  de  rioterieur  d'un  triangle  peat.etre 
consider^  comme  Tun  des  foyers  d'une  ellipse  inscrite  dans  c« 
triangle; 

2°.  Les  pieds  des  perpendicalaires,  abaissees  des  deux  foyers 
d'une  ellipse  sur  ses  tangentes,  sont  tons  sitnes  snr  une  meme 
circonf4rence,  ayant  le  grand  axe  de  cette  ellipse  poar  diam&tre; 

3*.  Un  angle  etant  arbitrairement  circongcrit  ä  une  ellipse, 
les  droites,  menees  de  ses  deux  foyers  au  sommet  de  cet  angle, 
fönt  des  angles  respectivement  ägaux  avec  ses  deux  cötäs. 

En  consequence   de  cette  denii^re  propriöte  et  de  l'egalit«  des  angles 
fi" PC,  ff'P'C",  les  triangles  rectangles  P'C'A,  P'B"A  sont  respective- 
ment semblables  aux  triangles  rectangles  PB'A,  PC'A,  ce  qui  donne 
P'B":PC'   =  AP'-.AP 
PB'  iP'C"  =  AP -.AP' 
et,  par  snite, 

PB'.P'B"  =  PC'.P'C", 
c'est-i-dire, 

4°.  Le  rectangle  des  perpendicnlaires,  abaissees  des  deox 
foyers  d'une  ellipse  sar  une  quelconque  de  ses  tangentes'est 
constant,  et  conseqnemment  ägal  an  carrö  du  demi-petit  axe  de 
l'ellipse. 
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Les  milieux  A^  B\  C"  des  cotes  d'un  triangle  ABC  et  les 
pieds  A\  H\  C  des  perpendiculaires,  abaissees  de  ses  sommets 
sur  les  directions  de  ces  memes  cotes,  sont  six  points,  situes  sur 
la  circonference  d'un  meme  cercle  dont  le  centre  0  estttu  milieu 
de  la  droite  PP'  qui  Joint  le  centre  P  du  cercle,  circonscrit  au 
triangle^BC^  avec  le  point  P'  de  concours  des  perpendiculaires, 
abaissees  de  ses  sommets  sur  les  directions  des  cötes  opposes. 
Ces  deux  points  P,  P*  sont  les  foyers  d'une  ellipse,  inscrite  dans 
le  triangle  ^£C;  laquelle  est  concentrique  avec  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  ABC  et  a  son  grand  axe  egal  au  diametre  de 
ce  cercle,  ou,  ce  qui  revient  au  meme  (puisque  les  cotes  du 
trian|[le  ABC  sont  moitie  de  ceux  du  triangle  ABC),  egal  au 
rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  £n  outre,  les  trois 
rayons  PA,  PB,  PC  seront  re^pectivement  perpendiculaires  aux 
cotes  jy'C",  CA",  Ä'Bf'  du  triangle  Ä'B'C;  enfin  ces  rayons 
seront  tellement  diriges  que  les  angles  PAB,  PBC,  PCA  sont 
respectivement  egaux  aux  angles  P'AC,  BBA,  P'CB,  ou  A"ACy 
B'BA,  C"CB. 

Sur  la  droite  PP*  il  existe  un  quatrieme  point  G  (Camot),  intcrsection 
des  droites  AA',  BB\  CC  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  ABC 
aux  milieux  des  cotes  respectivement  opposes,  et  les  quatre  points  P,  Gy 
O,  P'  sont  situes  harmoniquement,   c'est-ä-dire,   de   teile   sorte   qu'on   a 

GO:GP=  P'OiBP, 
ce  qui  revient  k 

1:2  =  3:6. 
En  outre  les  points  P',  G  sont  les  centres  de  similitude  des  deux  cercles 
qui  (mt  leurs  centres  en  0  et  P;  donc  le  cercle  qui  a  son  centre  en  O 
passe  par  les  milieux  des  droites  BA,  P'B,  P'C;  et  les  points  A",  P", 
C"  sont  les  miUeux  respectife  des  droites  P'A"',  P'B",  BC"',  prolonge- 
mens  des  droites  P'A",  P'B",  BC"  jusqu'a  la  rencontre  de  la  circon- 
ference qoi  a  son  centre  en  P*). 


*)  De  li,  en  particulier,  on  conclura  facilement  ce  th^reme: 
Si  sur  la  circonference  du  cercle  qui  a  son  centre  en  P  on  prend  arbi- 
trairement  quatre  points  A,  B,  C,  Z),  ces  quatre  points  seront,  trois  ä  trois, 
les  sommets  de  quatre  triangles  inscrits,  auxquels  correspondront  quatre 
points  P',  quatre  points  0  et  .quatre  points  0.  Or,  les  quatre  points  de 
chaque  sorte  appartiendront  ä  une  meme  circonference  dpnt  le  rayon 
sera  pour  les  quatre  points  P*  egal  k  celui  du  cercle  donn^,  moitie  de 
ce  rayon  pour  les  quatre  points  0  et  son  tiers  seulement  pour  les  quatre 
points  G,  En  outre,  les  centres  de  ces  trois  nouveaux  cercles  seront 
avec  le  point  P  harmoniquement  situes  sur  une  meme  droite,  commc  le 
sont  les  quatre  points  P*,  0,  G^  P;  de  sorte  que  le  centre  P  sera  le  centre 
de  similitude  commun  de  ces  trois  nouyeaux  cercles. 

J3* 
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Le  cerclc  qui  a  son  centre  cn  0  jouit,  eu  paiÜculier,  de  cett«  pro- 
priet«  bion  digae  de  remarque:  il  touche  chacun  des  qnatre  cercles, 
inscrits  et  ex-inscrits  au  triangle  ABC;  c'est-a-dire,  chacun  des 
quatre  cercles  qui  pouvont  toucher  ä  la  foie  les  trois  cotäs  de 
CO  triaDgle. 

7. 

Comme  les  propriotes  de  Vellipso  dämontr^es  ci-dessus  (5)  ont  liea 
d'une  mani^re  analogue  pour  tontes  les  autroa  coniqucs,  ce  qui  se  jHY)aTe 
par  des  cODsideratione  semblablos,  on  pont  etablir  ce  theor^me  plos  gen^ral: 

Chaquo  point,  pris  k  volonte  daus  le  plan  d'uD  triangle  donn^, 
est  le  foyer  d^noe  conique  inscrito  ou  es-inecrite  k  ce  triangle, 
coniqne,  de  laquelle  on  peut  par  uno  conatruction  facile  d^ter- 
miner  Tantre  foyer,  lo  centre  et  lo  premier  axe. 

Proposons  nous  d'abord  de  decouvrir,  quelle  relation  il  pent  y  avoir 
eotre  la  nature  de  la  conique  et  la  Situation,  par  rapport  au  triaogle,  du 
point,  pris  arbitrairement  pour  foyor. 

8. 

Soit  ABC  (fig.  3)  le  triangle  doone,  et  soit  P  un  point  pris  arbi- 
trairement dans  80Q  plan  pour  Toyer  d'uoe  cooique,  touchant  k  la  fois  les 
trois  cötes  de  ce  triangle. 

De  ce  point  P  aoient  mences  les  droit«»  PA,  PB  aux  deux  sonunets 
^,  i?  de  ce  triangle.  Pour  dcterminer  l'autre  foyer  P'  de  la  courbe,  il 
faudra(5)  conduirc  par  lea  point»  A,  B  deux  droitcs  AP',  BP',  formant 
respectivcmcnt  avec  CA,  CB  ou  leurs  prolongemens  des  angles  eganx  i 
PAß,  PBA,  ot  le  point  P'  de  concours  de  ces  deux  droites  sera  le  se- 
cond  foyer  cherchü.  Afin  donc  que  la  courbe  soit  une  parabole,  il  fandra 
que  CG  wccoad  foyer  soi(.  JHliiiimont  di.stiiiit  du  iiremicr,  oti,  cc  um  reviout  au 
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Toutes  les  parabolcs,  touchant  k  la  fois  los  trois  cotes  d'un 
memo  trianglo,  ont  leurs  foyors  sur  la  circonferonce  du  corclo 
circonscrit,  et  reciproquomont,  tout  point  de  la  circonferonco 
da  cercle  circonscrit  a  un  trianglo  ost  lo  foyor  d^uno  parabolo, 
toucheo  ä  la  fois  par  los  trois  cotes  de  ce  triangle. 

D'apres  co  qui  a  eto  demontre  ci-dossus  (5,  2^,%  les  piods  des  perpon- 
diculaires  abaissees  du  foyor  d'uno  parabolo  sur  ses  tangentes  sont  tous 
fiüitues  sur  la  tangente  au  sommet  de  la  courbe,  et  consequenmient  en  ligne 
droite;  en  combinant  donc  cette  proposition  avec  cello  qui  vient  d^etre  do- 
montree,  bn  parviendra  a  ce  theoremo  connu*): 

Les  pieds  des  porpendiculairos,  abaissees  sur  les  directions 
des  trois  cotes  d'un  triangle  de  Tun  quelconque  des  points  de 
la  circonferonce  du  cercle  circonscrit,  appartionnent  tous  trois  ä 
une  memo  droite. 

n  ne  sera  pas  difficile  de  parvenir  par  les  memes  considörations  ä  ce 
theoremo  plus,  general: 

Si  de  Tun  quelconque  des  points  de  la  circenference  du  cercle 
circonscrit  a  un  triangle  on  conduit  sur  los  directions  de  ses 
cotes  des  obliques,  faisant,  dans  le  memo  sens,  avec  cos  memes 
cotes  des  angles  cgaux  quclconqucs,  les  pieds  de  cos  obliques 
appartiendront  tous  trois  ä  unc  meme  droite.  En  outre,  toutes 
les  droites  qu^on  obtiendra,  en  yariant  Tangle  des  obliques,  en- 
velopperont  uno  parabolo  qui  aura  pour  foyer  le  point  diß  depart 
de  ces  obliques. 

9. 

Revenons  au  probleme  que  nous  nous  ctions  propose  (7).  Observons 
d^abord  que  le  plan  de  la  (igure  sc  trouve  partage  tant  par  los  trois  cotes 
du  triangle  ABC,  consideres  commo  dos  droites  indefinics,  que  par  la 
circonferonce  du  cercle,  cu  dix  rcgions  dont  quatro  fmies  et  six  indefinies. 
Les  quatre  finies  sont  le  triangle  lui-meme  quo  nous  designerons  par  Ty 
et  les  trois  segmens  que  nous  designerons  respcctivement  par  S«,  St,  Sc. 
Les  six  indefinies  sont  los  rcgions  opposees  aux  sommets  des  trois  angles 
du  triangle  que  nous  designerons  respcctivement  par  A'y  B\  C\  et 
trois  autres  terminees  chacune  par  un  arc  de  cercle  et  par  les  prolonge- 
mens   de    deux  cotes  du  triangle.     Nous  designerons   ces   dernieres   par 

J-ay     -^by    -'c* 

En  supposant  les  deux  droites  AP',  BP'  paralleles,  nous  avions  Tangle 
ACB  egal  ä  la  somme  des  deux  angles  PAB  et  PBA;  mais,  si  la  somme 
de  ces  deux  angles  croit  de  manibre  a  devenir  plus  grande  quo  Tangle 
ACB,  les  droites  AP',  BP'  convcrgoront  cn  un  point  P',  situo  dans  la 

•)  Voy.  Annale^,  tom.  FV,  pag.  251.  .7.  D.  Gergonne, 
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region  Tc,  et  le  point  P  passora  aussi  dans  cette  meme  region;  de  sorte 
que  la  conique  ne  pourra  etre  qu'ane  ellipse. 

8i  au  contraire  la  somme  dee  uigles  PAB  et  PBA  diminoe,  k 
point  P  passera  dans  la  region  ou  aegment  Sc,  tandis  que  le  pmnt  F 
passora  dans  la  rögion  C;  d'on  il  est  aiee  de  conclure  que  la  conique 
ne  pourra  etre  qu'ane  hyperbole. 

Donc  (8)  OB  a  le  theoreme  suivant: 

Tout  point  P,  pris  arbitrairement  dans  le  plan  d'no  triangle 
ABC,  est  le  foyer  d'une  conique,  touchant  äla  fois  les  trois  cdt^g 
de  ce  trianglo;  er, 

1".  cette  coniqae  sera  nne  paraboU,  si  le  point  P  est  sar  la 
circonference  du  corcle  circonscrit  au  triangle; 

2".  CO  sera  uno  ellipie,  si  le  point  P  est  Interieur  au  triangle, 
ou  bien  si,  etant  extörieur  au  cercle,  il  se  trouve  sitöe  dans 
l'espace  torminö  par  nn  quolconque  des  cötes  de  ce  triangle  et 
les  prolongemene  dos  dcux  autres; 

3'.  enfiu'  la  courbo  sera  une  hyperbole,  si  le  point  P  est  a  la 
fois  intörieur  au  cercle  et  exterteur  an  trianglo,  ou  bien  s'il  ae 
trouvo  situe  dans  la  region  opposee  au  sommot  de  l'un  dos  angles 
tri.nglo-). 

Et  reciproquement, 

Une  oonique  touchant  ä  la  fois  los  trois  cotös  d'un  triangle  ABC, 

1".  si  cette  conique  est  une  parahole,  son  foyer  sera  situö  sar 
la  circonference  du  cercle  circonscrit; 

2°.  si  cette  conique  est  une  eUipae,  ou  bien  olle  aura  ses  deux 
foyers  intörieurs  au  triangle,  ou  bien  ils  soront  tous  denx  ex- 
terieurs  au  cercle  et  situes  dans  l'ospace,  circonscrit  par  l'un 
des  cötes  de  ce  triangle  et  les  prolongemons  des  deux  autres; 

3°.  enfin,  si  cette  conique  est  uno  hyperbole,  un  de  sos  foyers 
sera  compris  dans  Tun  des  trois  scgmons  du  cercle  circonscrit 
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10. 

Nous  avons  dejä  remarque  (p.  184)  que,  si  par  un  point  P,  pris  arbi- 
trairement  dans  le  plan  d'un  triangle  ABCj  et  par  chacun  de  ses  sommets 
on  mene  trois  droites  AP,  J5P,  CPy  rencontrant  les  directions  des  cotes 
respectivement  opposes  en  A\  B\  C\  il  existe  toujours  une  conique  qui 
touche  les  tarois  cötes  du  triangle  en  ces  trois  points.  Examinons  presente- 
ment,  quelle  doit  etre  la  Situation  du  point  P  sur  le  plan  du 
triangle,  pour  que  la  courbe  seit  une  parabole,  une  ellipse  ou 
une  hyperbole.  Commen^ons  par  lo  cas  de  la  parabole  dont  la  dis- 
cussion  n^offire  aucune  difißculte. 

Soit  P  (fig.  4)  le  foyer  d'une  parabole,  et  soit  A  B  une  tangente  quel- 
conque  ä  la  courbe  dont  le  point  de  contact  soit  en  C\  Sur  la  droite 
PC  soit  pris  un  point  C  quelconque  par  lequel  soit  menee  la  droite 
CDP\  parallele  ä  Taxe  de  la  parabole,  coupant  la  tangente  AB  en  D; 
alors  les  droiCes  CC'Poi  CDP'  couperont  la  tangente  AB  sous  le  memo 
angle;  de  teile  sorte  que  le  triangle  DCC  sera  isocele. 

Par  le  point  C  soient  menees  a  la  courbe  deux  nouvelles  tangentes 
CAy  CBy  lesquelles  (8)  formeront  respectivement  des  angles  egaux  avec 
les  droites  CPy  CP'^  d'oü  on  conclura  que  le  triangle  ACB  est  iso- 
cele.   Donc: 

Si  une  parabole  touche  les  trois  cotes  d'un  triangle  isocel«, 
la  droite  menee  par  le  sommot  de  ce  triangle  et  par  le  point  de 
contact  de  sa  base  passera  constamment  par  le  foyer  de  la  courbe. 

De  ce  theoreme  on  conclut,  sur-le-champ,  le  suivant: 

Si  une  parabole  touche  les  trois  cotös  d'un  triangle  equi- 
lateral,  les  droites  qui  joindront  les  points  de  contact  des  cotes 
du  triangle  avec  les  sommets  respectivement  opposes  concour- 
ront  toutes  trois  au  foyer  de  la  courbe;  et,  par  consequent  (8): 

Si  une  parabole  touche  les  trois  cotes  d'un  triangle  cqui- 
lat^ral,  les  droites  menees  par  les  sommets  et  par  les  points  de 
contact  des  cotes.  respectivement  opposes  se  coupent  toutes  trois 
en  an  memo  point,  et  le  lieu  de  ce  point  est  la  oirconference  du 
cercle  circonscrit. 

Soit  donc  ABC  (fig.  4)  un  triangle  equilateral,  et  soient  menees  par 
ses  sommets  et  par  un  point  quelconque  P  de  la  circonference  du  cercle 
circonscrit  les  droites  AP^  BP,  CP,  rencontrant  en  A',  B\  C  les  di- 
rections des  cotes  respectivement  opposes,  la  conique  qui  touchera  les 
trois  cotes  du  triangle  en  A,  B\  C  sera  donc  une  parabole  dont  le  point 
P  sera  le  foyer,  et  les  droites  AA\  BB",  CC",  menees  par  les  sommets 
du  triangle  et  par  les  milieux  A",  B",  C'^des  cordes  de  contact  B'C", 
CA',  ÄB\  que  Ton  sait  etre  paralleles  ä  Taxe,  seront  ainsi  paralleles 
entre  elles. 
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Supposon»  prcsentemont  que  Ic  point  P  so  döplace  sur  la  droit«  CP, 
et  quc,  par  exomplo,  il  passe  on  p  dans  l'intörieur  du  ccrclo;  les  points 
(io  contact  A',  B'  passeront  respoctivement  cn  a',  b',  los  cordes  de  ccm- 
tact  CA',  C'iy  deviondront  Ca',  C'b'  dont  les  milioiix  seront  on  b"  et 
a",  et  los  droitcs  Aa",  Bb"  so  rcocontroront  nöcessairomcnt  dans  l'angle 
A'üff,  CO  qui  s'apcr^oit  aisement,  si  Ton  considero  le  parallölbme  de 
AA"  et  BB",  do  A"a"  et  B'b'  et  do  ß"i"  et  A'a';  lo  point  de  cod- 
cours  ^  do  cos  dem  droitoH  scra  le  ccntre  de  la  couique,  d'oü  il  est  fÜBJ 
de  voir  que  cette  courbo  do  saurait  etre  alors  qii'uDO  ellipse.  Si, 
au  contraire,  on  supiwso  quo  lo  point  P  sort  du  ccrcle,  los  doux  memes 
droites  Äa",  Bb"  iront  concourir  dans  Tospaco  opposö  au  sommot  de 
l'angle  A'CB^;  d'oii  on  conclura  qu'alors  la  courbo  uo  saurait  etre 
qu'une  hyporbole.     Donc: 

Si  par  un  point  quciconquo  P  du  plan  d'un  triangle  eqai- 
latöral  ABC  et  par  aes  sommots  on  mono  los  droites  AP,  BP, 
CP,  rencontrant  los  diroctions  des  cötcs  rospcctivemont  oppo- 
sös  on  A',  B",  C,  la  conique,  touchant  Ics  cötcs  du  triangle 
en  CCS  trois  points,  sors  une  ellipse,  uno  hyporbole  ou  une  para- 
bole,  suivant  quo  lo  point  P  sera  intöricur  au  ccrclo  circonscrit, 
cxteriour  ä  ce  ccrclo  ou  sur  la  circonförence,  et  vice  misa. 

Ce  Uicoremo  est  suBccptible  de  göneralisation  et  d'applications  diverses 
qui  vont  prösontoment  uous  occuper, 

11. 
Par  une  projection  parallele  sur  un   plan  quclcouipie ,  la  figurc  dont 
Ics  propriötös  vieiinent  de  nous  occuper  so  modifie  connne  il  suit: 

1°.    liO  triangle  cquilatüra)  ^CCdovIont  un  triangle  d'cspcco  quelconque; 

2".    Le  corcio  circonscrit  doviont  la  plus  pctite  ellipse  circonscrit«  an 

nouvoau  triangle,  c'est-ä-dire,  cclle  dont  le  ccntro  coincide  avec  son  contre 

do  gravite,   point  do  concours  des  droites  qui  joignent  ses  sommots  aux 

uilieiix  des  cöu^s  respectivt^niont  ojiposi's. 
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une  parabole,  suivaut  que  le  point  P  sera  interieur  a  la  plus 
petite  ollipse  circonscrite  au  trianglc  ABC,  cxtcrieur  a  cotie 
ellipse  ou  sur  son  perimotrc  meine,  et  vice  versa. 

12. 

• 

De  CO  theoremc  on  en  deduit  un  autrc  cncore  plus  general: 

Par  une  projcction  centrale  ou  pei-spcctive  sur  un  plan  quelconque 
la  figuro  dont  il  vient  d'etre  qucstion  se  modifie  commc  il  suit: 

1*^.  Le  trianglo  donne  dcvient  un  triangle  quelconque  ABC  (fig.  5); 
la  plus  petite  ellipse  circonscrite  dcvient  une  conique  quelconque  Sy  circon- 
scrite au  nouveau  triangle;  les  tangentcs  ä  rellipse  par  les  sommets  du 
triangle,  lesquelles  sont  paralleles  aux  cotcs  respectivement  opposcs,  de- 
vieunent  des  tangentes  ä  la  conique  S  par  les  sommets  du  nouveau  triangle, 
lesquelles  rencontrent  les  directious  des  cotes  respectivement  oj)poscs  de 
ce  triangle  en  trois  points  ^',  ß',  C",  appartenant  ä  une  memo  droite, 
laquelle  forme  avec  les  cotcs  du  tiiangle  ABC  un  quadrilatcre  complet 
dont  ces  trois  tangentes  sont  les  diagonales. 

2°.  Toutes  les  paraboles,  touchant  les  trois  cotcs  du  triangle  donne, 
devicnnent  des  coniques  inscritcs  a  ce  quadrilatcre  complet; 

3^  Les  droites  Aa,  ßby  Ce,  joiguant  los  sommets  A,  ß,  C  du  triangle 
inscrit  aux  sommets  respectivement  opposes  «,  J,  c  du  triangle  circonscrit, 
forme  par  les  tangentes  aux  sommets  du  premief,  diagonales  du  quadrila- 
tcre complet,  se  coupent  toutes  trois  en  un  memo  point  S,  j)61e  de  la  droite 
A'B'C  relativement  a  la  conique  circonscrite  au  triangle  ABC;  enfin  les 
polaires  de  ce  point  S^  relatives  aux  coniques  inscrites  au  quadrilatcre 
complet,  envcloppent  cette  meme  conique  circonscrite  au  triangle  ABC.  Donc: 

1^  Etant  donne  v»n  quadrilatcre  complet,  sos  cotcs  pris  trois 
ä  trois  forment  quatre  triangles,  et  on  peut  inscrire  dans  ce  qua- 
drilatere  un  infinite  de  coniques  differentes; 

2^  les  droites  Aa,  ßß,  C-jf,  mences  par  les  points  de  contact 
de  Tune  de  ces  coniques  avec  les  cotes  de  Tun  ABC  de  ces  quatre 
triangles  et  par  les  sommets  respectivement  opposes,  se  coupent 
toutes  trois  en  un  memo  point  Z),  et  le  Heu  de  ce  point  D  est 
une  certaine  conique  circonscrite  ä  ce  triangle  ACB,  et  en  meme 
tcmps  inscrite  dans  le  triangle  aJc,  forme  par  les  trois  diagonales 
du  quadrilatcre  complet,  de  teile  sorte  qu'elle  touche  les  cotes 
de  ce  dernier  triangle  aux  sommets  du  premier  ABC; 

3^  les  droites  Aa^  Bby  Cc  qui  joignent  les  sommets  respective- 
ment opposes  de  ces  deux  triangles  se  coupent  toutes  trois  en 
un  meme  point  S,  pole  du  quatrieme  cöte  A^B'C  du  quadrila- 
tcre complet,  et  les  polaires  de  ce  poiiit,  relatives  aux  coniques 
inscrites  dans  le  quadrilatcre  complet,    envcloppent   la  conique 
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circon8crit6  au  trianglo  ABC;  en  outre,  les  trois  pointa  «',  p',  f, 
oii  ee  coupent  les  cötes  correapondana  des  deux  triaDgl«a  ABC, 
aß^i  appartionnent  ä  une  meme  droite,  laquolle  passe  con- 
Btamment  par  le  poiot  S; 

4°.  ßnfiQ  les  contquos,  ä  la  Fois  circonscritee  aux  quatre  tri- 
angles  form^s  par  los  cötcs  da  quadrilatöre  complet,  pris  trois 
ä  trois,  et  inscrites  dans  le  triangle  forme  par  ses  diagODales,  Be 
touchent  deux  Ji  denx  anx  six  sommets  A,  B,  C,  A,  B',  C  de  ce 
quadrilatero  complet,  et  ellcs  sont  touchees  en  ces  meines  points 
de  contact  par  see  trois  diagonales. 
13. 

Et  reciproqucment, 

Si  ä  UQ  triaDgIo  donnö  quelconqu«  ABC  od  circonscrit  ane 
conique  quelconque,  et  qu'ensuite  par  uq  point  D,  pris  arbi- 
trairement  sur  le  porimetre  de  cetto  conique,  et  par  chacan  det 
sommots  du  tri&Dgle  ou  mene  trois  droites  AD,  BD,  CD,  ren- 
contrant  les  cötcs  rospectivement  opposes  en  trois  point  o,  ßt  7 
oii  ces  cötös  soDt  touches  par  une  deuxiemo  conique,  cette  co-  . 
nique  et  toutes  los  autres,  dctormiuees  par  une  semblable  con- 
struction,  soront  touchees  par  une  möme  droite  A'B'C,  detor- 
minee  par  les  inter&octions  respoctives  dos  directione  des  cötes 
du  triangle  ABC  avec  les  tangentes  mences  ä  la  premiere  co- 
nique par  ses  sommets  rospectivement  opposes. 

14. 

Supposons  que  le  triangle  ABC,  le  point  Z>  ot  la  conique  inscrite, 
touchant  ses  cötes  en  a,  ß,  -f  restant  fixe,  la  couiqto  passant  par  les  qoatn 
points  A,  B,  C,  D  varie  de  toutes  les  manibres  poesibles,  la  droite  A'BC 
roulera  alors  (13)  sur  la  conique  invariable,  d'ou  resulte  le  thöoreme  suivant: 

i".    Etant  donne  un  quadrilatero  quelco'nque  ABCD,  on  peat 
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3^  les  points  a',  ß',  7'  d'intersection  des  cot^s  corrcspondans 
des  deux  triangles  ABCj  aßy  appartiennent  tous  trois  ä  une  momc 
droitea'PY^  polaire  du  quatriemc  sommet  2),  relativement  ä  la 
conique  passant  par  les  trois  points  a,  ß,  7;  en  outre,  les  poles 
de  cette  droite,  relativement  a  toutes  les  coniques  qui  peuvent 
etre  circonscrites  ä.  ce  memo  quadrilatore,  sont  sur  le  perimetro 
de  la  conique  envoloppe  de  la  droite  AB^C; 

4?.  enfin,  les  coniques,  a  la  fois  inscrites  dans  les  quatre  tri- 
an  gles,  formes  par  les  sommets  du  quadrilatere  ABCDy  pris  trois 
ä  trois,  et  circonscrites  au  triangle  aß-jf ,  se  touchent  deux  a  deux 
aux  trois  points  a,  ß,  y,  de  teile  sorte  que  chacun  de  ces  points 
est  le  point  de  contact  de  deux  differentes  paires  de  coniques, 
et  en  memo  temps  ces  coniqes  sont  touchees  deux  ä  deux  a  leur 
point  de  contact  par  les  six  droites  qui  joignent  deux  a  deux 
les  quatre  sommets  du  quadrilatere  donne  ABCD. 

Par  la  theorie  dos  polaires  reciproques  on  aürait  pu  deduire  ce 
theoreme  de  cdlui  que  nous  avons  precedemment  demontre  (12). 

15. 

Du  theoreme  precedemment  demontre  (6)  on  peut  par  la  consideration 
des  projections  en  deduire  un  grand  nombre  d'autres.  En  remarquant, 
par  exemple,  que  les  perpendiculaires,  abaissees  d^un  point  quelconque  de 
la  circonference  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  (fig.  2)  sur  les 
directions  des  cotes  de  ce  triangle,  sont  respectivement  paralleles  aux  trois 
hauteurs  AA\  BB"y  CO\  ainsi  qu'aux  trois  perpendiculaires  PA\  PB\ 
PC\  abaissees  du  centre  de  ce  cercle  sur  ces  memes  cotes,  on  en  con- 
clura  les  tiieoremes  suivans: 

I.  üne  conique'  quelconque  etant  circonscrite  ä  un  triangle 
Aonn^  AB Cy  et  etant  menees  par  son  centre  P  et  par  les  milieux 
A\  B\  C  des  cotes  du  triangle  les  droites  PA\  PB\  PC,  les 
droites  AA\  BB^\  CC\  menees  par  les  sommets  du  memo  tri- 
angle parallelement  ä  celles-lä,  se  couperont  toutes  trois  en 
un  memo  point  P';  les  six  points  A\  B\  C";  A*,  ß",  C"  appar- 
tiendront  ä  une  seconde  conique  semblable  a  la  premiere  et 
semblablement  situee  (homothetique);  le  point  P^,  les  deux 
centres  P,  0  et  le  centre  de  gravite  Q  du  triangle  donne  appar- 
tiendront  a  une  memo  droite  et  seront  situes  harmoniquement^ 
de  teile  sorte  qu'on  aura 

OG:GP:OP':PP'  =  1:2:3:6; 
en  outre  (8),  si  de  Tun  quelconque  D  dos  points  de  la  conique 
circonscrite  au  triangle  ABC  on  abaisse  sur  les  directions  de 
ses   cotes    des  obliques   respectivement   paralleles   aux    droites 
PA\  PB\  PC  leurs  pieds  seront  situes  sur  une  memo  droite. 
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Et  rcciproqucment, 

II.  Si  par  ruu  quelconqne  P'  des  poiDts  du  plan  d'an  tri- 
angle  donoö  ABC  et  par  ses  sommcts  od  meno  des  droites  AP, 
Bl",  CP",  il  y  aara  nne  infinite  de  points  D,  tels  qu'en  meoant 
ilo  Tun  de  ces  points  sar  les  cötes  du  trianglo  doa  obliques  re- 
spectivemcnt  paralleles  ä  ces  droites,  Icura  piods  appartien- 
dront  lous  trois  i  noe  meme  droit«;  et  tous  ces  points  D  seront 
situ^s  sar  une  meme  caniqae,  circonscrite  au  triaoglc  donnö;  1« 
oenire  P  de  retle  coniqae  «era  le  point  de  coocours  des  droites 
t'onduite;»  par  le$  miüeus  A',  B",  C  des  cötös  du  triaogle,  pa- 
rallelemeal  aux  droites  Af,  BI",  t'P';  etc. 

Ctmme  le  f^öit  P"  de  cvorours  deä  trois  haut«urs  du  triangle  ABC 
yeui  euv  ^rae  o«  das»  lluefieuT  de  cn  trianglo,  ou  dans  l'une  des  trois 
mrW«^  a.  ,3.  ;.  U  s'eafwt  qw 

lU.  L<>  de«x  e^niqaes  semblables  et  scmblabloment  situ^es 
j^i!  [v*  ««trfs  :^BI  P  ei  (>  sont  1*  des  elHpses,  si  le  poiot  f 
.■>^  ^:i>t<^  daa^  Tiateriear  du  trianglo  ABC,  ou  daua  l'une  des 
-^.'■,>  r>.'f'>>«*  «.  J.  ■;:  f  des  hyperboles,  si  cc  poiut  P'  est  situ^ 
i.jii,s  [  taif  lies  irv-is  re;et<>iis  «'.  JC,  •{;  3*  des  paraboles,  si  ce 
t>i:.t'.  ^^<  (sfiKtueBi  distaat  du  triangle  AB('.  Bn  outre,  les 
^■j.i'.s  r'  <ffi  r"    »^ttt  des  i^ints  humologues  des  dcux  triaogles 

L^ut  ik-  o>s  dtf  t»  |anK4e  irä  le  point  P"  est  ä  l'infini ,  les  droites 
*,t',  ^■^",  k'k"  mnä  puaUeteSv  d"o«  il  suit  quo 

l\  >t  jT^F  U»  s^nnets  d'an  triangle  doiine  ABC  on  mene 
iitv  ^av-  iirvvst-/«.  »r^itraire  tn>i#  paralleles  AA",  BB",  CC" 
■v'OvuaSr»as  W*  iic*v«i*fa*  des  eites  opposes  en  A",  B",  C",  ces 
;/s>;:iVs.  tfi  Iv-*  «itwa\  -f.  K.  t"  des  memes  cötes  appartiendront 
>^4.v  jb  w^s-  »•.>«•}  f«ra^le.  El  rwiproquement,  si  par  los  milieox 
l.  -■'■'',  <. '  iv*v«i»»;*  iVa  triaa^le  donne  ABC  on  fait  passer  une 
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une  meme  droite  aßy;  enfin  P  etant  le  pole  de  cette  droite,  et 
etant  menees  les  droites  P^V,  PB^^\  PC^iy  coupant  respective- 
ment  la  droite  aßy  en  a',  ß',  f;  les  droites^^'V,  ßß"ß',  CC'Y, 
coupant  les  cotes  du  triangle  donne  en  -4",  ß",  C",  concourront 
toutes  trois  en  un  meme  point  P';  les  six  points  A%  B\  C\  Ä\ 
Bf\  C"  appartiendront  ä  une  seconde  conique;  la  droite  aßy  sera 
une  s^cante  commune  ä  cette  seconde  conique  et  ä  la  premiere; 
les  poles  P,  0  de  cette  droite  par  rapport  aux  deux  coniques 
et  les  deux  points  G  et  P'  appartiendront  a  une  meme  droite 
P(t OP',  sur  laquelle  ils  seront  harmoniquement  situes;  en  outre, 
si  par  Tun  quelconque  Z)  des  points  du  perimctre  de  la  conique, 
circonscrite  au  triangle  donne,  et  par  chaeun  des  points  a',  ß',  y' 
on  m^ne  des  droites,  leurs  points  d'intersection  avec  les  cotes 
correspondans  du  triangle  donne  appartiendront  tous  trois  ä  une 
meme  droite. 

Et  r^ciproquement, 

II.  Par  un  point  quelconque  G  du  plan  d'un  triangle  donne 
ABC  et  par  chaeun  de  ses  sommets  soient  menees  les  droites 
AGA*,  BGB'j  CGC,  coupant  respectivement  en  A\  B'y  C  los 
directions  des  cotes  opposes;  et  soient  enstiite  menees  les 
droites  P'C'a,  C-4'ß,  AB^^^  coupant  les  directions  de  ces  memes 
cotes  ena,  ß,  y,  points  qui  appartiendront  tous  trois  ä  une  meme 
droite  aß^;  si  par  un  autre  point  quelconque  P  on  mene  les 
droites  PAa\  PB^^\  PC'Y^  lesqucUcs  coupent  la  droite  aßif  cn 
*'?  ß'>  iy  lös  droites  Aa\  Z?ß',  6Y  concourront  en  un  memo  point 
P\  Or,  si  des  points  a',  ß',  7'  on  abaisse  des  obliques  sur  les  di- 
rections des  cotes  opposes  du  triangle  donne,  de  maniere  qu'ellcs 
se  coupent  en  un  meme  point  Dy  et  quc  lours  pieds  appartien- 
nentä  une  meme  droite,  le  Heu  de  ce  point  Z>  sera  une  certaine 
conique,  circonscrite  au  triangle  donne;  le  point  P  sera  le  pole 
de  la  droite  aß^  relativement  ä  cette  conique,  etc. 

Ou,  en  d'autres  termes: 

Si  par  un  point  quelconque  P'  du  plan  d'un  triangle  donne 
ABC  et  par  ses  sommets  on  mfene  des  droites  AP\  BP\  CP\ 
et  qu'ensuite  on  mene  arbitrairement  une  droite  a'ßY^  cou- 
pant respectivement  cölles-la  en  a',  ß',  7',  il  aura  alors  une  in- 
finit^ de  points  Z>,  tels  que  les  droites  Da',  Z)ß',  Z>y  coupent  les 
cot^s  correspandans  du  triangle  donne  en  trois  points,  apparte- 
nanta  une  meme  droite,  et  le  Heu  de  ces  points  D  sera  une  cer- 
taine conique  circonscrite  au  triangle  donn^  etc. 

in.  Les  deux  points  P,  P'  (1)  sont  des  points  homologues 
par  rapport  aux  triangles  ABCy  A*B*C';  quand  Tun  d'eux  tombc 


206  Th^remes  relatib  am  sections  coDJques. 

»ur  1&  droite  aß*r,  l'autrc  coi'ncide  avec  lui,  et  alors  1a  eooiqne 
qui  passo  par  las  six  points  J^,  J^,  C,  Ä",  D",  G"  touche  cette 
droite  aß^  en  ce  point  P  ou  P'. 

Et  röciproquement, 

ei  UDß  conique  passe  par  trois  potnte  donnes  A',  ff,  C  et 
touche  une  droite  donnee  aßt  od  an  certain  point  Q,  eile  con- 
perales  directions  des  cötös  du  triaugle  ^£6^  determine  par  les 
droitßs  A'a,  £'ß,  C'f,  en  trois  points  A",  ff',  C",  lesquela  seront 
situes  But  les  droites  AQ,  BQ,  CQ,  et  vice  versa,  etc. 

C'est  lä  une  propriete  commune  ä  tontes  les  coniques  qni  passent  par 
les  trois  memos  points  donnes  A',  ff,  C  et  tonchent  la  meme  droite  aß^. 
17. 

Les  pr^^dens  theorimes  ont  leurs  polaires  rcciproques;  tel  est, 
par  ßxemple,  le  suivaat: 

Soit  men^e  uoe  droite  quelconque,  coupant  les  cötes  d'nn 
triangle  donnö  ABC  en  cc,  ß,  7;  et  par  un  points  quelconque  D 
du  plan  de  cc  triangle  soient  mcn^es  les  droites  Da,  i>ß,  D-{, 
alors  OD  peut  abaisser  des  sommots  du  triangle  donne  snr  les 
droites  respectivement  oppos^es  des  obliques  Aa',  B^',  €•{, 
telles  qu'elles  se  coupcnt  en  un  memo  point  S,  et  que  leurs  pieds 
a',  ß',  Y'r  appartiennent  ä  une  memo  droite;  cette  droite  envelop- 
pera  une  certaine  conique  inscrito  dans  le  triangle  donnä;  etc. 
18. 

Soit  circonscrite  une  coniquo  quelconque  ä  an  triangle  dounä  ABC 
(Gg.  7).  Par  les  sommets  de  ce  triangle  et  par  un  point  quelconq^oe  P 
de  son  plan  soient  monees  les  droites  AffÄ'tt.,  BP'ff'^,  CP'C"-(,  cou- 
pant respectivement  les  diroctions  des  cötes  oppoaes  du  triangle  en  A"y 
ff',  C"  et  la  courbe  en  a,  ß,  -j.  Si  par  un  point  quelconque  D  du 
p4rimotre  de  cette  coniqno  on  mfene  les  droites  Da,  i)ß,  Di,  coupaot 
I  cök'a   oppQsöa   du  Iriaiivfln  iIihith'  on  a'.   fi'.  -f',   cc^  trois  iwinta  sotohI 


Tbeor^mos  relatifs  aux  sections  coniques.  207 

Soit  men^e  la  droite  DE^  parallele  a  yP';  el)e  sera  perpendieulaire  ä  la 
tangente  ÄB;Qi^  en  sapposant  qu'elle  coupe  a'ß'-jf'  quE  Qi  AB  ea  F^  on  aura 

DF=FE,    car    yC"  =  C"P'; 
d^ou  il  suit  que  le  point  E  est  situe  sur  la  directrice  de  la  parabole,  et 
que  par  consequent  la  droite  a^ß'^'  est  elle-meme  cette  directrice;  donc: 

Les  directrices  de  toutes  les  paraboles  inscrites  dans  un 
meme  triangle  donne  ABC  se  coupent  toutes  en  un  meme  point 
P\  intersectioD  des  trois  hauteurs  de  ce  triangle;  et 

Les  intersections  des  trois  hauteurs  de  tous  les  triangles 
circonscrits  a  une  meme  parabole  sont  toutes  situees  sur  la  di- 
rectrice de  cette  courbe*). 

En  remarquant  que  quatre  droites  donnees  sur  un  plan  peuvent  etre 
touchees  par  une  meme  parabole,  on  conclura  de  la  la  demonstration  du 
theor^me  suivant: 

Dans  les  quatre  triangles  que  forment  ^rois  ä  trois  quatre 
droites  tracees  sur  un  meme  plan  les  points  de  concours  de  trois 
hauteurs  appartiennent  tous  quatre  ä  une  meme  droite**). 

20. 

En  observant  que  les  pieds  F,  ...  des  perpendiculaires  abaissees  du 
foyer  D  sur  les  directions  des  cotes  du  triangle  ABC  appartiennent  ä  une 
meme  droite,  parallMe  k  la  directrice  a'ß'7';  cette  circonstance  foumit  un 
moyen  tr^simple  de  resoudre  par  projection  le  probleme  suivant: 

Une  conique  quelconque  etant  circonscrite  k  un  triangle 
donnö  ABC,  si  d'un  point  quelconque  D  du  p^rimetre  de  la 
courbe  on  abaisse  sur  les  cot^s  du  triangle  des  obliques  re- 
spectivement  paralleles  aux  diametres  qui  passent  par  les  mi- 
lieux  de  ces  cotes,  leurs  pieds  Fj...  appartiendront  ä  une  meme 
droite.  Gel^posä,  quelle  doit  etre  la  Situation  du  point  2)  sur  la 
courbe,  pour  que  cette  droite  soit  parallMe  k  une  droite  donn^e? 

Si,  ei;!  effet,  on  mene  les  droites  Aa,  J3ß,  Cf  respectivement  paral- 
IMes  aux  diam&tres  dont  il  s'agit,  et  qu^enspite  par  le  point  de  concours 
J''  d^  ces  trois  droites  on  m^ne  la  droite  a'ßY»  p&rallele  k  la  droite 
donnee,  les  droites  aa',  ßß'^  77'  se  couperont  au  point  chercho  D. 

21. 
De  ce  qui  precMe  il  suit  ei\core^  cozmi^p  cas  parUfiuUer,  que 
Les  centres  de  tous  les  triangles  equilateraux,  circonscrits  a 
une  meme  parabole,  sont  situ^s  sur  la  directrice  de  cette  para- 
bole, et 


*)  G'est  le  th^r^e  5,  propos^  k  demontrer  k  la  pag.  134. 
^)  C'est  le  th^r^me  8  ä  la  pag.  128. 
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Les  directrices  do  toutos  les  paraboics,  inacrites  dans  an 
meme  trianglo  öquilatöral  donnc,  passenttoutes  par  le  centre  de 
cc  trianglo. 

De  lä  on  conclura  (5  et  11)  par  la  projection  parallele  qne 

Vn  trianglo  quelconque  ABC  etaot  circonscrit  ä  une  part- 
bole  doDD^e,  et  Q  etant  le  point  de  concours  des  droites  qni 
joignent  ses  sommets  aux  points  do  contact  des  cotös  respee- 
tivcment  opposes;  si  l'on  imagioe  tous  les  triangles,  ponr  les- 
quels  ce  point  Q  est  le  meme,  les  centree  de  gravitö  de  toaa  ces 
trianglcs  appartiendroDt  k  une  memo  droite,  polaire  dn  point 
Q;  lea  plus  petites  ollipses  circonscrites  ä  ces  mcmes  triangles 
seront  semblables  et  semblablement  aituöes,  et  so  coaperont 
toutes  en  ce  memo  point  Q. 

Et  reciproquement, 

Ächaqueparabole,  inscrito  dans  un  meme  tri  angle  donne  ABC, 
corrospond  un  point  Q  de  concours  des  droites,  menees  des  som- 
mets aux  points  de  contact  dos  cötcs  opposes;  et  les  polaires  de 
tous  les  points  Q,  relatives  aux  paraboles  correspondantes  se  cou- 
pent  toutos  OD  UQ  memo  point  6,  centro  de  gravitö  de  ce  triangle. 

22. 

Si  par  les  points  A",  B",  C",  milieux  respectifs  des  droites  /**«, 
P'ß,  P'tt  (fig.  7),  on  mfcno  des  droitos  respectivemcnt  psfallöles  k  Da, 
Z)ß,  Df,  elles  passorout  par  les  milieux  rospectifa  des  droites  P'a',  P'ß', 
Py,  et  conceurrODt  on  un  möme  point  jy,  sitnö  sur  la  conique  qui  passe- 
rait  par  les  six  points  A',  B',  C,  A",  B",  C"  (6);  de  sorto  que  lea  troia 
points  D,  />',  P'  seront  on  ligne  droite.  De  la  resolte  ce  thöoreme,  da 
a  M.  Lami: 

Quatro  points  A,  B,.C,  P',  donnes  sur  un  möme  plan,  deter- 
minent  trois   systomes  de  deux  droites  AP'  et  BC,   BP'  et  CA, 
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point  i),  et  est  pcrpcDdiculairc  ä  )a  droite  P'D;  cette  polaire  cnveloppera 
doDG  une  certaine  conique  dont  P'  »era  )e  foycr,  et  dont  Taxe  principal 
comcidera  (5)  avec  le  diametre  PP*  du  corcle  circonscrit  au  triangle.  Donc: 

Les  polairoH  du  point  de  concours  P'  des  trois  hauteurs 
d'un  triangle  donne  ABC,  relatives  ä  toutes  les  paraboles  in- 
scrites  a  ce  triangle,  eoveloppent  une  certaine  conique  dont  le 
point  P'  est  le  foyer,  dont  Taxe  principal  passe  par  le  centre 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  donne,  et  qui  est  inscrite  dans 
le  triangle  forme  par  les  paralleles,  menees  aux  cötes  du  triangle 
denne  par  les  sommets  de  ce  triangle. 

Ou  plus  generalement  par  les  projections: 

Les  polaires  d'un  point  quelconquc  P'  du  plan  d'un  triangle 
donne  ABC,  relatives  a  toutes  les  paraboles  inscrites  dans  ce 
triangle,  enveloppent  une  conique  inscrite  dans  le  triangle,  forme 
par  des  paralleles  aux  trois  cötes  du  triangle  donne,  conduites 
par  les  sommets  de  ce  triangle. 

24. 
II  resulte  encore  de  la  par  la  projcction  centrale  (12): 
Les   polaires   d'un  point  quelconque  du  plan   d'un    quadri- 
latere  complet,  relatives   ä  toutes  les  coniques  inscrites  dans 
ce   quadrilatere,    enveloppent  une   nouvelle    conique,    touchaut 
les  trois  diagonales  du  meme  quadrilatere. 

25. 

Lorsque  le  point  P'  passe  a  Tinfini,  ses  polaires  deviennent  des  dia- 
metres  dont  les  conjugu6s,  concourant  en  ce  point  P'^  sont  alors  parallMes, 
et,  comme  les  premiers  sont  tangens  ä  une  certaine  conique  (24),  ils  se- 
ront  parallMes  deux  a  deux;  d'oü  Ton  conclut  que 

Entre  les  coniques  inscrites  dans  un  meme  quadrilatere 
donne  on  n'en  saurait  trouver  trois  ayant  un  Systeme  de  dia- 
mitres  conjugues  paralleles;  mais  si  Ton  trace  arbitrairement 
pour  l'une  de  ces  coniques  un  Systeme  de  diametres  conjugues, 
11  existera  une  autre  conique  inscrite  dont  deux  diametres  con- 
jugues seront  paralleles  a  ceux-lä.    Donc: 

Si  Ton  propose  d'inscrire  ä  un  quadrilatere  une  conique 
dont  deux  diametres  conjugues  soient  paralleles  a  deux  droitcs 
donnees,  le  probleme  n'aura  que  deux  Solutions  au  plus. 

26. 
On   sait  quo  les  centres  de  toutes  les  coniques  6^  6",  C\  . . .,   in- 
scrites dans  un  meme  quadrilatere  complet  donne,  sont  situes  sur  la  droite 
Z>  qui  Joint  les  milieux  de  ses   trois  diagonales.    Les  conjugues  A,  A\ 
^",  . . .  de  ce  diametre  commun  D  touchent  une  certaine  conique  S  (25), 

8teln«r*t  Werk«.    I.  14 
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d'oii  il  soit  qu'en  gön^ral  ontre  leB  diambtres  A,  ^',  A",  . . .  il  doit  y  cd 
avoir  deux  paralleles  k  uoe  droit«  arbitraire  L.  Kt  r^ctproqaement,  entn 
les  conjuguÖB  des  diametreB,  paralleles  k  une  droit«  donnee  L,  il  s'en  tronve 
generalement  deux  qui  coincident  avec  la  droite  D;  d'oö  l'oD  coDclut  qae 
cette  droite  touche  la  conique  S.    Donc: 

Bans  les  coniques,  inscrites  dans  uq  memo  qaadrilatere. 
doune,  les  conjugu^s  des  diam&tres,  paralleles  ä  ane  meme 
droite  enveloppent  une  meme  conique,  et  toutes  let  coniques  erwe- 
lopf4ea  qui  HsuUent  da  dwerses  direction»  de  cette  droite,  scmt  inacritet  dam 
le  guadrilatire  camptet,  /orm4  par  le  Heu  des  cenires  des  conique»  de  la 
premikTe  s4ne  et  par  les  trois  diagonales  du  quadrüatire  compUt  donni. 

27. 

Les  diam^tres  parallMea  se  coupent  en  un  memo  polnt  ä  l'infini,  et 
loraqa'oD  varie  leur  direction  commune,  tona  les  points  de  concoors  appai^ 
tiennent  &  une  meme  droite  egalement  ä  l'infini.  Les  pöles  de  cette  droite 
parrapport  aux  memes  coniques  en  sont  les  centres,  situes  sor  la  droite 
qoi  Joint  les  milieux  des  trois  diagonales  du  quadrilatcre  complet  donn^ 
De  lä,  par  les  projections  centrales,  on  concluia  les  theor^mes  suivans: 

1°.  Les  poles  d'une  droite  qaelconqoe,  relatifs  i  toutes  les 
coniques  inscrites  dans  un  meme  qaadrilatere  complet  donne, 
sont  situes  sur  une  meme  droite;  2".  los  polaires  de  l'an  qnelcon- 
que  des  points  de  cette  droite  envetoppent  une  certaine  conique, 
et  ttnUes  les  coniques  eneehpp^  qu'on  obttefU,  en  variant  la  Situation  de 
ce  point  aar  cette  droite,  sont  irucrües  dans  le  quadrüatk^e  dcnt  les  cötA 
seront  cette  meme  droite  et  les  trois  diagonales  du  quadräat^e  complet  donni; 
3^  si  la  polaire  tonrne  sur  Tun  des  points  de  sa  directioD,  la 
droite  des  pöles  enveloppera  une  nouvelle  conique,  etc. 


Ces  divers  th^orfemes  ont  leurs  polaires  reciproques;  tets  est,  par 


Recherche  des  relations  entre  les  rayons  des 

cercles  qui  touchent  trois  droites  donnees  sur 

un  plan  et  entre  les  rayons  des  spheres  qui 

touchent  quatre  plans  donnes  dans  l'espace. 


Qergonne,  Annales  de  Math^matiques,  tome  XIX,  p.  85— 9G. 
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Recherche  des  relations  entre  les  rayons  des 

cercles  qiii  touchent  trois  droites  donnees  sur 

un  plan  et  entre  les  rayons  des  spheres  qui 

touchent  quatre  plans  donnes  dans  l'espace. 

• 

1.  Soiont  ay  by  c  les  trois  cotes  d'un  triangle;  ces  cotes,  consideres 
comine  des  droites  indefinies,  diviscnt  le  plan  du  triangle  en  sept  regions 
dont  une  seule  finie  qui  est  le  triangle  lui-meme.  Trois  des  six  autres 
sont  terminees  chacune  par  un  cote  du  triangle  et  les  prolongemens  des 
deux  autres  au-delä  des  extremites  de  celui  lä.  Quant  aux  trois  dernieres 
ce  sont  des  angles  respectivement  opposes  ä  ceux  du  triangle. 

Comme  trois  conditions  sont  necessaires  pour  detenniner  un  cercle, 
cc  n'est  que  dans  les  quatre  premieres  regions  que  Ton  peut  se  proposer 
d^inscrire  des  cercles.  L'un  de  ces  cercles  sera  interieur  au  triangle ;  c'est 
proprement  le  cercle  inscrit  dont  nous  designerons  le  rayon  par  r;  les  trois 
autxes  seront  ce  que  M.  Lhuilier  a  appele  les  cercles  ex-inscrits,  nous 
designerons  respectivement  leurs  rayons  par  a,  ß,  y,  suivant  les  cotes  du 
triangle,  sur  lesquels  il  s'appuyeront.  On  demontre  aisement  que  ces  quatre 
cercles  sont  touches  ä  la  fois  par  celui  que  Ton  fait  passer  par  les  milieux 
des  cotes  du  triangle. 

Soit  T  Faire  du  triangle;  en  considerant  les  triangles  qui  ayant  pour 
bases  les  trois  cotes  a,  b,  c  du  triangle  donne  et  pour  sommets  les  centres 
des  quatre  cercles,  on  a 

2T  =  r(a-h*-l-c), 

2T  =  a(b+c-al 
^^  ^2r=  ßCc-l-a— 6), 

2  T  =  Y(a-|-6— c). 
En  prenant  la  sonune  des  produits  respectifs  de  ces  equations  par  — aßY? 
-f-ß^^^  -HT^^,  -f-aßr,  il  vient,  en  divisant  par  2T, 

aßY  =  /-(ßY+Ya+aß), 
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ou  bicD 

c'c»t-ä-diro,   l'inverse  dti  rayon  du  cerclo  inscrit  k  an  triangle  cat 

ßgal   ä  la  »ommo  doa   inverses   dos  rayons  dos  trois  cercles  ex- 

iiiscrtts  au  memo  trianglo*).  ^ 

Ou,  OD'  d'autrcs  termos,  lo  parallolipipödo  roctanglo,  construit 

'  aar  los  rayous  des  trois  corctos  cx-inscrits,   est  cquivalent  k  la 

sommc  dos  trois  parallölipipcdcs  roctanglos,  construits  sur  ses 

momos  rayons,  pris  doux  ä  doux,  et  sur  lo  rayon  du  corcle  iascrit 

Au   moycD   do  la  rclatlon  (2)  le  rayon  do  chacun  des  quatro  corcles 

so  trouve  döterminö  par  les  rayons  dos  trois  autros. 

Si  lo  trianglo  est  equilateral,  ou  a 

a  =  p  =  f  =  3)-  =  A, 
/(  litant  la  hautour  du  trianglo. 
11.     Ed  obsorvwit  quo 

16T'  =  (a-hb-hcXf>+>--aX<--+a~b)(a-h(>^c), 
le  produit  des  equations  (1)  donnc,  cn  rcduisant 

(3)  T-  =  af,.-, 

d'oii 

T  =  ]ßfii-. 
o'est-ä-dire ,   l'aire   d'uu   triangle   ost  egal   <ä  la  racino   carrcc  du 
produit  des  rayons  dos  quatrc  ccrclos  qui  touchcnt  ä  la  Tois  ses 
trois  cütes.     Thooröme,    publiö   pour  la  prcniiöro   fois   par  Maliieu,   et 
))Ostcriouromout  par  M.  lAuüier.    (Annalos,  tom.  I,  pag.  150)**). 
l'our  lo  trianglo  spherique  on  aurait 
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Des  equations  (1)  on  tire  (3) 


e=Jt::^r=(i-.-)i/3:; 


doü     . 

(6) 
et  par  suite  (3) 

(7) 


g«  •  _     6ß     _     gY      _  T^ 
a — r  ß — r  y — ^  ^   ' 

«6.  =   («->-)(P-Az:^  r. 


*.3 


Soit  iJ  le  rayoD  du  corcle  circonscrit;  on  »ait  que 

P  ahc 

Ji  =  42'-; 

donc  (7) 

•  (8)  R=    («-OCß-^XT-O  . 

•  En  eliminant  r  de  cetto  valeur  aa  moyen  de  la  rolation  (2)  on  trouvera 
/ON  »  _     (ß+T)(T+«)(«+P)   .>> 

*)  D'apr^s  les  equations  (5)  on  peut  ecrire 

,....(_L_X)(_L_|)(J_-J-), 

ou  bien,  en  developpant  et  ordonnant, 

Au  moyen  de  la  relation  (2)  les  deux  premiers  termes  de  ce  d^veloppement  dispa- 
raissent,  et  Ton  a  simplement 

(7»3  2^2  T'^  T^  \ 

OU  bien  (3) 

ahc  =   rCa  +  ß  +  T-O, 
d*ou  enfin 

c*est-ä-dire ,  le  rayon  du  cercle  circonscrit  ä  un  triangio  est  le  quart  de 
Texces  de  la  somme  des  rayons  des  trois  cercles  ex-inscrits  ä  ce  triangle 
sur  le  rayon  du  cercle  inscrit.    Cet  elegant  theoremo  appartient  k  M.  Bobillier. 

J,  D,  Ger^onne^ 
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ifl  =  ^^'^^^z 


(10) 


yi  (lü  la  memc  valciir  on   olimiDC   succeäsivemeut  a,  ß,  y   au  moyeü   de 
la  mümc  rclatioD,  od  trouveca 

iCPr-P-— T-)    ■ 
ih"— T— «'■) 
\  4(.f-<..— PO 

IIT.  Si  lo  trianglo  est  siipposc  roct^ngle,  cn  düsignaut  par  c  l'hypoteause, 
on  aura 

•2T  =  ab, 
au  moyan  de  (]uoi  lo»  cquatioiis  (1)  doviendrotit 


(11) 


li;  = 


_  ab 

c+a—h  ' 
oi 

ab 

a+b+c  ■ 

Ell  divkant  chacutio  de»  troig  prcnüenut  par  la  deniicra,  il  vieodra,  en . 
chassaut  Icti  denominatcurs, 

,(a+b+c)  =  ,(b+e~a)  =  |i(6-l-a- J)  =  ,(a+J-n), 
d'oii  Oll  tirera  aisümunt 

K'-')  ^  »(P— ■)  _  '■(»+?) . 
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donc 

ab 

equation  qui,  comparee  ä  requation  (3),  douiie 

(13)  oL^  =  ^r=T; 

c'est-a-dire,  dans  tout  trianglo  rcctangle  le  rectangle  des  rayons 
des  cercles  ex-iiiscrits  qui  repondent  aux  deux  cotes  de  Tanglc 
droit  est  equivaleut  au  rectangle  des  rayons  du  cercle  inscrit 
et  du  cercle  ex-inscrit  qui  repond  ä  rhypotonusc,  et  Tun  et 
Tautrc  sout  cquivalens  ä  Taire  du  triangle. 

•  IV.  Soient  a,  i,  6*,  d  les  quatre  faces  d'un  tetraedre  dans  leur  ordre 
de  grandeur,  de  la  plus  grandc  a  la  plus  pctitc;  cos  faces,  considerces 
comme  des  plans  indefinis,  diviseront  Tespace  en  quinze  regious  dont 
unc  scule  finie  qui  sera  Ic  tetraedre  lui-memc.  Quatre  des  quatorze 
restantes  seront  termiuees  chacune  par  une  des  faces  du  tetraedre  et  par 
les  prolongemens  des  plans  des  trois  autres  au  delä  de  celle-lä.  II  y  en 
aura  six  dont  chacune  sera  terminee  par  les  prolongemens  des  plans  des 
quatre  faces  au-dela  d^une  memo  arete.  Eniin,  les  quatre  demieres  seront 
des  angles  triedres,  opposes  ä  ceux  du  tetraedre. 

Comme  quatre  conditions  sont  nccessaires  pour  determiner  une  sphere, 
06  n^est  quo  dans  les  onzo  premieros  regions  qu'on  peut  se  proposer  d'in- 
scrire  des  spheres.  Mais  il  est  aise  de  voir  qu'il  ne  saurait  y  en  exister  ä 
la  fois  dans  les  six  regions  sur  les  aretes,  opposees  deux  ä  deux,  et  que 
Texistencc  d'une  sphere,  dans  Tune  d^elles,  entraine  Fimpossibilite  d^en 
inscriro  une  dans  la  region  qui  lui  est  opposee.  II  ne  saurait  donc  y 
avoir  plus  de  huit  spheres,  une  inscrite  et  sept  ex-inscrites  qui  touchent 
a  la  fois  les  quatre  faces  d'un  tetraedre,  considerces  comme  des  plans  in- 
dciinis;  et  cos  demieres  se  divisent  en  deux  classes,  savoir:  quatre  spheres 
ex-inscrites  aux  faces,  et  les  trois  autres  ex-inscrites  aux  aretes. 

Soit  r  le  rayon  de  la  sphere  inscrite;  soient  a,  ß,  y,  S  les  rayons  des 
quatre  spheres  respectivoment  ex-inscrites  sur  les  faces  a^  by  Cy  d;  soient 
a',  ß',  y'  les  rayons  des  spheres  ex-inscrites  respectivoment  sur  les  aretes 
ad  ou  bcy  bd  on  ca^  cd  oxi  ab;  soit  enfin  T  le  volume  du  tetraedre. 

En  considerant  les  tetraedres,  ayant  leur  sommet  commun  aux  ccntres 
de  ces  differentes  spheres  et  pour  bases  les  faces  du  tetraedre  T,  on  trou- 
vera  aisement 

(1)  ST  =  r  (a-f.6-f-(?-|-rf), 

(2)  3T  =  a  (6-f-c-l-d— a), 

(3)  '    3T=  p(c-hd+a— i), 

(4)  3T=  Y(rf+a+6-4 
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(5)  37=       6C«  +  *+ö-<f), 

(6)  3T  =  ±a'(6  +  c  — a— rf), 
•(7)  37'==ztß'(c+«-Ä-d), 

(R)  3r=  ±-r'(«  +  Ä-c-d); 

I(?»  signoä  des  aecond»  membrcs  des  truis  dornicres  cquations  devant  etn 
pris  do  manicro  quo  ce»  sGcondH  mcmbrea  soient  positifs. 
.  Dos  cquations  (2),  (3),  (4),  (5)  on  Uro  aiscment 


(9) 


En  subxtituaut  ces  valcurs  dfms  requation  (1),  il  viendra 

<""  ?  =  T+l  +  T+T- 

c'oNt-ä-diro,  la  somtno  dos  invorsus  des  rayons  des  spheres  ex-in- 
soritoK  sur  les  face»  d'un  tötraodro  est  double  do  l'iDverse  du 
rayoii  do  la  Hphöro  qui  lui  est  inscrito. 

\a\8  mi-inctt  valours  (9),  subsUtuec»  dans  les  equations  (6),  (7),  (8), 
doniiout 


¥(|-h4- 

-4). 

'^{{^i-i- 

-!)• 

-9' 

-4-lir+T"^y 

-:-)• 
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En  ajoutant  tour  a  tour  chacunc  des  equations  (11)  ä  l'cquations  (10), 
et  en  les  en  retranchant,  on  aura 


(12) 


(13) 


'  +  !- 

a         0 

-     1+1 

r         OL 

1          1 

ß     '     8    " 

-A-f-  l 

r         ß'  ' 

1         1 

T         6    - 

--1  +  A. 

1          1 

1      1 

r  ^  a'  ' 

1          1 

1          1 

r     '     ß'  ' 

11 

aß" 

1          1 

c'est-ä-dire ,  la  sommc  des  invcrses  des  rayons  de«  spheres  ex- 
inscrites  sur  deux  facos  d'un  tetraedro,  est  egal  ä  la  sommc 
ou  ä  la  diffcrence  des  iuverscs  dos  rayons  de  la  sphere  inscrite 
et  de  la  sphere  ex-inscrito  sur  rarcto  de  cos  deux  faces  ou  sur 
son  opposce. 

Si  le  tetraedre  est  regulier,  on  a 

d'oü  resulto  ce  theorcme: 

Si  dans  un  angle  triedre  regulier  dont  los  trois  angles  plans 
sont  les  deux  tiers  d'un  angle  droit  ou  inscrit  uue  suite  de 
sphores,  de  maniere  quo  chacunc  d'elles  touche  celle  qui  la 
preccdo  immediatement,  les  rayons  de  cos  spheres  formcront 
unc  Progression  goometrique  dont  la  raison  sera  deux. 


Theoremes  ä  demontrer  et  problemes  ä  resoudre. 


Gergonne,  Annales  de  Math^matiques, 
tome  XVni,  p.  302—304,  339—340,  378—380  et  tome  XIX,  p.  36,  96,  128. 


Theoremes  ä  demontrer  et  problemes  ä  resoudre. 


Thöorömes  sur  le  quadrilatöre  complet 

Quatre  droites  A^  J5,  C,  D  se  coupant  deux  ä  deux  en  six  points, 
et  se  trouvant  conscquemment  comprises  dans  un  mcme  plan. 

1".  Ces  quatre  droites,  priscs  trois  ä  trois",  forment  quatre  triangles, 
tels  que  les  cercles  circonscrits  passent  tous  quatre  par  un  meme  point  P. 

2".  Les  centres  a,  ß,  7,  8  de  ces  quatre  cercles  se  trouvent  avec  le 
point  P  sur  la  circonförence  d'un  cinquieme  cercle. 

3^  Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissees,  du  point  P  sur  les  di- 
rections  de  A,  By  Cy  D,  appartiennent  tous  quatre  ä  une  meme  droite  Ry 
et  cette  proprietö  appartient  exclusivement  au  point  P. 

4^  Les  points  de  concours  des  perpendiculaires  abaissees,  des  sommets 
sur  les  directions  des  cotes  opposes  dans  les  quatre  triangles  (1^.),  appar- 
tiennent ä  une  meme  droite  R. 

b\  Les  droites  R  et  R'  sont  paralleles,  et  la  droite  R  passe  par  le 
milieu  de  la  perpendiculaire,  abaiss^e  du  point  P  sur  R\ 

&\  Les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatere  complet,  forme  par  les 
quatre  droites  Ay  By  Vy  Dy  appartiennent  tous  trois  ä  une  meme  droite 
R'  (Newton). 

V.   La   droite  /2"   est   perpendiculaire   commune   aux  deux   droites 

Ry      R  • 

8*.  Pour  chacun  des  quatre  triangles  (V.)  il  y  a  un  cercle  inscrit 
et  trois  cercles  ex-inscrits,  ce  qui  fait  en  tout  seize  cercles,  dont  les 
centres  sont  quatre  k  quatre  sur  une  circonference,  de  mani^re  ä  donner 
naissance  k  huit  nouveaux  cercles. 

9^  Ces  huit  nouveaux  cercles  se  partagent  en  deux  groupes  tels  que 
chacun  des  quatre  cercles  de  Tun  de  ces  groupes  coupe  orthogonalement 
toas   les  cercles   de   Tautre   groupe;   on  cn   conclut  que   le«  centres   des 


;*  '%r-0'.pi->  it  prolili'ilics. 

...  -      -    .i-ua    j>fttp«ir-  -.Hji   ?ur  ilciis  ilroik's  perpendiculaires  l'uDe  i 

tiuu     —    wuj   •ii'niim's  diiiik.-:  so  C"U|K'rit  au  |>omt  P,  m«i- 

AiKTW  thi3or6ines  de  g6om6trie. 

'^  .u  in.-rit  trois  corcIcH  A,  Ji,  C,  do  maiiÜTo  (|ue  cha«iin  d'eas 
IM-*  lu  n^  Liiies  d'un  triangio  ot  Igs  prolongomcnM  des  doux  autre«, 
>  -«  -M  jvcnc  ^ttsuitc  troia  autrcs  ccrclos  Ä,  B',  6",  de  maniere  que 
itkkwt  i'  ;u.\  :<.>w.'bo  doux  des  trois  prcmicni  cxtöricurcmont  ot  le  troisieme 
«wfn^utruttiiK.  vvs  trois  domicrs  so  coupcront  on  un  mömo  point  P,  et 
«^  iTMito  {ui  j«.Hn<.ln>nt  co  point  /*  aux  contres  dc^  troia  premicrs  sorool 
vi>lM'\u«vtit<.>nt  |>er]>ondiciiIairo»  aux  trois  cÖtcH  du  triangic. 

i".  in  l'ou  dt-crit  quatro  spherca  A,  B,  C,  D,  de  manicre  quo  chacune 
i  .-tlw.  »Mk.'iht''  UDO  dos  faces  d'iui  tötraedrc  et  los  proIoDgemens  des  troL« 
«urvt^  ei  si  Ion  döcrit  eosuite  quatro  autros  Hphores  A',  ß",  6",  U,  de 
tt-uuiftf  q(K>  chavuno  d'cllos  toucfac  trois  des  quatrc  prcmicros  exttirieure- 
twt«  Ol  b  quatriöme  bitcriouromout,  cc»  quatrc  dcrnieres  se  couperoot  od 
w  cnvoit^  poiut  /'  et  Ics  droitos  qui  Joindront  ce  point  P  aux  ccntres  des 
.|tuiUv>  )>)viu)t>n>s  scront  rospoctivcmcnt  perpeudiculaircM  aux  quatre  face« 
Ju  k'lrawlri'. 


TlRV»r6nies  sur  rHesagrammum  raysticum. 

Six  |H.iiiitt:,   pria  arbitraircmetit  sur  lo  p<^rimetre  d'une  coDlque  quei- 
tMik|iit>,   sunt  los  soiutiiot^  de  aoixanto  hcxi^onett   insoiite  et  lee  point» 
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3^    Ces  vingt  points  p   appar-  3^    Ces   vingt   droites   d   con- 

tiennent,    quatre  ä  quatre,    ä  une  courent,  quatre  ä  quatre,  en  un  meme 

meme  droite  S,  de  sorte  qu'on  ob-  point  ©,  de  sorte  qu'on  obtient  ainsi 

tient  ainsi  cinq  droites  fi;  cinq  points  fs; 

4^    Ces  cinq  droites  8  concourent  4^    Ces   cinq   points  m  appar- 

en  an  meme  point  ro';  tiennent  ä  une  meme  droite  8'; 

5^.   Les   soixante   points  P  sont  les   poles   respectifs   des   soixante 
droites  D; 

6*.   Les  vingt  points  p  sont  les  poles  respectifs  des  vingt  droites  d; 
7^   Les  cinq  points  w  sont  les  poles  respectifs  des  cinq  droites  8; 
8^   Enfin,  le  point  m'  est  le  pole  de  la  droite  8'. 


Th6orömes  de  g6om6trie. 

I.  Soient  deux  cercles  Cy  Cy  non  concentriques,  donnes  sur  un  meme 
plan,  et  que,  pour  fixer  les  idees,  nous  supposons  d'abord  interieurs  Tun 
a  Faatre. 

Soient  trac^s  une  suite  de  cercles  Oj,  0,,  0,,  0^,  ...,  le  premier 
assujetti  seulement  ä  etre  inscrit  dans  Tespace  que  laissent  entre  eux  les 
deux  cercles  C,  c  et  chacun  des  autres  assujetti  non  seulement  ä  etre  in- 
scrit dans  cet  espace,  mais  encore  a  toucher  celui  qui  le  prec&de  imme- 
diatement  dans  la  serie. 

£n  poursuivant  la  construction  de  cette  serie  de  cercles,  ou  bien  eile 
86  prolongera  indefiniment,  en  donnant  sans  cesse  des  cercles  differens  de 
ceux  qui  auront  deja  ete  traces,  ou  bien  au  contraire,  apres  avoir  fait  n 
fois  le  tour  de  Tespace  compris  entre  les  deux  cercles  donnes  C,  c,  on 
parviendra  a  un  demier  cercle  0^  qui  se  trouvera  tangent  au  premier  0,, 
-de  sorte  que  la  serie  se  terminera  ä  ce  demier  cercle. 

On  propose  d^abord  de  demontrer  que  cette  circonstance  est  indepen- 
dante  de  la  Situation  du  premier  cercle  0,  de  la  serie,  et  qu'elle  ne  do- 
pend uniquement  que  des  grandeur  et  Situation  respectives  des  deux  cercles 
donnes  Cy  c;  c^est-ä-dire,  que  suivant  les  grandeur  et  Situation  de  ces  deux 
cercles,  la  s^rie  sera  finie  ou  illimitee,  quel  que  seit  le  cercle  0^. 

On  propose  en  outre  de  demontrer  que,  quand  la  serie  est  limit^e, 
cn  representant  respectivement  par  72,  r  les  rayons  des  deux  cercles  Cy 
Cy  et  par  d  la  distance  entre  leurs  centres,  on  doit  avoir  cette  equation 
remarquable 

(ij_r)>— 4rÄtang'— 7c  =  d\ 

8t«iDer'i  Werke.    I.  15 
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Si  les  deus  ccrcles  dounes  soat  faors  Tun  de  l'autre,  l'cqu&tion  sera 

CR+r)»+4rßtang'  — JT  =  d"). 

Lex  mcmes  chosea  ont  lieu  pour  de»  cercles  traces  anr  la  aurface  d'une 
sphere;  l'equation  est  alors 

co8CÄz|Z7-)±2siin*sinÄtang'  —  ir  ^  cosd. 

II.  Söient  dcux  spheres  S,  »,  non  concentriques,  que,  pour  fixer  lea 
idees,  nous  supposons  d'abord  intörieurcs  l'une  ä  l'autre;  et  soit  inacrite 
arbitrairement  une  troisieme  xphere  1  dans  Tintervalle  qui  les  scpare. 

Soit  enauite  diScrite  une  suite  de  spheros  0,,  0,,  0,,  0,,  ...  dont 
la  prcmiere  O,  soit  sintplemeDt  aättujettie  ä  toucber  ä  la  fois  les  troix 
spbere.s  S,  i,  'S,;  tandis  que  chacuDe  des  autres  sera  assujcttie  noD  seule- 
mont  a  toucber  ces  trois  memes  spbercs,  mäis  encore  a  toucber  celle  qui 
la  precede  immediatement  dana  la  serio. 

Ou  bien  la  serie  de  ce»  spheres  so  prolongera  iDdefiniment,  ou  bien, 
apres  n  revolutions  autour  de  la  sphere  s,  on  rencontrera  une  demiere 
sphere  0^,  toucbant  la  prcmiere  0,,  et  il  s'agirait  d'abord  de  prouver 
que  CCS  circonstancoa  ne  depeudent  aucunemont  ni  de  la  situatioa  arbri- 
traire  de  la  sphere  1,  ni  de  la  Situation  ^galement  arbitraire  de  la  premiere 
sphere  0,  de  la  serie;  mais  uniquemont  des  rayons  R,  r  des  deux  spheres 
donnees  S  et  s,  et  de  la  distance  d  entre  leurs  centres. 


*)  Voici  im  tbeoreme  beaucoup  plus  simple  qui  doit  egalement  etre  tni.  Soient 
deux  cercles  C,  e,  non  concentriquea,  traces  dana  un  müme  plan  et  que,  ponr  fixer  tes 
ideea,  noua  supposons  interieurs  Tun  ji  l'autre. 

Soient  J„  J,,  A„  J,,  ...  une  suite  de  cordes  de  C  tangentea  &  c,  la  premiere 
etant  arbitraire  et  cbacuue  des  suivantes  etant  assujettie  k  avoir  nne  eitremite  commune 
avec  Celle  qui  la  precede  immediatenieDt. 

Ou  bien  le  nombre  de  ces  cordeü  sera  illimite,   ou  bien,  apres  avoir  fait  h  fois  le 
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II  s'agirait  de  prouver,  en  outre,  qu'on  aura,  dans  le  deniier  cas, 


n 


(Äitr)'qpl6r8in'— 7c  =  d'; 


in 

\  signcs  inferieurs  repondant  au  cas  ou  les  spheres  donnees  Sj   s  sont 
tcricures  l'une  a  l'autre. 


Probleme  de  Situation. 

Le  nombre  des  faces  d'un  poly^dre  ctant  donne,  on  peut  demander, 
quelle  nature  peuvent  etre  ces  faces.    On  trouve  pour  les  cas  les  plus 
nples  les  resultats  que  voici: 


Corps 


i 

Nombre 

des  Faces. 

QC 

O 

1 

^ 

• 

• 

ti) 

2 

1 

1 

ti> 

a 

o 

•E 

'S 

S 

43 

JZ5 

H 

O' 

fh 

Tetraedre  |    j 

4 

4 

1 

.     • 

X  \SllMh%y\LlXSO 

2 

3 

i   1 

6 

l  2 

5 

1 

1  3 

4 

2 

Hexa^dres  <    4 

3 

2 

1 

1  ^ 

2 

4 

/   ^ 

2 

2 

2 

1    "^ 
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lello  est  la  Ipi  generale? 


Probleme  de  g6om6trie. 

Si  dans  un  angle  triedre  donne  quelconque  on  inscrit  une  suite  de 
»heres,  de  teile  sorte  que  chacune  d'elles  touche  celle  qui  la  precede 
imediatement,  quelle  loi  suivront  les  rayons  des  spheres  ainsi  inscrites? 


15' 
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Thöorömes  de  göomötrie. 


Soient  sor  un  meme  plan  six 
points  dont  trois  aar  une  droite  et 
trois  sur  une  antre.  Si  Ton  Joint, 
deux  ä  deux,  les  points  d'tine  aerie 
k  ceux  de  l'autre  serie  par  neuf 
droites,  ces  droites  ee  conperoQt, 
deux  ä  deux  cn  dix-huit  nouveatu 
points,  distribucs,  trois  ä  trois,  sur 
six  droites  qui  GOncourront  elles- 
mcmcs,  trois  ä  trois,  en  deux  nou- 
veaux  points. 


Soient  sur  an  meme  plan  gii 
droit«B  dont  trois  coucourant  en  on 
point  et  trois  en  un  autre.  Les 
droites  d'une  scrie  auroot  avec  Celles 
de  l'autre  serie  neuf  points  d'inter- 
section;  ces  points  d^termineront, 
deux  ä  deux,  dix-buit  Douvelles 
droites,  concourant,  trois  i.  trois,  en 
six  points  qui  seront  eux-mcmes, 
trois  ä  trois,  sur  deux  noavelles 
droites. 


Systematische  Entwickelung 

der  ♦ 

Abhängigkeit 

geometrischer  Gestalten 

von  einander, 

mit  Berücksichtigung  der  Arbeiten  alter  und  neuer  Geometer 

über  Porismen,  Projections-Methoden,  Geometrie  der  Lage, 

Transversalen,  Dualität  und  Reciprocität,  etc. 


.Ell  observant  c«  que  los  r^ultatf  particuliera 
,HTaient  do  commun  entris  eux,  on  est  suc^es- 
.sivemcnt  parvenu  k  des  risultats  fort  «tendus, 
,et  les  Sciences  mathimatiques  sont  k  la  fois 
.doYenues  plus  ginerales  et  plus  simples.* 

Laptactt  Le^oDS  k  l'Ecolo  normale. 


Erster    TheiL 


ffierzu  Taf.  XXVI— XXXVU  Fig.  1-57. 


g  (unvollendet  gebücUeDo)  Werk  ist  i.  J.  1832  (ku  Berlin  bei  Finckc)  erecbiencu 


Seiner  Excellenz 


dem 


Herrn  Geheimen  Staatsminister 


Freiherrn  von  Humboldt 


widmet  diese  Schrift 


als     ein     Zeichen 


seiner  innigsten 


Verehrung  und  Dankbarkeit 


der  Verfasser, 


Vorrede. 

Das  vorliegende  Werk  enthält  die  Endresultate  mehrjähriger  For- 
schungen nach  solchen  räumlichen  Fundamentaleigenschaften,  die  den  Keim 
aller  Sätze,  Porismen  und  Aufgaben  der  Geometrie,  womit  uns  die  ältere 
und  neuere  Zeit  so  freigebig  beschenkt  hat,  in  sich  enthalten.  Für  dieses 
Heer  von  auseinander  gerissenen  Eigenthümlichkeiten  musste  sich  ein  lei- 
tender Faden  und  eine  gemeinsame  Wurzel  au£Gnden  lassen,  von  wo  aus 
eine  umfassende  und  klare  Uebersicht  der  Sätze  gewonnen,  ein  freierer 
Blick  in  das  Besondere  eines  jeden  und  seiner  Stellung  zu  den  übrigen 
geworfen  werden  kann.  Wenn  Jemand  alle  bis  jetzt  bekannt  gewordenen 
Sätze  und  Aufgaben  nach  den  bisher  üblichen  Vorschriften  zu  beweisen 
und  zu  lösen  sich  vornehmen  wollte,  so  wäre  dazu  viel  Zeit  und  Mühe 
erforderlich,  und  am  Ende  hätte  man  doch  nur  eine  Sammlung  von  aus- 
einander liegenden,  wenn  auch  sehr  scharfsinnigen,  Kunststücken,  aber  kein 
organisch  zusammenhängendes  Ganze  zu  Stande  gebracht.  Gegenwärtige  j 
Schrift  hat  es  versucht,  den  Organismus  aufzudecken,  durch  welchen  die  j 
verschiedenartigsten  Erscheinungen  in  der  Raumwelt  mit  einander  ver- 
bunden sind.  Es  giebt  eine  geringe  Zahl  von  ganz  einfachen  Funda- 
mentalbeziehungen, worin  sich  der  Schematismus  ausspricht,  nach  welchem 
sich  die  übrige  Masse  von, Sätzen  folgerecht  und  ohne  alle  Schwierigkeit  |- 
entwickelt.  Durch  ''gehörige  Aneignung  der  wenigen  Grundbeziehungen 
macht  man  sich  zum  Hern)  des  ganzen  Gegenstandes;  es  tritt  Ordnung 
in  das  Chaos  ein,  und  man  sieht,  wie  alle  Theile  natürgemäss  in  einander 
irreifen,/  in^  schönster  Ordnung  sich  in  Reihen  stellen,  und  ver^^andte  zu 
wohlbegrenzten  Gruppen  sich  vereinigen.  Man  gelangt  auf  diese  Weise 
gleichsam  in  den  Besitz  der  Elemente,  von  welchen  die  Natur  ausgeht, 
onf  mit  möglichster  Sparsamkeit  und  auf  die  einfachste  Weise  den  Figuren 
unzählig  viele  Ei^iischaften  verleihen  zu  können.  Hierbei  macht  weder 
die  synthetische  noch  die  analytische  Methode  den  Kern  der  Sache  aus, 
der  darin  besteht,   dass  die  Abhängigkeit  der  Gestalten  von  einander  und 
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die  Art  und  Weise  aufgedeckt  wird,  wie  ihre  Eigeoschaften  von  den  m- 
fächeren  Figuren  zu  den  zusanuuengese toteren  sich  fortpflanzon.  Dieev 
Zuijammenhang  und  Uebei^ng  iät  die  eigentliche  Quelle  aller  nbrigcn 
vercinzelton  Aussagca  der  Geometrie,  Eigenschaften  der  Figuren  (wie  t  B. 
die  conjugirtcD  DurchmeHter  der  Kegelschnitte,  sechs  Punct«  oder  Strahltoi, 
welche  Involution  bilden,  das  mystische  Sechseck  und  Sechsseit,  n.  8.  w.), 
von  deren  Vorhaudensein  mau  sich  sonst  durch  künstliche  Beweise  über- 
zeugen musste,  und  die,  wenn  sie  gefunden  wareo,  als  etwas  Wuuderban^ 
dastanden,  zeigen  sich  nun  als  nothwcndige  Folgen  der  unscUÖühbantä 
Eigenschaften  der  aufgefundenen  Gnmdelemcnto,  und  jene  sind  a  ptioä 
durch  diese  gesetzt. 

Wenn  nun  wirklich  in  diesem  Werke  gleichsam  der  Gang,  den  die 
Natur  befolgt,  aufgedeckt  wird,  so  werden  alle  hier  synthetisch  cntwickeltea 
Resultate  sich  natürlicher  Weise  auch  durch  analytische  Hülfsmittel  auf- 
finden lassen,  was  meines  Eracht^ns  durchaus  nichts  Ueberraschendei 
in  sich  tragen  kann.  Der  Analyst,  der  dieses  ausführt,  hat  nicht  mebr 
als  seine  Pflicht  gothan,  wenn  er  jeden  Fortschritt  der  Wissenschaft  benatit 
und  sich  denselben  so  zur  Lehre  dienen  lässt,  dass  seine  Methode  darnach 
vervollständigt  wird.  Auch  ist  es  recht  eigentlich  seine  Sache,  jene  Be- 
sultato  zu  verallgemeiDcm,  und  ich  sollte  meinen,  dass  seine  Arbeit  nicht 
an  ihrem  Wertho  verlieren  würde,  wann  er  es  unterliesse,  gegen  seinen 
Wegweiser  sich  vornehm  zu  geberdon. 

Der  Streit,  welcher  sich  vor  nicht  langer  Zeit  zwischen  den  zwei,  in 
Räcksicht  auf  die  Geomotrie  verdienstvollsten,  französischen  Mathematüceni 
über  den  Vorzug  des  Princips  der  Dualität  und  der  Theorie  des  po- 
laires  reciproques  entspann*),  wird,  wie  ich  glaube,  durch  die  vorliegende 
Entwickelung  unzweideutig  entschieden,  so  dass  ich  es  nicht  für  nöth^ 
halte,  hier  darauf  weiter  einzugehen.  Die  Dualität  tritt  mit  den  Grund- 
gobildcn  zugleich  hervor,  jene  Theorie  hingegen  kommt  erst  später  als 
Resultat  bestimmter  Verbindungen  dor  Grundgebilde  zum  Vorschein.    Wenn 
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dass  der  scharfsinnige  Moelnus  zuerst  eine  freiere  Aulfassung  dieser  Theorie 
ans  Licht  gefördert  hat  (Barycentrischer  Calcül). 

Das  ganze  Werk  wird  seiner  äusseren  Eintheilung  nach  aus  fünf 
Theilen  und  zugleich  aus  fünf  Abschnitten  bestehen,  von  denen  der  erste 
^projectivische  Gorade,  ebene  Strahlbüschel  undEbenenbüschel;^ 
der  zweite  „projectivische  Ebenen  und  Strahlbüschel  (im  Räume);" 
der  dritte  „projectivische  Räume;"  der  vierte  „Correlations- 
Systeme  und  Netze  (mit  Einschluss  der  Involutions-Systome  und 
Netze);"  und  der  fünfte  „ausführliche  und  umfassende  Behand- 
lung der  Curven  und  Flächen  zweiten  Grades,  durch  Construc- 
tion  und  gestützt  auf  projectivische  Eigenschaften,"  enthält. 
Ausserdem  werden  noch  zwei  Theile  mit  diesem  Werke  in  Verbindung 
gebracht,  wovon  der  eine  „über  Puncto  und  Axen  der  mittleren 
Entfernung  (mit  Einschluss  der  mittleren  harmonischen  Entfernung),  über 
Transversalen,  etc."  handeln  wird,  und  worauf  vorhergegangene  pro- 
jectivische Eigenschaften  angewandt  werden,  der  andere  Theil  hingegen 
der  Elementargeometrie  gewidmet  ist,  und  der  Hauptsache  nach  „eine 
systematische  Entwickelung  der  Aufgaben  und  Sätze  über  das 
Schneiden  und  Berühren  der  Kreise  in  der  Ebene  und  auf  der 
Kugelfläche,  und  der  Kugeln"  enthalten  wird.  Dieser  letztere  Theil 
soUte  schon  früher  im  Druck  erscheinen  und  war  bereits  im  J.  1826  bis 
auf  einen  Anhang,  welcher  verschiedene  Anwendungen  der  stereographischen 
Projection  enthalten  sollte,  ausgearbeitet,  was  auch  schon  anderweitig  an- 
gegeben worden  (Journal  f.  Mathem.  Bd.  I,  S.  163)*);  allein  da  mehrere 
darin  enthaltene  Betrachtungen  nur  besondere  Fälh)  von  solchen  sind, 
welche  in  den  erstgenannten  fünf  Theilen  vorkommen,  und  wiederum  einige 
über  Kreise  und  Kugeln  selbstständig  entwickelte  Sätze  sich  unmittelbar 
auf  bestimmte  Systeme  von  Curven  und  Flächen  zweiten  Grades  über- 
tragen lassen,  wie  solches  in  jenen  fünf  Theilen  nachgewiesen  wird,  so  ist 
es  zweckmässiger,  ihn  erst  nach  diesen  folgen  zu  lassen. 

Die  Hauptresultate,  welche  in  diesem  Werk  entwickelt  werden,  habe 
ich  schon  vor  mehreren  Jahren  gefunden  (und  zwar  die  letzten  vor  der 
Mitte  des  Jahres  1828),  in  einer  Epoche,  wo  mir  als  Privatlehrer  mehr 
Zeit  und  Müsse  zu  Gebote  stand  als  seither,  wo  nicht  selten  drückende 
Amtsgeschäfte  die  Ausarbeitung  verzögerten.  Dass  mittlerweile  Einiges 
davon  ins  Publicum  gekommen  ist  (wie  z.  B.  namentlich  ein  Theil  der 
Resultate  in  §  59  dieses  Bandes),  ist  leicht  erklärlich,  da  ich  kein  Ge- 
heimniss  daraus  machte.  Diese  Theilnahme  war  mir  ein  Beweis,  dass 
meine  Untersuchungen  Beifall  finden,  sie  erregt  jetzt  in  mir  die  Hoffnung, 
dass  nun  auch  die  vollständige  Mittheilung  derselben  nicht  unberücksichtigt 


*)  S.  21  dieser  Ausgabe. 


■11 'i..  'it^  t*  ift  mtht  Bnw&brücheinJich,   dass  durch  gehörige 

:  TOS  y>  ■hiuii  und  Ideen  dct<   Einet)  mit  Methoden  des 

■efe  ab  eine    neue  Eotdeckuiig  sich   machen  lassen 

Dm  frohen  AriieneB  «oo  mir,  welche  ich  in  einzelnen  Abhandlungen 

ImutukI  für  Vatkerastik   und   in   den  Annalei  de  Mathhnatiqaa 

^^  .sancfat  habe.   <leo  Beifall  von  unparteiischen  Sachkonnem  sich 

DRMB  nfavs  *^  M>  «^be  kh  wohl  mit  einiger  Zuversicht  die  Uo&bimg 

PS   m  imiftB.   (iftw  lum  auch  der  gegenwärtigen  Arbeit,    welche  nach 

[  letbitk.   ab«r   in  einer   all  gemeineren,    umfassenderen  Anlage 

i««!^^ts  «^  <Hiw  nifhs  minder  günstige  Aufnahme  zu  Thoil  werden  wird. 

fiatai  •%■  iä  liBs  WaB^di.   dass  der  geneigte  Beurthciler  die  von  mir 

;  des  Verhältnisses  meiner  Arbeit   zu  den 

1  Arixfiten  Anderer  über  denselben  Gegenstand  ergänzen 

(p.    Jj»  wäibBifeKiL,  »hon  von  Anderen  aufgestellten  Sätze  habe  ich, 

«mc  Boia  Vttie«n  rekhte.  ihren  Urhebern  einzeln  zugeschriobon. 

y^an.  im  ^^«pCKmber  1$33. 

Steiner. 


i-XVII,  (No.  7,  10),  XVIII  u.  XD£;    B,M€ti>  da 

,,,       .^ V»  VI»   IT   t  ■■   Ti    )(t2T-l8-2!);  AllgtmoineLiteratDr- 

*>;,  :tai;  ■  a»thc«*t  Wörterh.  Tbl.  5  u.  6;  u.  s.  w.  Auch  sind  »iele 
■K  ac^  «Au*  ia  L<krMvher  nnd  andere  Werke  aufgenommon  worden,  so  wii 
kau'  \><tH(Mliutt  osii  ovrhren  etueliie  meiner  Sütze  von  Gtrgonne,  dem  Etnn^ 
Mt     waiiiiiinm   \a.a»l<m.  ia«  Frauüsische  äberscUt  norden  üind. 


Einleitende  Begriffe. 

1.  Die  in  der  Geometrie  erforderlichen  Grundvorstellungen  sind:  der 
Kaum,  die  Ebene,  die  Oerade  (gerade  Linie)  und  der  Punct.  Zum 
Behufe  der  in  dem  vorliegenden  Werke  durchzuführenden  Betrachtungen 
ist  es  erforderlich,  einerseits  diese  Elemente  in  Ansehung  der  Art  und 
Weise,  wie  sie  einander  untergeordnet  sind,  d.  h.,  wie  die  einen  die 
anderen  in  sich  enthalten,  und  andererseits  bestimmte  Zusammenstellungen 
derselben  auf  folgende  Weise  scharf  au£sufassen  und  als  Grundgebilde 
festzuhalten: 

L  Die  Gerade.  In  der  Geraden  ist  eine  unzählige  Menge  un- 
mittelbar auf  einander  folgender  Puncto  denkbar,  die  sich,  von  irgend  einem 
derselben  ausgehend,  nach  zwei  entgegengesetzten  Seiten  hin  ins  Unend- 
liche erstrecken.  ..  /  • 

n.  Der  ebene  Strahlbüschel.  Durch  jeden  Punct  in  eioer  Ebene 
sind  unzählige  Gerade  möglich;  die  Gesammtheit  aller  solchep  Geraden 
soü  „ebener  Strahlbüschel^,  oder  „Strahlbüschel  in  der  Ebene^ 
heissen,  nämlich  die  Geraden  sollen,  io  Ansehung  dieser  Zusammenstellung, 
„Strahlen^  heissen,  und  der  Ptmct,  in  welchem  sich  die  Strahlen  schnei- 
den, soll  „Mittclpunct^  des  Strahlbüschels  genannt  werden. 
.'"  HI.  Der  Ebenenbüschel.  Durch  jede  Gerade  sind  unendlich  viele 
Ebenen  denkbar;  alle  solche  Ebenen  zusammengefasst  sollen  „Ebenen- 
büschel ^,  und  die  Gerade,  in  welcher  sich  die  Ebenen  schneiden,  soll 
„Axe^  des  Ebenenbüschels  heissen. 

IV.  Die  Ebene.  In  der  Ebene  sind  zahllose  Gerade  und  Puncto, 
oder  ebene  Strahlbüschel  enthalten.  (Jeder  Punct  der  Ebene  ist  Mittel- 
punct  eines  in  ihr  liegenden  Stra3ilbüschels.) 

y.  Der  Strahlbüschel  im  Baume.  Durch  jeden  Punct  im  Räume 
sind  nach  allen  möglichen  Richtungen  unzählige  Gerade  oder  Strahlen 
denkbar;  alle  solche  Strahlen  insgesammt  sollen  „Strahlbüschel  im 
Räume**,  oder  schlechthin  „StrahlbüscheP,  und  der  Punct,  in  welchem 


rl. 


„../'.■ 
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sich  dio  Strahlen  schneiden,  soll  „Mittelpunct"  dos  Sbahlbüscheb 
hcissen.  Ein  solcher  Strahlbüschel  enthält  nicht  nur  unendlich  viele 
Strahlen,  sondern  er  omfasat  auch  zahllose  ebene  Strahlbüschel  (IL)  und 
Ebenenbüschel  (ni.)  als  nntei^eordncte  Gebilde  oder  Element«;  denn  es 
gicbt  endlos  viele  Ebenen,  die  durch  dessen  Mittolpunct  geben,  und  alle 
Strahlen,  die  in  eine  solcho  Ebene  fallen,  bilden  einen  ebenen  Stnhl- 
büschel,  und  alle  solche  Ebenen,  die  durch  einen  und  denselbelb  StnU 
geben,  bilden  einen  Ebeneobüschel ;  von  solchen  ebenen  StrahlbSachehi 
und  EbenenbQschehi  soll  aber  gesagt  werden,  sie  liegen  im  Strahlböschel 
im  Räume. 

Die  Betrachtung  der  vorstehenden  fünf  Raumgebilde,  nämlich  das 
Bezichen  derselben  aufeinander  bei  verschiedenartigen  Verbindungen  und 
ZusammensteUungen,  macht  den  Gegenstand  der  ersten  fünf  Theile  des 
vorliegenden  Werkes  aus.  Das  Ei^ebniss  wird  zeigen,  dass  dieae  Ge- 
bilde iD  der  That  die  eigentliche  Grundlage  der  synthetischen 
Geometrie  sind. 

Die  Fundamentalb  eziehungen ,  auf  welchen  alle  Untersuchungen  be- 
ruhen, sind  folgende. 

Es  werden  aufeinander  bezogen: 

a)  Gerade  und  ebene  Strahlbüscbel.  Zuerst  werden  eine  Ge- 
rade und  ein  ebener  Strahlbüschel  so  aufeinander  bezogen,  dass 
ihre  Element«  gepaart  sind,  d.  h.,  dass  jedem  Punct  der  Geraden 
ein  bestimmter  Strahl  des  Strahlbüschcis  entspricht.  Sodaim 
werden  sowohl  Gerade  unter  sich,  als  ebene  Strahlbüscbel  unter 
sich  ühnlicherweise  aufeinander  bezogen. 

b)  Ebenenbüschcl  und  sowohl  Gerade  als  ebene  Strahl büschel. 
Ein  Ebenenbüschcl  und  eine  Gerade  oder  ein  ebener  Strahlbüscfael 
werden  so  aufeinander  bezogen,  dass  ihre  Elemente  gepaart  sind, 
d.  h.,  dass  jeder  Ebene  des  Ebenenbüschels  ein  bestimmter  Ponct 
der  Geraden,  oder  ein  bestimmter  Strahl  des  Strahlbnschels  ent- 
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ander  durchdringen)  so  auf  einander  bezogen,  dass  jedem  Element 
des  einen  Raumes  ein  bestimmtes,  gleichartiges  Element  des  anderen 
Raumes  entspricht;  und  weiter  werden  sie  so  auf  einander  bezogen, 
dass  auch  ungleichartige  Elemente  einander  entsprechen. 
So  wie  die  Grundgebilde  ihrer  Natur  nach  einander  entgegengesetzt 
sind,  namlicn: 

a)  die  Gerade dem  ebenen  Strahlbüschel, 

P)  die  Gerade dem  Ebenenbüschel, 

Tf)  der  ebene  Strahl  büschel  .  .  .  dem  Ebenenbüschel, 

8)  die  Ebene dem  Strahl  büschel 

und  sich  solchergestalt  auf  einander  beziehen  lassen,  dass  ihre  Elemente 
einander  paarweise  entsprechen,  ebenso  stehen  auch  im  Allgemeinen  ihre 
Eigenschaften,  ihre  Verbindungen  (zu  Figuren)  und  die  aus  diesen  hervor- 
gehenden Sätze  einander  auf  bestimmte  Weise  entgegen,  d.  h.,  kommen 
der  einen  Art  von  Gebilden  gewisse  Eigenschaften  oder  Sätze  zu,  so  finden 
bei  der  jedesmaligen  entgegengesetzten  Art  von  Gebilden  ebenfalls  be- 
stimmte, jenen' entsprechende,  aber  ihnen  entgegengesetzte  Eigenschaften 
und  Sätze  statt.  Das  Wesen  dieser  Dualität  von  Eigenschaften  und  Sätzen 
ist  also  durch  die  Grundgebilde  selbst,  d.  h.  durch  die  umfassende  Vor- 
stellung der  Raumelemente,  nothwendig  bedingt.  Damit  die  Begründung 
dieser  Dualität  auf  naturgemässe,  klare  Weise  hervortrete  und  sich  als 
wahr  bewähren  möge,  soll  die  Betrachtung,  so  viel  es  sich  thun  lässt,  so 
geführt  werden,  dass  die  einander  entgegenstehenden  Gebilde  immer  zu- 
gleich untersucht,  ihre  entsprechenden  Eigenschaften  und  Sätze  zugleich 
entwickelt  und  neben  einander  gestellt  werden. 

Der  Hauptinhalt,  oder  das  Wesentliche  der  gesammten  Resultate,  die 
durch  dieses  Werk  erzielt  und  erreicht  werden,  besteht,  wie  es  sich  schon 
au8  der  vorstehenden  Uebersicht  ohngefahr  entnehmen  lässt:  „In  Unter- 
suchungen über  die  Abhängigkeit  der  Gestalten  (Figuren)  von 
einander.^ 
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Bcitnalttang  der  Genden,  der  ebenen  Stzahlb^Kdiel  und  der 
I  In  "*"■*'**  ihzer  pxt^eotMaöbea  Bezt^ungen  unter 


Erstes  Kapitel 

Von  proj^rtivischeo  Geraden  and  ebenen  StrahlbüsclielD.i 
der  Ebene. 


EiB*  OcTsd«  >md  tim  ebener  Strahlböscbel. 

:t  lfe«»)M  ^$k^  ein  ebener  Stnhlbfischel  S  (Fig.  1)  and  irgend 
Mkf  twnKle  A.  die  nkkt  dv^  dessen  Mittelpunct  geht,  in  einer  Ebene, 
?«»  toJbw*  9*e  Uceade  Rnirbnng  sa  «nindOT: 

l%Kft[  >Kba  l'Mrt  «.  Ii.  c  b,  . . .  der  Geraden  geht  ein  Strahl  a,  b, 
v\  >!,....  •&(«  StraUb««^«!».  mi  on^kehrt,  jeder  Strahl  des  letxterai 
kr$»^;iw<  •ibtr  «MtaJbm  m  ünemd  einem  Pancte.  Um  die  Aufeinanderfolge 
Art  "-IriWta  Af'VViU  ak  der  Pvncte  richtig  au&u&saen,  lasse  man  in  iet 
\ytrtt9ka^  *imm  :^raU  $kki  b«««f!eii,  so  dass  er  nach  und  nach  in  die  I^ 
.WM«-  »w6«  -i«  «kipM  $wtMt$t.  s«  wild  der  ihm  engehörige  Punct  gleich- 
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Durchschnitt  in  der  grösstmöglichcn  Ferne  auf  der  anderen  Seite  über  f 
hinaus  liegt,  so  soll  in  der  Folge  der  Uebereinstimmung  wegen  gesagt 
werden,  der  Strahl  q  sei  nach  dem  unendlich  entfernten  Puncte  der 
Geraden  A  gerichtet,  und  es  soll  dieser  unendlich  entfernte  Punct,  wenn- 
gleich derselbe  in  der  Figur  nicht  wirklich  anzutreffen  ist,  durch  q  be- 
zeichnet werden.  Demnach  hätte  die  Gerade  A  nur  einen  unendlich  ent- 
fernten Punct  q,  und  man  kann  sich  denselben  sowohl  nach  der  einen 
Seite  (über  1^  hinaus)  als  nach  der  anderen  (über  f  hinaus)  hin  liegend 
vorstellen*).  Auch  folgt  hiemach,  dass  umgekehrt  ein  Strähl,  der  nach 
dem  unendlich  entfernten  Puncte  der  Geraden  A  gerichtet  ist,  nothwendiger 
Weise  mit  ihr  parallel  sein  muss. 

Von  den  Puncten  in  der  Geraden  A  zeichnet  sich  demnach  einer  vor 
allen  übrigen  auf  eine  eigenthümliche  und  bestimmte  Weise  aus,  nämlich 
der  unendlich  entfernte  Punct  q.  Die  besondere  Figenschaft  dieses  Punctes 
gewährt  in  der  Folge  öfter  grosse  Vortheile,  wenn  man  ihn  anstatt  irgend 
eines  der  übrigen  Puncte  zu  Hülfe  nimmt.  Der  ihm  zugehörige  Strahl  q, 
der  nämlich  mit  der  Geraden  A  parallel  ist,  soll  von  nun  an  ,,Parallel- 
strahl**  heissen.  Dieser  Strahl  gewährt  ähnliche  Vortheile,  wie  jener 
Punct,  nach  welchem  er  gerichtet  ist. 

Hat  man  auf  obige  Weise  einen  ebenen  Strahlbüschel  fß  und  eine 
Gerade  A  dergedtalt  auf  einander  bezogen,  dass  ihre  Elemente  paarweise 
zusammengehören,  nämlich  dass  die  Puncto  a,  b,  c,  b, . . .  in  der  Geraden 
A  den  Strahlen  a,  b,  c,  d,  . . .  im  Strahlbüschcl  fß  entsprechen ,  so  kann 
man  diese  Beziehung  festhalten,  während  man  die  Gebilde  (A,  S3)  selbst  auf 
irgend  eine  Weise  ihre  ursprüngliche  Lage  ändern  lässt,  d.  h.,  man  kann 
dieselben  in  eine  solche  Lage  gebracht  denken,  wie  etwa  in  (Fig.  2),  wo  zwar 
nicht  mehr  die  Strahlen  des  Strahlbüschels  durch  die  ihnen  entsprechenden 
Punkte  der  Geraden  gehen,  aber  wo  sowohl  jene  Strahlen  für  sich,  als 
diese  Puncte  für  sich  ihre  gegenseitige  Lage  nicht  geändert  haben.  Jede 
solche  veränderte  Lage  der  Gebilde,  wo  nämlich  die  Strahlen  des  Strahl- 
buschels  9  nicht  mehr  durch  die  ihnen  ursprünglich  zugehörigen  Puncte 
der  Geraden  A  gehen,  soll  fortan  „schiefe  Lage^  heissen,  wogegen  die 
arsprüngliche  Lage  „perspectivisch^  genannt  werden  soll.   Ferner  sollen 


*)  Dass  in  einer  Geraden  nur  ein  einziger  unendlich  entfernter  Punct  gedacht 
werden  darf,  wird  in  der  Folge  durch  viele  unbestreitbare  Thatsachen  bestätiget  werden. 
Dahin  gehören  z.  B.  die  Asymptoten  der  Hyperbel.  £ine  Gerade  kann  bekanntlich  die 
Hyperbel  nur  in  einem  Puncte  berühren.  Nun  wird  aber  allgemein  die  Asymptote  als 
Tangente  angesehen,  deren  Berührungspunct  unendlich  entfernt  ist;  da  aber  zwei  Anne 
der  Hyperbel  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  sich  der  Asymptote  in^s  Unendliche 
fort  gleichmässig  nähern,  so  muss  folglich  ihr  Berührungspunct  sowohl  nach  der  einen 
als  nach  der  anderen  Seite  hin  unendlich  entfernt  liegen,  und  folglich  ist  in  der  Asymptote 
nur  ein  .einziger  unendlich  entfernter  Punct  anzunehmen. 

8t«iD«r's  Wtrktt.    L  16 
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solches  winkelm essendes  Verhältniss  nennt  man  gewöhnlich  Sinus,  so  dass, 
wenn  man  den  genannten  Winkel  durch  (ad)  bezeichnet,  das  in  Rede 
stehende  Verhältniss  durch  sin  (ad)  vorgestellt  wird.  Diese  Bezeichnung 
kann  hier  beibehalten  werden,  ohne  dass  dadurch  die  Art  der  Betrachtung 
(die  Methode)  aufhört  synthetisch  zu  sein,  weil  durch  dieselbe  nur  ein 
gewisses,  durch  zwei  Gerade  (a8,  aS3)  darstellbares,  den  gedachten  Winkel 
bestimmendes  Verhältniss  angedeutet  wird.  Die  Gleichung  (1)  verwandelt 
sich  dadurch  in  folgende: 

(2)  »^).ab  =  »a.»b.sin(ad), 

oder 

.oN  _?^_  _  S3a.Sb 

^^  sin(ad)  ~       ^p     ' 

„Dieser  Ausdruck  (3)  zeigt  die  Beziehung,  die  zwischen 
einem  Winkel  (ad)  des  Strahlbüschcls  35  und  dem  ihm  ent- 
sprechenden Abschnitt  ab  der  Geraden  A  stattfindet." 

Dieselbe  Beziehung  lässt  sich,  wie  es  der  Gegensatz  erfordert,  anderer- 
seits auf  entsprechende  Weise  durch 

(i)  «^      _  S3y 

^  ^  sin(ad)  8in(Aa).sin(Ad) 

ausdrücken,  wovon  man  sich  leicht  überzeugen  wird*). 

4.  Da  man  auf  gleiche  Weise  zwischen  jedem  Winkel  des  Strahl- 
büschels 33  und  dem  ihm  entsprechenden  Abschnitte  der  Geraden  A  einen 
ähnlichen  Ausdruck  findet  wie  der  eben  gefundene  (§  3,  3),  so  hat  man 
für  vier  beliebige  Elomentenpaare,  etwa  für  a,  b,  c,  d  und  a,  b,  c,  b 
nachstehende  sechs  Ausdrücke: 

.  ab       _  33a. 33b  ...  bc       _   33b. 33c 

^^^       sin(ad)    ~       fßp      '  ^^       sin(bc)    ~      Sbp      ' 

ac  33a.33c  ...  bb  33b.35b 

(2)     ^wiTV  =      sAv.     ^  (5) 


8in(ac)  33p     '  ^  '       sm(bd)  33^) 

.^.  ab  33a.33b  'r^         cb  33c.33b 


8in(ab)  33p      '  ^  '       sin(cd)  33p 

Vier  von  diesen  Ausdrücken,  nämlich  (1),  (2),  (4),  (5),  lassen  sich, 
wie  leicht  zu  sehen,  so  verbinden,  dass  man  hat: 

ab  bb  ac  bc 


(7) 


8in(ad)  *  sin(bd)  sin(ac)  *  sin(bc)  ' 


*)  Diese  Beziehung  (3,  4)  wird  sich  in  der  Folge  noch  öfter  als  sehr  fruchtbar  be- 
währen. 

16* 
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oder 
(I) 


ab    ttc 
bb'bc  '' 


siD(ad)     sinfac) 


BiD(bd)  "   sin(bc)     • 
Dieser  Ausdruck  ist,   wie   man  sieht,  nicht  mehr  von  der  L^e  i« 
Gebilde  S,  A  abhängig,  da  in  ihm  nicht  mehr  die  begrenzten  Theile  So, 

336, der  Strahlen  vorkommen,  er  gilt  demnach  sowoM  für  die  schiefe 

als  porspectivischc  Lage  der  Gebilde,  und  folglich  enthält  er  das  obeo 
(§  3)  verlangte  Gesetz.     Nämlich  er  zeigt: 

„Dass    bei   irgend   vier    entsprechenden    BlementcnpaareD 

a,  b,  c,  d  und  0,  tl,  c,  b  ein  gewisses  Doppelverhältniss  (^:r-L 
gebildet  aus  vier  Abschnitten  der  Geraden  A,    gleich    ist   dem 

T,  ,       .  - 1 .    ■      r  sinfad)     sin(ac)  1         ,  ,  -.       ■  .       . 

Doppelverhältniss  I -^.-T^  :    .  ;.  M,  welches  aar  cntaprechende 
■^^  Lsin(bd)    sm(bc)J'  *^ 

Weise  ans  den  Sinus  derjenigen  Winkel  des  StrahlbüschelsS, 

die  jenen  Abschnitten  cntsprecheu,  gebildet  ist." 

Die  Art,  wie  die  Doppelverhältnisse  zusammengesetzt  sind,  ist  leicht 

zu  sehen.    Nämlich  das  Doppelverhältniss  links  ist  aus  den  vier  Abständen 

zweier  Puncte  (o,  6)  von  den  beiden  übrigen  (c,  b)  gebildet,  und  zwar  so, 

dass   das  Verhältntss  (r]r)  der  Abstände  der   zwei  erstereu  Puncte  von 

einem  der  letzteren  (b)  durch  das  Terhältniss  1  -.~  j   ihrer  Abstände  vMi 

dem  anderen  (c),    in  gleicher  Ordnung  genommen,    gemessen  wird.     Dm 
Doppelverhältniss  rechts  ist  auf  entsprechende  Weise  zusammengesebit 

Es  ist  gleichgültig,  welches  der  beiden  Punctepaare  oder  Strahlenpaare 
man  als  das  erste  annimmt,  denn  die  Glieder  des  obigen  Ausdrucks  (1) 
lassen  sich,  ohne  dasa  dadurch  die  Gleichung  gestört  wird,  wie  folgt,  um- 
stellen : 
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letzteren  zagleich  folgende  drei  Ausdrücke: 

sin(ac)      sin  (ad) 


(8) 
(11)  (  (9) 

(10) 


ac 

ab 

bc  " 

bb 

ab 

ab 

cb  * 

cb 

ab 

• 

ac 

8in(bc)  *  sin(bd) 

8in(ab)  sin(ad) 

sin(c6)  sin(cd) 

sin(ab)  sin(ac) 


bb  '  bc  8in(db)  '   sin(dc) 

Je  zwei  Puncte  oder  Strahlen,  die  bei  einer  von  diesen  drei  Zusammen- 
stellangen  als  ein  Paar  zusammengcfasst  werden,  sollen  fortan  „zugeord- 
nete^ Pupcte  oder  Strahlen  heissen. 

In  Hinsicht  der  gegenseitigen  Lage  der  zwei  zugeordneten  Punctepaare 
oder  Strahlenpaare  sind  zwei  merklich  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden, 
nämlich: 

a)  entweder  folgen  die  Puncte  oder  Strahlen  jedes  Paares  unmittelbar 
nach  einander,  wie  z.  B.  in  den  beiden  Zusammenordnungen  (ß) 
und  (7);  oder 

b)  die  Puncte  oder  Strahlen  der  beiden  Paare  folgen  abwechselnd 
aufeinander,  wie  z.  B.  in  der  Zusammenordnung  (a). 

Diese  Fälle  sind  immer  für  die  vier  Puncte  und  für  die  ihnen  ent- 
sprechenden vier  Strahlen  übereinstimmend,  d.  h.,  befinden  sich  erstcre 
im  Falle  (a),  so  sind  es  auch  letztere,  und  befinden  sich  erstere  im  Falle  (b), 
so  sind  es  auch  die  letzteren;  und  auch  umgekehrt. 

5.  Aus  dem  allgemeinen  Gesetze  (§  4)  über  vier  beliebige  Elementen- 
paare der  projectivischen  Gebilde  A,  S3  lassen  sich  unmittelbar  nachstehende 
Folgerungen  ziehen: 

Hält  man  bei  der  perspectivischen  Lage  der  Gebilde  (Fig.  1)  die  vier 
Puncte  0,  b,  b,  c  in  der  Geraden  A  fest,  während  man  den  Mittelpunct  S 
des  Strahlbüschels  fß  sich  beliebig  in  der  Ebene  herum  bewegen  lässt, 
sowohl  auf  der  einen  als  auf  der  anderen  Seite  der  Geraden  A,  so  ändern 
sich  zwar  die  Winkel,  welche  die  vier  Strahlen  a,  d,  b,  c  mit  einander 
einschliessen,  in  jedem  Augenblicke,  aber  die  aus  den  Sinus  dieser  Winkel 
zusammengesetzten  Doppelverhältnisso  in  den  obigen  Ausdrücken  (§  4,  II) 
behalten  unveränderliche  Werthe,  nämlich  diese  Werthe  sind  stets  den 
Werthen  der  entsprechenden  Doppel  Verhältnisse  (links)  gleich,  welche  aus 
den  Abständen  der  vier  festen  Puncte  a,  b,  b,  c  von  einander  zusammen- 
gesetzt sind,  —  Werden  umgekehrt  die  vier  Strahlen  a,  d,  b,  c  des  Strahl- 
buschels  93  in  bestimmter  Lage  festgehalten,  während  die  Gerade  A  ihre 
Lage  auf  alle  mögliche  Weise  ändert,  so  ändern  sich  zwar  mit  der  Lage 
der  Geraden  auch  zugleich  ihre  Abschnitte  zwischen  den  jedesmaligen  vier 
Durchschnittspuncten  a,  b,  b,  c,  aber  die  aus  diesen  Abschnitten  zusammen- 
gesetzten Doppelverhältnisse  (§  4,  II)  behalten  stets  dieselben  Werthe,  weil 
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luiuii  -avth  ik'u  Werthen  der  entsprechenden  DoppelvorhäUoisse  redib 
%uKi.     B»  titlet  dacau»  dor  nachstehende  Doppelüatz : 


,'ii'i  jiU^ti  Str&hlbüscholn, 
^  '^iik'.'Uli'iu  vier  Strahlen  durch 
;u-  .i.i-uU>:lteu  vier  bestimmten 
"u:tiii'  i_il.  &.  b,  c)  einer  Geraden 
V  ^vSiv'u.  haben  die  drei  Doppel - 
^c:liAttuisso,  die  sich  aus  den 
S.'.  uus  der  von  den  jedesmaligen 
\K'r  Strahlen  eingoschlosRcncn 
\Viuiel  :iusammensotzen  las- 
•.ou.  elnorlci  Werthe;"  nämlich 
dit'se  Werthe  sind  jedesmal  den 
WtTtheu  dor  drei  Doppcl  verhält^ 
uisso  gleich,  welche  aus  den  Ab- 
standen der  vier  festen  Puncte  von 
oiiiiuidur  zusammengesetzt  sind. 


„Bei  allen  Geraden,  weicht 
die  nämlichen  vier  bcstimmtcD 
Strahlen  (a,  d,  b,  c)  eines  Strtbl- 
bQschols   fd   schneiden,   habea 
die    drei   Doppolverhältnisse, 
die    sich    aus    den    Abständen 
dor  jedesmaligen  vier  Dureb- 
schnittspuncte    (a,  b,  b,  c)   ' 
einander  zusammensetzen  l&s- 
soD,   einerlei  Werthe;"   nämlid 
diese    Werthe    sind   jedesmal   den 
Werthen  der  drei  Doppclverhältnisse 
gleich,  welche  aus  den  Sinus  der  Ton 
den  viorfestenStrahloneingeschlosst 
neu  Winkel  zusammengesetzt  sind. 


Don  Satz  recht»  hat  ein  französischer  Mathematiker,  Brianchon,  zueret 
hckaimt  gemacht,  in  einer  schätzbaren  Abhandlung  über  die  Linien  der 
zweiten  Ordnung  (^Memoire  sur  les  lignes  du  aecond  ordre,  p.  7,  Paris  1817). 
6.  Ferner  folgt  aus  dem  obigen  Gesetz  (§  4)  unmittelbar: 
a)  „Dass  das  ganze  System  der  einander  entsprechenden 
Klementonpaaro  zweier  projoctivischen  Gebilde  A,  93  bestimmt 
sei,  sobald  irgend  drei  Paare  gegeben  sind,  d.  h.,  wenn  irgend 
drei  Elomentonpaare  gegeben  sind,  so  kanii  mittelst  derselben 
zu  jedem  gegebenen  vierten  Element  dos  einen  Gebildes  das 
entsprechende  Element  dos  anderen  Gebildes  gefunden  werden, 
und  die  Gebilde  lassen  sich  dadurch,  wenn  sie  sich  in  schiefer 
Lage  befinden,    in  die  ursprüngliche  oder  perspcctivische  Lage 
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Falle  der  W^rth  des  Verhtältnisses  — .  ;,  j^—  durch  die  jedesmaligen  übri- 

sm(bd)  "^  ^ 

gen  drei  Verhältnisse  gegeben. 

Nun  kann,  wenn  das  Yerhältniss  ab:bb  gegeben  ist  und  die  Puncte 
a,  b  fest  sind,  der  gesuchte  Punct  b  offenbar  nur  an  zwei  Stellen  dieser 
Bedingung  genügen,  und  zwar  sind  diese  in  Bezug  auf  die  zwei  festen 
Puncte  a,  b  dadurch  unterschieden,  dass  der  Punct  b  das  eine  Mal 
zwischen  denselben  und  das  andere  Mal  jenseits  derselben  liegt.  Von 
diesen  zwei  Lagen  kann  aber  dem  Puncte  b  jedesmal  nur  eine  zukommen, 
und  zwar  wird  durch  die  gegenseitige  Lage  der  vier  gegebenen  Strahlen 
entschieden,  welche  von  beiden  es  sei,  denn  je  nachdem  die  einander  zu- 
geordneten Strahlenpaare  a  und  b,  c  und  d  nacheinander  oder  abwech- 
selnd sich  folgen,  findet  auch  bei  den  Punctepaaren  a  und  b,  c  und  b 
Folge  oder  Abwechslung  statt  (§4),  wodurch  dann  jedesmal  entschieden 
werden  kann,  welche  der  zwei  genaimten  Lagen  dem  Puncte  b  zukomme. 

Ebenso  kann,  wenn  der  Punct  b  gegeben  und  dagegen  der  Strahl  d 
gesucht  wird,  der  letztere  dem  gegebenen  Verhältnisse  sin(ad):sin(bd) 
nur  In  zwei  verschiedenen  Lagen  genügen,  und  durch  die  gegenseitige  Lage 
der  vier  gegebenen  Puncte  a,  b,  c,  b  wird  entschieden,  in  welcher  von  beiden 
Lagen  allein  er  dem  gegebenen  Puncte  b  entsprechen  kann. 

Späterhin  werden  sich  sehr  bequeme  Mittel  darbieten  (§  24,  IV),  um 
das  jedesmalige  gesuchte  Element  schnell  und  sicher  zu  finden*). 

II.  Femer  wird  die  obi^e  Behauptung  (a)  durch  folgende  Betrachtung 
erwiesen,  die  zugleich  Anleitung  giebt,  die  Gebilde  A,  S3  aus  der  schiefen 
(Fig.  2)  in  die  perspectivische  Lage  (Fig.  1)  zurückzubringen. 

Sind  nämlich  a,  b,  c  (Fig.  5)  die  drei  gegebenen  Puncte  in  der  Geraden 
A,  und  betrachtet  man  von  den  drei  gegebenen  Strahlen  a,  b,  c  vorerst 
nur  zwei,  etwa  a,  b,  so  ist,  wenn  diese  durch  die  festen  Puncte  a,  b 
gehen  und  einen  bestimmten  Winkel  (ab)  einschliessen  sollen,  der  Ort  des 
Scheitels  33  dieses  Winkels  auf  zwei  bestimmte  gleiche  Kreislinien  aS3b, 
a33,b  beschränkt,  die  beide  durch  die  zwei  festen  Puncte  a,  b  gehen. 
Eben  so  ist,  wenn  man  die  zwei  Strahlen  a,  c  allein  unter  der  Bedingung 
betrachtet,  dass  sie  durch  die  festen  Puncte  a,  c  gehen  und  einen  gegebenen 
Winkel  (ac)  einschliessen  sollen,  der  Ort  des  Scheitels  33  dieses  Winkels 


^  Sollte  über  die  zwiefache  Lage  des  jedesmaligen  gesuchten  Elementes  bloss  aus 

den  in  Zahlen  (refirebenen  Werthen  der  Verhältnisse  -;-^ ,     .   ),  ,.    entschieden  werden, 

*  *  bb      sin(bd)  ' 

ohne  Ansicht  der  Figur,  so  mnsste  man  bei  der  Zusammensetzung  der  Verhältnisse  in 
dem  obigen  Ausdrucke  die  Verschiedenheit  der  Lage  der  Elemente  gegen  einander  durch 
die  Zeichen  +  und  —  bemerklich  machen;  so  würde  alsdann  das  Vorzeichen  der  Verhält- 
nisse -rr-  *  .  ,,  jv  über  das  Zweifelhafte  der  Lage  des  gesuchten  Elementes  entscheiden, 
ob      sin(bd) 
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auf  zwei  bostimmtc  gleiche  Kreislinien  aSc,  a9,c  beschränkt,  die  iunk 
die  Puncte  a,  c  gehen.  Uaher  lassen  sich  die  Scheitel  der  beiden  gege- 
benen Winkel  (ab),  (ac),  wenn  ihre  Schenkel  a,  b,  c  durch  die  festa 
Puncte  0,  b,  c  gehen  sollen,  nur  in  denjenigen  beiden  Puncteu  SB,  S,  t«t- 
einigen,  in  welchen  sich  die  auf  einerlei  Seite  der  Geraden  A  li^endeo 
Ortskreise  einander  (ausser  in  a)  »um  zweiten  Male  schneiden. 

Dadurch  ist  offenbar  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  (a)  dar- 
gethan.  Denn  befanden  sich  die  beiden  Gebilde  33,  A  in  beliebiger  sdiiei« 
T/age,  wie  etwa  in  (Fig.  2),  so  folgt  aus  dieser  Betrachtung,  dass  sie,  sobald 
drei  entsprechende  Elemcntepaare  a,  b,  c  und  a,  b,  c  gegeben  sind,  nieht 
auf  wesentlich  verschiedene  Arten  in  perspectivische  Lage  gebracht  werden 
kennen,  d.  h.  in  solche  Lage  gebracht  werden  können,  wo  die  drei  gege- 
beniMi  Strahlen  durch  die  ihnen  entsprechenden  drei  Puncte  gehen.  Näm- 
lich wird  z.  B.  die  Li^o  der  Goraden  A  als  fest  angenommen,  etwa  in 
(Fig.  5),  80  kann  wohl  der  Strahlbnschel  auf  beiden  Seiten  derselben  ent- 
weder in  die  Lage  von  39  oder  in  die  Lage  von  33,  gebracht  werden,'  aber 
offenbar  wird  in  beiden  Fällen  jeder  beliebige  vierte  Strahl  d  des  Stnhl- 
büschels  mit  dem  nämlichen  Puncte  t>  der  Geraden  A  zusammentreffea 
Oder  wird  der  Strahlbüschel  33  in  irgend  einer  Lage  als  fest  angenommen, 
etwa  in  (Fig.  G),  so  kann  wohl  die  Gerade  entweder  in  die  h»ge  von  A 
oder  in  die  Lagß  von  A,  gebracht  werden,  und  zwar  so,  dase  A  und  Ä, 
parallel  sind,  und  wo  der  Mittelponct  SS  des  Strahlbüschcls  in  der  Mitte 
zwischen  ihnen  liegt,  aber  offenbar  wird  in  beiden  Fällen  jeder  beliebige 
vierte  Punct  b  der  Geraden  mit  dem  nämlichen  Strahl  d  des  Strahl- 
büschcls SB  zusammentreffen. 

Aus  der  vorstehenden  Betrachtung,  so  wie  auch  aus  der  obigen  (I), 
folgt  ferner  zugleich: 

ß)  „Dass  man  bei  zwei  beliebig  liegenden  Gebilden  33,  A 
ganz  nach  Willkür  drei  Paar  Elemente  a  und  a,  b  und  b,  c  und  e 
auswählen  und  sodann  festsetzen  könne,  die  Gebilde  sollen  pro- 
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je  vier  entsprechende  Elementenpaare  a,  b,  c,  b  und  a,  b,  c,  d  unterworfen 
sind,  können  verschiedene  besondere  Fälle  eintreten,  die  nämlich  von  eigen- 
thümlicher  Lage  der  jedesmaligen  vier  Elemente  herrühren,  von  denen 
einige  interessant  genug  sind,  um  hier  näher  erörtert  zu  werden. 

Es  können  nämlich  erstens  solche  Fälle  eintreten,  wo  die  in  den 
genannten  Ausdrücken  enthaltenen  Doppelverhältnisse  vereinfacht  werden, 
und  zwar  dadurch,  dass  in  einem  solchen  Doppelverhältniss  zwei  Glieder 
gleich  werden  und  gegen  einander  gehoben  werden  können,  oder  dass  das 
Doppelverhältniss  (wenn  es  sich  auf  die  vier  Strahlen  a,  b,  c,  d  bezieht), 
auf  sonstige  Art  auf  ein  einfaches  Yerhältniss  gebracht  wird.  Dahin  ge- 
hören z.  B.  folgende  Fälle: 

Wenh  von  den  vier  Puncten  in  Wenn  von  den  vier  Strahlen  des 

der  Geraden  A  entweder   a)  einer  Strahlbüschels  33  entweder  a)  einer 

in    der  Mitte    zwischen    zwei    an-  mit  zwei    anderen  gleiche  Winkel 

deren  liegt,  oder  b)  wenn  einer  der  einschliesst,  oder  ß)  wenn  zwei  Strah- 

anendlich  entfernte  Punct  der  Gera-  len  zu  einander  rechtwinklig  sind. 
den  ist 

I.    Denn  wenn  a)  etwa  der  Punct  b  (Fig.  1)  in  der  Mitte  zwischen 

a  und  b  liegt,  so  ist  das  Verhältniss  -t-t-  =  1,    und    daher   vereinfacht 

sich  in  diesem  Falle  in  dem  obigen  Ausdrucke  (§  4,  II,  8)  das  Doppelver- 
hältniss links  wie  folgt: 

t  sin(ac)     sinfad) 

^  ^  sm(bc)    sm(bd) 

Wenn  ferner  b)  unter  den  vier  Puncten  sich  der  unendlich  entfernte 
Punct  q  (§  2)  der  Geradon  A  befindet,  wenn  etwa  die  vier  Puncto  a,  b,  c,  q 
gegeben  sind,  dann  sind  offenbar  die  Abstände  des  letzteren  von  den 
drei  übrigen,  nämlich  aq,  bq,  cq,  als  einander  gleich  zu  achten,  da  sie 
sämmtlich  unendlich  gross,  und  nur  durch  die  Abschnitte  ab,  ac,  bc  von 
einander   unterschieden   sind,    so   dass   also  jedes    der  drei  Verhältnisse 

—^    —  — ,  — —  schlechthin  =1  ist,    und  dass  folglich  in  diesem  Falle 
bq       cq      cq  '  ^ 

die  genannten  Doppel  Verhältnisse  (§  4,  II),  wenn  man  darin  q  an  die  Stelle 

von  b  setzt,  sich,  wie,  folgt  vereinfachen: 

^  sin(ac)     sin(aq) 

dc  :  bc  =  — r— -^^ — — : ^^  -  - 

sin(bc)  '  sin(bq) ' 


^  ^  )  sin(cb)     sin(cq)' 

.  sin(ab)    sin(ac) 

sm(qb)    sm(qc) 
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Durch  jeden  dieser  letzteren  drei  Ausdrücke  wird,  wie  man  üeht, 
der  Parallolstrahl  q  bestimmt,  sobald' irgend  drei  entsprechende  Elemestoi- 
paare  a,  b,  C  und  a,  b,  c  gegeben  sind. 

Wenn  andererseits  a)  etwa  der  Strahl  d  in  der  Mitte  zwischen  a  and 

b  liefrt,  so  ist  das  Verhältnisa  -:-7r-.r  =  I,  und  daher  hat  man  fiir  den 
° '  sm(bd)         ' 

Fall,  wo  c  und  d  zugeordnete  Strahlen  sind  (§  4,  8), 

(3)  "67^'by  =  sinCac):sinCbc). 

Wenn  ferner  (ß)  zwei  Strahlen,  etwa  a  und  b,  zu  einander  senkrecht 
sind,  HO  ist 

sin(bc)  =  oos(ac),     und     sinCb  d)  =  cos(ad), 
oder 

siii(aG)  =  cos(bc),     und     siu(ad)  =  coH(bd), 
und  daher  hat  man,  wenn  a  und  balszugoordnot  angenommen  werden  (§4,8); 
I  ac     ab 

bc  ' 

(4)  \  oder 

'  II.  Die  vorstehenden  Fälle  geben,  wie  man  bemerken  wird,  ein  be- 
quemes Mittel  an  die  Hand,  um  den  Wcrth  eines  gegebenen  Doppelver- 
bältnisscs,  sei  dasselbe  von  vier  Punctcn  0,  b,  c,  b,  oder  von  vier  Strahlen 
a,  b,  c,  d  abhängig,  durch  ein  einfaches  Verhältnias  darzustellon;  oder 
auch  rfrngokehrt,  um  beliebige  Systeme  von  vier  Puncten  oder  von  vier 
Strahlen  zu  finden,  denen  ein  Doppelverhältniss  zukommt,  dessen  Werth 
durch  ein  einfaches  Verhältnis»  gegeben  ist. 

Denn  soll  z.  B.  der  Werth  eines  von  den  vier  Puncten  a,  6,  c,  b,  oder 
von  den  vier  Strahlen  a,  b,  c,  d  (Fig.  3)  aßhängigeu  Doppelverhältniases 
dmch  ein  einfaches  Verhältniss  dargestellt  werden,  so  kann  dies,  zufolge 
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niigen,  oder  es  giebt  vier  Systeme  von  parallelen  Geraden,  welche  alle 
diese  Bedingung  erfüllen;  z.  B.  es  sei  die  Gerade  Aj  etwa  mit  dem  Strahle 
c  parallel,  so  werden  also  die  Verhältnisse 

nach  der  Reihe  mit  den  Doppelverhältnissen  in  den  obigen  Ausdrücken 
(§  4,  II)  gleiche  Werthe  haben. 

Und  da  andererseits  jeden  vier  Strahlen  eines  Strahl büschels,  welche 
durch  die  vier  feston  Puncto  a,  b,  c,  b  gehen,  Doppelverhältnisso  von  einer- 
lei Werthe  zugehören,  so  ist,  um  der  obigen  Forderung  zu  genügen,  nur 
nöthig,  don  Uittelpunct  eines  Strahlbüschels  fß^  so  anzunehmen,  dass  ent- 
weder 

a)  von  don  vier  Strahlen  a,,  b,,  c,,  dj,  welche  durch  jene  festen  Puncto 
gehen,  irgend  einer  in  der  Mitte  zwischen  zwei  anderen  liegt  (I,  a);  unter 
dieser  Bedingung  ist  der  Ort  des  Mittelpuncts  ^^  im  Ganzen  auf  12  be- 
stimmte Kreise  beschränkt,  deren  Mittelpuncte  sämmtlich  in  der  festen 
Geraden  A  liegen,  was  nachher  (§  8,  III)  bewiesen  wird;  oder 

ß)  dass  von  den  vier  Strahlen  a^,  b,,  c^,  d,  irgend  zwei  zu  einander 
senkrecht  sind  (I,  ß);  vermöge  dieser  Bedingung  ist  der  Ort  dos  Mittel- 
puncts S,  offenbar  auf  diejenigen  6  Kreise  beschränkt,  welche  die  Abstände 
der  vier  festen  P^mcte  a,  b,  c,  b  von  einander,  also  die  Strecken  ab,  ac, 
aby  bc,  bb  und  cb,  zu  Durchmessern  haben. 

Ilarmonischo  Elemente. 

8.  Es  kann  zweitens  der  besondere  Fall  eintreten,  wo  in  den  vor- 
hin erwähnten  Ausdrücken  (§  7)  der  Werth  eines  Doppelverhältnisses 
=  1  wird. 

I.  Von  den  drei  Ausdrücken  (§  4,  II)  gestattet  jedesmal  nur  einer 
die  Annahme,  dass  der  Werth  der  darin  enthaltenen  Doppel  Verhältnisse 
=  1  werden  könne,  z.  B.  wenn  sie  sich  auf  (Fig.  1)  beziehen,  so  gestattet 
nur  der  Ausdruck  (§  4,  8),  in  welchem  die  abwechselnden  Puncto,  so  wie 
die  abwechselnden  Strahlen  einander  zugeordnet  sind  (§  4,  b),  diese  An- 
nahme; dass  die  beiden  übrigen  Ausdrücke  diese  Annahme  nicht  erlauben, 
fallt  beim  blossen  Anblick  der- Figur  in  die  Augen.  Wird  in  der  That 
bei  jenem  ersteren  Ausdrucke  eines  der  beiden  Doppelverhältnisse  =  1 
angenommen,  so  ist  nothwendiger  Weise  auch  das  andere  =1,  so  dass 
man  hat: 

^^v'  oc^    ob sin(ac)    sin  (ad)  

^^  b7 '  bb  ~  sin(bc)  '  sin(bd)  ""   ' 

und  daher  zugleich 

r9\       <^c  ab  ^g^v        sin(ac)    sin  (ad) 

^^       bc  ~  bb  '  ^^       sin(bc)    "IS^bd)""' 
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oder 
(3) 


'  bb' 


(3) 


siD(ca) siii(cb) 

Bm(da)    ""iinCdbr 


woraus  maD  sieht,   wie  die  gegenseitige  Lage  der  boideraeitigeD  vier  I 
meute  id  diesem  Falle  beschaffcD  ist,  nämlich: 


„In  diesem  Falle  liegen  die  vier 
Pwicto  a,  b,  b,  c  so,  dass  die  Ab- 
ständo  zweier  zugeordneten  (a,  b, 
oder  i,  c)  von  den  zwei  anderen 
gleiches  VerhältnisB  zu  einander 
haben  (proportional  sind),  d.  h,, 
da^s  das  Verhältniss  der  Abstände 
eines  Punctes  von  zwei  zuge(A^- 
neton  Puncten  gleich  ist  dem  in 
ähnlicher  Beziehung  genommenen 
Verhältniss  der  Abstände  des  ihm 
zugeordneten  (vierten)  Punctes  von 
jenen  zwei  Piincten." 


„In  diesem  Falle  liegen  die  vier 
Strahlen  a,  d,  b,  c  so,  dass  die  Si- 
nus der  Winkel,  welche  zwei  ra- 
geordnete (a,  b,  oder  d,  c)  mit  den 
zwei  anderen  einschliessen,  gleiches 
Verhältniss  zu  einander  hab«n,  d.  b., 
dass  das  Verhältniss  der  Sinus  der 
Winkel,  welche  ein  Strahl  mit  zwei 
zugeordneten  Strahlen  einschliesst, 
gleich  ist  dem  in  ähnlicher  Bezie- 
hung genommenen  Verhältniss  der 
Sinus  der  Winkel,  welche  der  vierte 
Strahlmitjenea  zweien  einschliessL" 


Unter  diesen  Bedingungen  hcisscn  die  vier  Punet«  a,  b,  b,  c  »vier 
harmonische  Puncto",  und  die  vier  Strahlen  a,  d,  b,  c  „vier  har- 
monische Strahlen".*)  Ferner  sollen  in  diesem  Falle  je  zwei  zuge- 
ordnete Puncte  (a  und  b,  c  und  b)  oder  Strahlen  (a  und  b,  c  und  d)  fort- 
an „zugeordnete  harmonische  Puncte  oder  Strahlen"  genannt  werden. 

Dass  die  neben  einander  stehenden  Gleichungen  (2)  zugleich  statt 
finden,  kann  hiernach  mit  Worten,  wie  folgt,  ausgesprochen  werden: 

a)  „Wenn  bei  zwei  projcctivischen  Gebilden  A,  S  irgend  vier 
Elemente  des  einen  Gebildes  harmonisch  sind,  so  sind  auch  die 
ihnen  entsprechenden  vier  Elemente  des  anderen  Gebildes  har- 
monisch." 

Dit'Mcr  Satz  iüsst  iiiulil  nur  eine  einfache  Umkehrung  zu,  »andern  < 
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werden  dürfen,  bestimmt  ist  (§6,  ß),  so  werden  also  die  Gebilde  A,  S 
in  Ansehung  der  beiderseitigen  harmonischen  Elemente  a,  b,  b,  c  mid  a, 
d,  b,  c  nicht  nur  auf  eine  Art,  wenn  etwa  die  gleichnamigen  Elemente 
einander  entsprechen,  projectivisch  sein  können,  sondern  vielmehr  in  allen 
Fällen,  wo  irgend  zwei  zugeordnete  harmonische  Elemente  des  einen  Ge- 
bildes irgend  zwei  zugeordneten  harmonischen  Elementen  dos  anderen  Ge- 
bildes entsprechend  angenommen  werden,  also  in  8  Fällen,  weil  nämlich 
unter  dieser  Bedingung  die  vier  Strahlen  den  vier  Puncten  a,  b,  b,  c  in 
folgenden  8  verschiedenen  Rangordnungen  entsprechen  können: 

adbc    bdac    dach    cadb 

acbd    bcad    dbca    ebda. 

Demnach  hat  man  den  nachstehenden  Satz: 

ß)  „Sind  in  jedem  von  zwei  Gebilden  A,  S  irgend  vier  har- 
monische Elemente  gegeben,  und  man  lässt  diese  Elemente, 
nach  irgend  einer  Ordnung  genommen,  einander  paarweise  ent- 
sprechen, jedoch  so,  dass  irgend  zwei  zugeordneten  harmo- 
nischen Elementen  des  einen  Gebildes  auch  zwei  zugeordnete 
harmonische  Elemente  des  anderen  Gebildes  entsprechen,  wel- 
ches auf  acht  verschiedene  Arten  stattfinden  kann,  so  sind  die 
Gebilde  in  Ansehung  der  jedesmaligen  vier  Elemcntenpaare 
projectivisch.** 

n.  Statt  der  obigen  allgemeinen  Sätze  in  (§  5)  hat  man  im  gegen- 
wärtigen Falle,  wo  die  jedesmaligen  vier  Elemente  harmonisch  sind,  fol- 
gende Sätze  (I,  a): 

„Jede  vier  Strahlen,  die  von  ^Jedo  vier  Puncto,    in  wel- 

irgend  einem  Mittelpunct  aus  chen  irgend  eincGerade  von  vier 

durch  vier  feste   harmonische  festen   harmoni'schen   Strahlen 

Puncto  a,   b,  b,  C  gehen,    sind  a,  d,  b,  c  geschnitten  wird,  sind 

harmonisch.**     Oder:  harmonisch.**     Oder: 

„Vier    harmonische    Puncto  „Vier  harmonische  Strahlen 

bestimmen  mit  jedem  anderen  schneiden  jede  Gerade  in  vier 

Puncto  vier  harmonische  Strah-  harmonischen  Puncten***). 
len***). 

in.  In  Betracht  der  gegenseitigen  Lage,  welche  vier  harmonische 
Elemente  unter  sich  haben  können,  ßnden  folgende  Umstände  statt: 

Wenn  vier  harmonische  Puncto  a,  b,  b,  c,  von  denen  a  und  b,  c  und 
b  einander  zugeordnet  sind,  nach  der  Ordnung,  wie  (Fig.  3)  sie  vorstellt, 
auf  einander  folgen,  muss  nothwendig  b  näher  bei  b  als  bei  a  liegen  (I,  2), 


*)  Das  Wesentliche  der  obigen  Sätze  hat  Camot  in  seinem  Essai  sur  la  th^orie 
des  traruveraaUs  zuerst  f^egebcn.  Einen  Theil  davon  haben  schon  die  Griechen  gekannt 
(Pappus,  Collect.  Mathem.  Ubr.  VU.  Propos.  CXLV). 
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weil  dies  offenbar  für  c  der  Fall  ist;  und  umgekehrt,  womi  b  näher  bei  b 
als  bei  a  ist,  so  miiHS  c  oolhweadig  allemal  jenscite  b  liegen;  oder  wäre 
b  näher  bei  a  als  bei  6,  so  müsste  nothwendiger  Weise  c  diesseits  a  liegeo. 
Ebenso  ist  für  die  gegenwärtige  AufcinaDdcrfoIge  der  Punctc  erforderiicli. 
dass  b  näher  bei  b  als  bei  c  liegt.     Da  das  Verhältnias 

ac    ttb+bc 

TT  ~        bc 

so  .sieht  man,  dass,  wenn  man  die  zugeordneten  harmonischen  Poncte  0, 
b  festhält,  während  man  in  Gedanken  c  von  b  fortrücl^on  lässt,  der  Werth 
dieses  Verhältnisses  alsdann  immer  mehr  der  1  sich  nähert,  je  weiter  c 
sich  von  b  entfernt,   und  dass  daher  b  sich  gleichzeitig  immermehr  der 

ab- 
bi 

jenem  Verhältnias  gleich  sein  mus.s.  Lässt  man  endlich  den  unendlich  ent- 
fernten Punct  (\  der  Geraden  A  an  die  Stelle  von  c  treten,   so  wird  du 

genannt«  Verhältnias  H- -j-— ,  da  bq  unendlich  gross  ist,  schlechthin  ^1, 

und  dann  muss  nothwendiger  Weise  b  sich  in  der  genannten  Mitte  nt 
befinden.  Denkt  man  sich  ferner  die  Puncto  a,  b  fest  und  lässt  jetzt  c 
mehr  und  mehr  dem  Puncte  b  sich  nähern,  so  nähert  sich  offenbar  anch  tl 
dem  Puncte  b,  und  wenn  endlich  c  sich  mit  b  vereinigt,  so  voroinigt  sich 
zugleich  b  mit  ihnen  beiden.  Gleicherweise  können  sich  c  und  b  immer 
mehr  dem  anderen  festen  Puncte  a  nahem,  bis  sie  sich  endlich  gleichzeitig 
mit  ihm  vereinigen. 

Andererseits  folgt,  dass,  wenn  der  Strahl  d  mit  den  zugeordneten  hanno- 
nischen  Strahlen  a,  b  gleiche  Winkel  einschliesst,  so  dass  das  Verhältnisa 
sin(a<l) 


8. 


Harmonischo  Elemente. 


255 


a)  „Zu  irgend  zwei  festen 
Puncten  a,  b  einer  Geraden  A 
giebtes  unzählige  Paare  zuge- 
ordneter harmonischer  Puncte 
b,  c,  nnd  namentlich  bilden  der 
in  der  Mitte  zwischen  a  und  b 
liegende  Punct  m  und  der  un- 
endlich entfernte  Punct  q  der 
Geraden  A  ein  solches  Paar; 
und  ferner  ist  in  jedem  der  bei- 
den Puncte  0,  b  selbst  ein  sol- 
ches Paar  vereinigt." 

ß)  „Zu  irgend  einem  festen 
Punct  m  einer  Geraden  A  und 
zu  dem  unendlich  entfernten 
Puncte  q  derselben  giebt  es 
unzählige  zugeordnete  harmo- 
nische Punctepaare,  wie  etwa 
a,  b,  und  zwar  sind  je  zwei 
solche  Puncte  gleich  weit  von 
jenem  festen  Puncte  m  ent- 
fernt, und  umgekehrt,  je  zwei 
Puncte,  welche  gleich  weit  von 
jenem  festen  Puncte  entfernt 
sind,  sind  ein  solches  Paar." 

Y)  „Liegt  von  vier  harmo- 
nischen Puncten  einer  in  der 
Mitte  zwischen  zwei  einander 
zugeordneten,  so  ist  sein  zu- 
geordneter unendlich  entfernt, 

• 

und  umgekehrt,  ist  von  den 
vier  Puncten  einer  unendlich 
entfernt,  so  liegt  sein  zuge- 
ordneter in  der  Mitte  zwischen 
den  zwei  übrigea  Puncten." 


a)  „Zu  irgend  zwei  festen 
Strahlen  a,  b  eines  Strahlbü- 
schels S3  giebt  es  unzählige 
Paare  zugeordneter  harmoni- 
scher Strahlen  d,  c,  und  na- 
mentlich sind  die  zwei  Strah- 
len, welche  die  von  jenen  Stra- 
len  eingeschlossenen  Winkel 
hälften,  mithin  zu  einander 
senkrecht  srind,  ein  solches 
Paar;  und  ferner  ist  mit  jedem 
der  Strahlen  a,  b  ein  solches 
Paar  vereinigt." 

ß)  „Zu  irgend  zwei  zu  ein- 
ander senkrechten  und  festen 
Strahlen,  etwa  c,  d,  eines  ebe- 
nen Strahlbiischels  SB  giebt  es 
unzählige  zugeordnete  harmo- 
nische Strahlenpaare,  wie  et- 
wa a,  b,  und  zwar  sind  je  zwei 
solche  Strahlen  gleich  weit  von 
jedem  der  zwei  festen  Strahlen 
entfernt,  und  umgekehrt,  je 
zwei  Strahlen,  deren  Winkel 
von  jenen  zwei  festen  Strahlen 
gehälftet  werden,  sind  ein  sol- 
ches Paar." 

i)  „Schliesst vonvierharmo- 
nischenStrahlen  einer  mit  zwei 
einander  zugeordneten  gleiche 
Winkelein,  so  thut  sein  zuge- 
ordneter ein  Gleiches,  und  um- 
gekehrt, sind  zwei  zugeord- 
nete Strahlen  zu  einander  senk- 
recht, so  hälften  sie  die  von 
den  beiden  anderen  Strahlen 
eingeschlossenen  Winkel." 


Die  letzten  Sätze  (7),  welche  eigentlich  schon  in  (a)  und  (ß)  enthalten 
sind,  sind  deshalb  nochmals  deutliche^  ausgesprochen  worden,  weil  sie  sich 
auf  die  einfachsten  Fälle  von  vier  harmonischen  Elementen  beziehen;  Fälle, 
die  öfter  vorkommen  und  unter  gewissen  Umständen,  wie  leicht  zu  er- 
achten,  Bi^uemlichkeit  und  Vortheile  gewähren.     Solche  einfache  Fälle 
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lassen  sich,  wenn  beliebigo  vier  harmonische  Element«  gegeben  sind,  in- 
folge der  obigen  Sätze  (II),  wie  folgt,  darstellen  (vergl.  §  7,  II). 

Sind  irgend  vier  feste  haitnonische  Poncto  a,  b,  b,  c  gegeben,  und 
sollen  vier  Strahlen  a,,  d,,  b,,  c,  eines  Str&hlbüschels  S,  dorch  dieselben 
gelegt  worden,  welche  sich  in  dem  genanaten  einfachen  Falle  befinden, 
d.  h.,  von  welchen  zwei  augeordnete  zu  einander  senkrecht  sind,  oder  wis 
auf  dasselbe  hinauslauft  (■{),  von  denen  einer  mit  zwei  zugeordneten  gleidie 
Winkel  eluschliesst,  so  ist  unter  diesen  Bedingungen  offenbar  der  Ort  des 
Mittelpunctä  39,  des  Strahlbüschels  auf  zwei  bestimmte  Kreise  beschränkt, 
deren  Durchmesser  die  Abstände  ah,  et  der  zugeordneten  festen  harmo- 
nischen Punctotsind,  und  zwar  ist  der  Mittelpunct  33,  auf  den  ersten  oder 
auf  den  letzten  Kreis  beschränkt,  je  nachdem  die  Strahlen  a,  und  b,,  oder 
c,  und  d,  zu  einander  senkrecht  sind,  oder  mit  den  jedesmaligen  anderen 
Strahlen  gleiche  Winkel  einachliessen.  — 

Sind  andererseits  irgend  vier  feste  harmonische  Strahlen  a,  d,  b,  e 
gegeben,  und  soll  mau  sie  durch  eine  Gerade  A,  in  vier  Puncten  schneiden, 
welche  den  genannten  einfachen  Fall  darstellen,  so  kann  die  Gerade  A, 
dieser  Bedingung  offenbar  in  vier  verschiedenen  Richtungen  genügen;  denn 
ist  sie  mit  einem  der  vier  festen  Strahlen  parallel,  also  einer  ihrer  Durch; 
schnitte  unendlich  entfernt,  so  liegt  dessen  zugeordneter  in  der  Mitte 
zwischen  den  zwei  übrigen;  und  umgekehrt,  liegt  ein  Durchschnitt  in  der 
Mitte  zwischen  zwei  einander  zugeordneten,  so  ist  sein  zugeordneter  un- 
endlich entfernt  (y)  und  mithin  die  Gerade  A,  dem  entsprechenden  Sbrahle 
parallel.     Aus  dieser  Betrachtung  zieht  man  folgende  Sätze: 

S)   „Wenn    durch    beliebige  S)„Wenn  von  beliebigen  vier 

vier  feste  harmonische  Puncto  festen  harmonischen  Strahlen 
0,  b,  b,  c  vier  solche  Strahlen  a,  d,  b,  c,  eine  Gerade  Aj'  in  vier 
eines  Strahlbiischela  33,  gehen  solchen  Puncten  geschnitten 
sollen,  von  denen  das  eine  Paar        werden  soll,  dass  von  awei  tu- 
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Durch  den  letzteren  Satz  links  ist  die  Richtigkeit  der  obigen  Behaup- 
tung (§7,  n,  a)  dargethan. 

Wenn  man  also  durch  die  Spitze  eines  beliebigen  Dreiecks  zwei 
Strahlen  zieht,  wovon  der  eine  durch  die  Mitte  der  Grundlinie  geht,  und 
der  andere  mit  der  Grundlinie  parallel  ist,  so  sind  dieselben  zugeordnete 
harmonische  Strahlen  zu  den  zwei  (anderen)  Seiten  des  Dreiecks. 

IV.  Das  gemeinschaftliche  Gesetz,  dem  alle  Punctepaare  (b,  c)  oder 
Strahlenpaare  (d,  c)  unterworfen  sind,  welche  in  Bezug  auf  zwei  feste  Puncte 


„Wenn  die  Endpuncte  a,  b  der  Grundlinie  eines  Dreiecks  aS3b  (Fig.  4) 
fest  sind,  und  wenn  die  Gerade  d  oder  c,  welche  den  Winkel  an  der  Spitze 
oder  dessen  Nebenwinkel  hälftet,  stets  durch  einen  dritten  festen  Punct 
b  oder  c  der  Grundlinie  ^eht,  so  ist  der  Ort  der  Spitze  IB  dös  Dreiecks  ein 
bestimmter  Kreis,  welcher  den  Abstand  bc  des  dritten  festen  Punctes  b 
oder  c  von  demjenigen  Puncte  c  oder  b,  der  in  Bezug  auf  die  zwei  ge- 
nannten Endpuncte  a,  b  sein  zugeordneter  harmonischer  Punct  ist,  zum 
Durchmesser  hat." 

In  diesem  Falle,  wo  die  Strahlen  d,  c  die  von  den  Strahlen  a,  b  eingeschlossenen 
Winkel  hälften,  hat  man  bekanntlich 

IBa         ob  ac 


ob  bb    "■    bc   ' 

and  umgekehrt,  wenn  diese  Verhältnisse  gleich  sind,  so  findet  jene  Voraussetzung  statt. 
Daher  folgt  femer  der  nachstehende  bekannte  Satz: 

„Wenn  die  Endpuncte  a,  b  der  Grundlinie  eines  Dreiecke  a8b  fest 
sind,  und  wenn  das  Verhältniss  lBa:Sb  der  beiden  übrigen  Seiten  gege- 
ben ist,  so  ist  der  Ort  derSpitzelB  des  Dreiecks  ein  Kreis,  dessen  Mittel- 
punct  in  der  genannten  Grundlinie  liegt,  und  zwar  sind  die  Endpuncte 
dieser  Grundlinie  zu  den  Endpuncten  (b,  c)  des  in  ihr  liegenden  Durch- 
messers des  Kreises  zugeordnete  harmonische  Puncte;  und  ferner:  die 
zwei  Geraden  (d,  c),  welche  die  Winkel  an  der  Spitze  des  Dreiecks  hälften, 
gehen  stets  durch  zwei  feste  Puncte,  nämlich  durch  die  Endpuncte  (b,  c) 
des  genannten  Durchmessers."    Und  umgekehrt: 

^Nimmt  man  in  einem  Durchmesser  cb  eines  Kreises  irgend  zwei 
Puncte  o,b  an,  die  in  Bezug  auf  dessenEndpuncte  c,  b  zugeordnete  harmo- 
nische Puncte  sind,  so  haben  je  zwei  Gerade  aS,  blB,  welche  dieselben 
mit  irgend  einem  Puncte  S  des  Kreises  verbinden,  einerlei  Verhältniss, 
und  zwar  verhalten  sie  sich  allemal  wie  dieAbstände  der  angenommenen 
Puncte  von  dem  einen  oder  dem  anderen  Endpuncte  des  Durchmessers, 
also  wie  ab:bb,  oder  wie  ac:bc;  und  ferner:  die  zwei  Geraden  S3b,  Sc,  welche 
den  jedesmaligen  Punct  IB  im  Kreise  mit  den  Endpunoten  des  genannten 
Durchmessers  verbinden,  hälften  die  von  jenen  ersten  zwei  Geraden  ein- 
geschlossenen Winkel." 

Es  Hessen  sich  hier  leicht  noch  mancherlei  Folgerungen  über  harmonische  Puncte 
und  harmonische  Gerade  in  Beziehung  auf  den  Kreis  anschliessen ,  allein  da  sich  die- 
selben Eigenschaften  in  der  Folge  für  alle  Kegelschnitte  zugleich  beweisen  lassen,  so 
ist  es  zweckmässig,  sie  bis  dahin  zu  verschieben. 

Steiner's  Werke.    I.  17 
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a,   b  oder  Strahlen  a,  b  (Fig.  1)  zugeordnete  hannonische  Puocte  od« 
Strahlen  stod,  lä,sst  sich  folgeodermassen  genauer  bestimmen:        , 
Aus  den  obigen  Aosdrüclcen  (E,  2) 

ab  oc  sin  (ad)    sin(ac) 

ib         bc  '      8iD(bd)  8iii(bc)    ' 

durch  welche  die  harmonische  Lage  der  jedesmaligen  vier  Element«  be- 
dingt wird,  folgt  unmittelbar,  wenn  nämlich  der  Punct  m  in  der  Mitte 
zwischen  a  und  h,  und  der  Strahl  h  in  der  Mitte  zwischen  a  nnd  b  liegt: 

am+mb   am+mc 

bm — mb         mc — bm  ' 

sin(ah+hd)    8in(ah-|-hc)  , 

8in(bh — hd)  sin(ch — bh)  ' 

und  daraus  folgt  femer  durch  bekannte  Veränderui^en : 
mb.mc  =  ma' =  mb', 
tg(hd).  tg(hc)  =  tg'(ah)  =  tg'(bh), 
das  heisst: 

„Bei   irgend  vier  harmoni-  »Bei     vier     harmonischen 

sehen  Puncten  a,  b,  b,  c  ist  das  Strahlen  a,  d,  b,  c  ist  das  Pro- 
Rechteck  (mb.mc)  unter  den  duct  tg(hd).t^(hc)  der  Taogen- 
Abständen  zweier  »ugeördno-  ten  der  Winkel,  welche  zwei 
ten  Puncto  (b,  c)  von  dcmjeni-  zugeordnete  Strahlen  (d,  c)  mit 
gen  Puncte  (m),  welcher  in  der  dem  Strahle  (h)  einschliessen, 
Mitte  zwischen  den  zwei  übri-  der  in  der  Mitte  zwischen  den 
gen  Puncten  (a,  b)  liegt,  gleich  zwei  übrigen  Strahlen  (a,  b) 
dem  Quadrat  des  halben  Ab-  liegt,  gleich  der  zweiten 
Standes  (ma,  mb)  der  letzteren  Potenz  der  Tangente  des  hal- 
Puncte  von  einander."  ben  Winkels  ((ha),  (hb)),    wel- 

chen die  letzten  Strahlen    ein- 
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der  festen  Puncte  von  einander; 
und  2)  je  zwei  solche  Puncte 
liegen  jedesmal  auf  einerlei 
Seite  des  genannten  Punctes 
m;  und  umgekehrt:  jede  zwei 
Puncte,  welche  diesen  beiden 
Bedingungen  zugleich  genü- 
gen, sind  zugeordnete  harmo- 
nische Puncte  in  Bezug  auf  die 
genannten  zwei  festen  Puncte." 


Potenz  der  Tangente  des  hal- 
ben Winkels,  welchen  die 
festen  Strahlen  einschliesscn; 
und  2) beide  Strahlen  liegen  je- 
desmalauf  einerleiSeite  des  ge- 
nannten Strahles  h;  und  umge- 
kehrt: jede  zwei  Strahlen,  wel- 
che diesen  beiden  Bedingungen 
zugleichgenügen,  sindzugeord- 
note  harmonische  Strahlen  in 
Bezug  auf  die  genannten  zwei 
festen  Strahlen." 


Zwei   and  mehrere   Gerade,  und   zwei   und   mehrere   ebene 

Strahlbüschel. 

9.  Der  Gegenstand  der  bisherigen  Betrachtung  betraf  bloss  die  zwei 
Gebilde  S,  A,  nämlich  einen  ebenen  Strahlbüschel  S3  und  eine  Gerade  A, 
die  sich  in  solcher  Beziehung  entgegengesetzt  waren,  dass  ihre  Elemente 
einander  auf  bestimmte  Weise  entsprachen  und  dadurch  einem  bestimmten 
Gesetze  unterworfen  waren,  wobei  die  Gebilde  projectivisch  genannt 
wurden.  Die  weitere  Betrachtung  wird  sich  nun  auf  diß  Untersuchung 
der  gegenseitigen  Beziehung  ausdehnen,  welche  einerseits  zwischen  zwei 
Geraden,  die  mit  demselben  Strahlbüschel  projectivisch  sind,  und  anderer- 
seits zwischen  zwei  Strahlbüscheln,  die  mit  derselben  Geraden  projectivisch 
sind,  und  welche  femer  zwischen  mehreren  Gebilden,  Geraden  und  Strahl- 
büscheln,  die  unter  einander  projectivisch  sind,  stattfinden. 

I.  Sind  zwei  Gerade  A,  A,  (Fig.  8)  mit  einem  und  demselben  Strahl- 
büschel S  projectivisch,  so  dass  also  bestimmte  Puncte  a,  b,  c,  b,  ... 
in  der  Geraden  A  und  bestimmte  Puncte  ü,,  bj,  c„  b,,  ...  in  der  Geraden 
A,  auf  bestimmte  Weise  (§  2)  unter  einem  bestimmten  Gesetze  (§  4)  den 
Strahlen  a,  b,  c,  d,  . . .  des  Strahlbüschels  S3  entsprechen,  so  sollen  je 
zwei  Puncto  a  und  a,,  b  und  bj,  c  und  c,  u.  s.  w.  der  Goraden,  welche 
demselben  Strahl  des  Strahlbüschcls  entsprechen,  ebenfalls  „entsprechende 
Puncto^  heissen,  und  die  Geraden  sollen  in  Bezug  auf  das  ganze  System 
ihrer  entsprechenden  Punctepaare  fortan  „projectivisch^  genannt  werden. 
Und  wenn  die  projectivischon  Geraden  A,  Aj  solche  besondere  Lage  haben, 
dass  beide  zugleich  mit  dem  Strahlbüschel  93  perspectivisch  sind  (§  2), 
dass  nämlich  jeder  Strahl  des  Strahlbüschels  durch  die  ihm  entsprechenden 
Puncte  beider  Geraden  geht,  (wie  etwa  in  Fig.  7),  dann  sollen  die  Goraden 
ebenfalls  „perspectivisch^  genannt  .werden,  und  dann  heisst  der  Punct 
S3  „Projectionspunct**.     Jede  andere  Lage  der  Geraden,  die  nicht  per- 
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ijpectivUch  ist,  soll  „schiefe  Lage"  heiRsen.  Ferner  sollen  sowohl  bn 
der  schiefen,  als  bei  der  perspoctivischen  Lage  der  Geraden  Ä,  A, 
(iie  Strahlen  a,  b,  c,  . . .  oder  diejenigen  Goraden  ao,,  6b,,  CC,,  . . .,  die 
durch  entsprechende  Puncto  gehou,  „l'rojcctions.strahlen"  genannt  werden. 
Itei  der  per^jiectiv Ischen  Lage  der  Geraden  A,  A,  (Fig.  7)  gehen  also  alle 
ProjcctioDsstrahlen  durch  ^nen  bestimmten  l'uiict,  durch  den  Projection»- 
l»unct  33,  und  bilden  den  genannten  .Strahlbüschel  S,  bei  der  »cbiefcn  läge 
<lagegen  (Fig.  9)  treffen  sie  nicht  in  einem  Puncto  zusammen,  sondern  ae 
sind  einem  anderen  sehr  merkwürdigen  Gesetze  unterworfen,  welches  im 
dritten  Kapit«]  näher  untersucht  werden  wird. 

Hei  zwei  projectivischeu  Geraden  A,  A,  ist  ferner  die  Eigenthümlicb- 
keit  der  ParalleLstrahlen  in  Erwähnung  zu  bringen.  Belinden  sich  z.  B. 
die  Geraden  mit  dem  £trahlbüschel  S,  und  also  auch  unter  sich,  in  pa- 
spoctivischer  Lage  (Fig.  7),  und  sind  i\,  r  diejenigen  Strahlen,  die  mit  den 
Geraden  parallel  sind,  al.so  die  Parallclstrahlen  (§  2),  so  entttpricht 
mithin  der  Punct  q,  in  der  Geraden  A,  dem  unendlich  entfernten  I'oncte 
q  der  Geraden  A,  und  es  entspricht  der  Punct  t  in  der  Geraden  A  dem 
unendlich  entfernten  Puncto  r,  der  Geraden  A,.  Die  zwei  Punct«  (|,,  i 
sollen  fortan  „die  Durchschnitte  der  Parallelstrahlen"  genannt 
werden.  Es  ist  klar,  dass,  wenn  auch  die  Geraden  A,  A,  in  schiefe  Lage 
gebracht  werden  (Fig.  9),  dann  die  Projectionsstrahlen  q,  r  oder  q,q,  rr, 
immerhin  mit  ihnen  parallel  bleiben  (§  2),  weshalb  letztere  alsdann  immer 
noch  Parallelstrahlen  heisson  sollen. 

Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  wenn  die  Geraden  A,  A, 
perspectivisch  sind  (Fig.  7),  dann  in  ihrem  l)urch.schnittspuncte  (ee,) 
zwei  entsprechende  Puncto  e,  e,  vereinigt  sind,  indem  nämlich  der 
Projectionsstrahl  e  offenbar  beide  Geraden  zugleich  in  jenem  Puucte 
schneidet. 

II.  Sind  zwei  Strahlbtischol  fS,  SO,  (Fig.  11)  mit  einer  und  derselben 
Goraden  A  projectivisch,  so  dass  also  bestimmte  Strahlen  a,  b,  c,  d, . 
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falls  „perspectivisch"  hejssen,  und  dann  soll  die  Gerade  A  ihr  „per- 
specti  vi  scher  Durchschnitt"  genannt  werden.  Jede  andere  Lage  der 
StrahlbüschelSS,  S3j,  in  der  diese  nicht  perspectivisch  sind,  soll  „schiefe 
Lage'^  heimsen. 

Bei  zwei  projectivischen  Strahl büscheln  33,  33,  giebt  es  im  Allge- 
meinen unter  der  unzähligen  Menge  entsprechender  Strahlenpaare  zwei 
bestimmte  Paare,  die  sich  vor  allen  übrigen  auf  *eigenthümliche  Weise  aus- 
zeichnen, näntlich  dadurch,  dass  sowohl  die  zwei  Strahlen  des  einen  als 
die  des  anderen  Strahlbüschels  zu  einander  rechtwinklig  sind.  Befinden 
sich  z.  B.  die  Strahlbüschel  in  perspectivischer  Lage  (Fig.  10),  so  ist  im 
Allgemeinen  nur  ein  einziger  Kreis  unter  den  Bedingungen  möglich,  dass 
er  durch  die  Mittelpuncte  33,  33,  beider  Strahlbüschel  gehe,  und  dass  sein 
Mittelpunct  m  in  dem  perspectivischen  Durchschnitt  A  liege.  Sind  ö,  t 
die  Durchschnitte  dieses  Kreises  m  und  der  Geraden  A,  so  besitzen  offen- 
bar die  zwei  Strahlenpaare  s  und  s,,  t  und  t, ,  die  jenen  zwei  Puncten 
entsprechen,  dia  vorerwähnte  Eigenthümlichkeit,  da  nämlich  sowohl  s  und 
t,  als  s,  und  t,  rechte  Winkel  (§33t,  ö33jt,  Winkel  im  Halbkreise)  ein- 
schliessen,  und  es  folgt  femer,  dass  diesen  zwei  Strahlenpaaren  nur  allein^ 
die  genannte  Eigenthümlichkeit  zukomme.  Da  diese  Eigenschaft  nicht  von 
der  Lage  der  Strahlbüschel  abhängig  ist,  so  findet  das  Nämliche  statt,  wenn 
sich  die  letzteren  in  schiefer  Lage  befinden  (Fig.  11).  Die  zwei  Strahlcn- 
paare  s,  t  und  s,,  t,,  sollen  fortan  „die  Schenkel  der  entsprechenden 
rechten  Winkel"  heissen. 

Noch  mag  bemerkt  werden,  dass,  wenn  zwei  Strahlbüschel  33,  33,  per- 
spectivisch sind  (Fig.  10),  dann  allemal  zwei  entsprechende  Strahlen  e,  e, 
aufeinander  fallen,  nämlich  dieser  vereinigte  oder  gemeinschaftliche  Strahl 
(ee,)  ist  derjenige,  welcher  durch  die  Mittelpuncte  33,  33,  der  Strahl- 
büschel geht 

10.  Bei  projectivischen  Geraden  und  bei  projectivischen  Strahl  büscheln 
kann  zunächst  nach  den  Gesetzen  gefragt  werden,  welchen  ihre  entsprechen- 
den Elementenpaare  unterworfen  sind. 

Da  zwei  projectivische  Gerade  A,  A,,  zufolge  der  obigen  Erklärung 
(§  9»  1)5  ™*  einem  und  demselben  Strahlbüschel  33  projectivisch  sind,  so 
folgt  (vermöge  §  4  oder  §  6)  sogleich,  dass  zwischen  irgend  vier  ent- 
sprechenden Pnnctepaaren  beider  Geraden  ein  bestimmtes  Gesetz  statt- 
finden müsse.  Denn  sind  a,  b,  c,  d  irgend  vier  Strahlen  des  Strahl büschels 
33,  und  sind  a,  b,  c,  b  und  a,,  b,,  c,,  b,  die  ihnen  entsprechenden  Puncto 
in  den  Geraden  A  und  A,,  so  sind  gewisse,  von  jenen  Strahlen  abhängige 
Doppelyerhaltnisse  sowohl  gleich  bestimmten  Doppelverhältnissen,  die  von 
den  vier  ersteren  Puncten,  als  auch  gleich  bestimmten  Doppelverhältnissen, 
die  von  den  vier  letzteren  Puncten  abhängen,  folglich  müssen  auch  die 
letzteren  Doppelvcrhältnisse  gleich  jenen  sein,  die  sich  auf  die  vier  ersteren 
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Puncte  beziehen,  und  folglich  hat  i 


a) 


a,c,    gib, 
*.c.  "  6il>,  ' 
ji,bj_    a,l), 

&fi,  '  a,c, 

Da  andererseits  zwei  projectiviscbe  Strahlbüschel  SB,  S,  mit  eiaer  und 
derselben  Geraden  A  projectivisch  sind,  so  folgt  ähnlicher  Weise  wie  toi- 
hin,  dass  zwischenje  vier  entsprechenden  Strahlenpaaren  a,  b,  c,  d  und 
a,,  b,,  c,,  dj  beider  Strahlbüschel  ein  bostimmtea  Gesetz  statt  finden  mSsse, 
nämlich  dass  folgende  von  diesen  Strahlen  abhängige  DoppelverhaJtoisse 
gleich  sind  (§  4,  II): 


CD 
(2) 
(3) 


at 

ab 

ic 

bb 

ab 

ab 

cb 

cb 

ab 

ac 

bb 

bc 

(U) 


m 

(6) 


.m(ac) 
sin(bc)  ■ 

ain(ad) 
8m(b(i) 

.i„(a,c,) 
8m(b,c,) 

8m(a,d,) 
sinCb.d,)' 

»iii(ab) 

sm(a(l) 

■m(.,b,) 

.i„(a,d,) 

sinCcb)  ■ 

8in(cJ) 

,m(c,bj 

»i"(c,d,)  • 

«i„(.b) 

.i„(.c)  _ 

»in(a,b,) 

»in(a,c,) 

.inCdb) 

-.i»(do)  - 

,m(d,b,) 

»inCd.c,) 

Diese  Gesetüo  (I,  II)  lassen  sich,  wie-  folgt,  mit  Worten  aussprechen: 


a)  „Boi  zwei  projcctivischen 
Geraden  A,  A,  haben  jode  vier 
entsprechende  Punctepaare  a 
und  a,,  b  und  b,,  c  und  c,,  b  und 
b,  solche  gemeinschaftliche 
Beziehung  zu  einander,  dass 
die  drei  Doppelvcrhältniase, 
die  aus  den  gegenseitigen  Ab- 


a)  ,,Bei  zwei  projectivischen 
Strahlbüscheln  33,  93,  haben 
jede  vier  ontsprecbende  Strah- 
lenpaare a  und  a,,  b  und  b,,  c 
und  c,,  d  und  d,  solche  gemeiD- 
schaftliche  Beziehung  zu  ein- 
ander, dass  die  drei  Doppel- 
vcrhältnisso,    die  aus  den   Si- 
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femer  die  gegenseitige  Lage  der  einander  zugeordneten  Punctepaare  eben- 
falls in  beiden  Geraden  übereinstimmend  ist,  nämlich  in  dem  Ausdrucke  (1) 
(bezogen  auf  Fig.  7  oder  8)  folgen  die  zugeordneten  Punctepaare  (a  und  b, 
C  und  b;  0,  imd  b,,  c,  und  b,)  sowohl  in  der  einen  als  in  der  anderen 
Geraden  abwechselnd  auf  einander  (§  4,  6),  und  in  den  Ausdrücken 
(2,  3)  folgen  die  zugeordneten  Punctepaare  (a  und  c,  b  und  b;  a,  und  c,, 
b,  und  b, ;  oder  a  und  b,  b  und  c;  a,  und  b,,  b,  und  c,)  sowohl  in  der 
einen  als  in  der  anderen  Geraden  nach  einander  (§4,  a).  Dass  diese 
Uebereinstimmung  der  gegenseitigen  Lage  der  zugeordneten  Punctepaare 
in  beiden  Geraden  immer  stattßnde,  folgt  daraus,  dass  zwischen  jeder 
Geraden  und  dem  Strahlbüschcl  33,  mit  welchem  beide  projectivisch  sind, 
eine  ähnliche  Uebereinstimmung  obwaltet  (Ende  §4),  wodurch  denn  jene 
DOthwendiger  Weise  bedingt  wird. 

Ganz  ebenso  wird  man  andererseits  in  den  Ausdrücken  (II),  in  Hin- 
sicht der  Zusammenordnung  und  der  gegenseitigen  Lage  der  zugeordneten 
Strahlenpaare  in  den  zwei  Strahlbüscheln  33,  33, ,  eine  gleiche  Ueberein- 
stimmung wahrnehmen. 

Vermöge  dieser  Uebereinstimmung  und  vermöge  der  obigen  Ausdrücke 
(I,  II)  selbst  folgt  also,  dass,  wenn  von  den  8  Elementen,  auf  die  sich 
einer  dieser  Ausdrücke  bezieht,  irgend  7  gegeben  sind,  dann  das  achte 
Element  dadurch  ganz  unzweideutig  bestimmt  sei.  Denn  sind  z.  B.  die 
7  Puncto  a,  b,  c,  b;  d,,  b,,  c,  gegeben,  so  ist  der  Werth  des  Verhältnisses 
ttjb,  :b,b,  durch  die  drei  übrigen  Verhältnisse  eines  der  drei  Ausdrücke  (I) 
gegeben,  nun  könnte  aber  der  gesuchte  Punct  b,  diesem  Werthe  in  zwei 
verschiedenen  Lagen  genügen,  und  zwar  so,  dass  er  das  eine  Mal  zwischen 
und  das  andere  Mal  jenseits  der  festen  Puncto  a,,  b,  läge,  allein  da  die 
gegenseitige  Lage  der  vier  Puncto  a,,  b,,  c,,  b,  mit  der  der  vier  Puncto 
a,  b,  c,  b  übereinstimmend  sein  muss,  so  wird  dadurch  entschieden,  welche 
von  den  zwei  Lagen  dem  Puncto  b,  nur  allein  zukommen  könne.  Auf 
ganz  ähnliche  Weise  folgt,  dass  wenn  andererseits  von  den  8  Strahlen,  auf 
welche  sich  die  Ausdrücke  (II)  beziehen,  irgend  7  gegeben  sind,  dann  der 
achte  genau  bestimmt  sei  (vergl.  §  6).     Also  folgen  nachstehende  Sätze: 

P)    „Das  ganze  System  der  ß)    „Das   ganze  System   der 

entsprechenden  Punctepaare  entsprechenden  Strahlenpaare 
in  zwei  projectivischen  Gera-  in  zwei  projectivischen  Strahl- 
den  A,  A,  ist  bestimmt,  wenn  büscheln  33,  33,  ist  bestimmt, 
irgend  drei  Paare  gegeben  sind,  wenn  irgend  drei  Paare  gegeben 
d.  h.,  sobald  drei  solche  Paare  sind,  d.  h.,  sobald  drei  solche 
gegeben  sind,  etwa  a,  b,  c  und  Paare  gegeben  sind,  etwa  a,  b,  c 
ö|i  ^1  c,5  so  ist  zu  jedem  be-  und  a,,  b, ,  c, ,  so  ist  zu  jedem 
liebigen  vierten  Punct  (b)  in  beliebigen  vierten  Strahl  (d) 
der  einen  Geraden  (A)  der  ihm        des   einen  StrahlbüscKels  (33) 
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entsprechende  Punct  (b,)  in  der 
andercQ  Geraden  vermöge  der 
Ausdrücke  (I)  genau  be- 
stimmt." 


der  ihm  entsprechende  Strahl 
(dj)  des  anderen  Strahlbnschels 
vermöge  der  Ausdrücke  (11)  ge- 
nau bestimmt." 


Und  zwar  folgt  (vei^I.  §6,  ß): 


Y)  „Dass  man  in  zwei  Gera- 
den A,  A,  ganz  nach  Willkür 
drei  Punctepaare,  etwa  a  uud 
Q,,  b  und  6,,  c  und  q  auswählen 
und  sodann  festsetzen  könne, 
die  Geraden  sollen  projecti- 
visch  und  diese  drei  Puncte- 
paare sollen  entsprechende 
Punctepaare  sein." 


^)  „Dass  man  in  zwei  Strahl- 
busch ein  33,  9[  ganz  nach 
Willkür  drei  Strahlenpaare, 
etwa  a  und  a,,  b  und  b,,  c  und  c,, 
auswählen  und  sodann  fest- 
setzen köDue,  die  Strahl büscbel 
sollen  projectivisch  und  diese 
drei  Strahlenpaare  sollen  ent- 
sprechende    Strahlenpaare 


Und  ferner  folgt 
8)  „Sind  die  Puncto  a,  6,  c, 
b,  ■••  und  a,,  b,,  c,,  b,,  ...  in 
zwei  Geraden  A  und  A,  der 
Reihe  nach  dergestalt  gepaart, 
dass  zwischen  je  vier  Puncto- 
paaren  die'obigen  Bedingungen 
stattfinden,  nämlich  dass  sie 
dem  Gesetze  (I)  genügen,  und 
dass  die  gegenseitige  Lage  der 
vier  Puncto  in  der  einen  Gera- 
don mit  der  der  vier  Puncto  in 
der  anderen  Geraden  überein- 
stimmend ist,  so  sind  die  Gera- 


durch  Umkehrung: 

5)  „Sind  die  Strahlen  a,  b, 
c,  d,  ...  und  a, ,  b,,  c,-,  d, ,  ... 
zweier  Strahlbüschel  !d  und  39, 
der  Reihe  nach  dergestalt  ge- 
paart, dass  zwischen  je  vier 
Strahleupaaren  die  abigen  Be- 
dingungen statt  finden,  näm- 
lich dass  sie  dem  Gesetze  (II) 
genügen,  und  dass  die  gegen- 
seitige Lage  der  vier  Strahlen 
des  einen  Strahlbüschols  mit 
der  der  vier  Strahlen  des  an- 
deren Strahlbüschcls  überein- 
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a)  „Bei  zwei  projectivischen  Gebilden  —  seien  es  eine 
Gerade  und  ein  ebener  Strahlbüschel,  oder  zwei  Gerade,  oder 
zwei  ebene  Strahlbüschel — sind  die  Doppelvcrhältnisse,  welche 
durch  irgend  vier  Elemente  dos  einen  Gebildes  bestimmt  wer- 
den, gleich  den  Doppelverhältnissen,  welche  durch  die  vier  ent- 
sprechenden Elemente  des  anderen  Gebildes  bestimmt  werden; 
ferner  ist  die  gegenseitige  Lage  der  vier  Elemente  des  einen  Ge- 
bildes übereinstimmend  mit  der  der  vier  Elemente  des  anderen 
Gebildes.** 

ß)  „Daher  ist  das  ganze  System  der  entsprechenden  Elc- 
mentenpaare  zweier  projectivischen  Gebilde  bestimmt,  wenn 
irgend  drei  solcher  Paare  gegeben  sind." 

Y)  „Und  zwar  können  solche  drei  Paare  ganz  nach  Willkür 
angenommen  werden."     Und  umgekehrt  (a): 

8)  „Sind  die  Elemente  zweier  Gebilde  dergestalt  gepaart, 
dass  die  durch  irgend  vier  Elemente  des  einen  Gebildes  be- 
stimmten Doppelverhältnissc  gleich  sind  den  durch  die  vier 
entsprechenden  Elemente  des  anderen  Gebildes  bestimmten 
Doppelverhältnissen,  wobei  nothwendiger  Weise  die  jedesmaligen 
beiderseitigen  vier  Elemente  übereinstimmende  gegenseitige 
Lage  haben  müssen,  so  sind  die  Gebilde  in  Beziehung  auf  alle 
jene  Elementenpaare  projectivisch." 

IL  Aus  den  vorstehenden  Sätzen  folgt  unmittelbar  der  nachstehende 
umfassende  Satz: 

a)  „Sind  zwei  Gebilde  —  Gerade  oder  ebene  Strahlbüschel  — 
mit  einem  dritten  projectivisch,  so  sind  sie  es  auch  unter  sieb." 

Dieser  Satz  umfasst  nämlich  nachstehende  sechs  Fälle,  wovon  die 
zwei  ersten  schon  oben  (§  9)  als  Erklärung  projectivischer  Geraden  und 
projectivischer  Strahlbüschel  gegeben  wiurden: 

ß)    „Sind    zwei     Gerade    A,  ß)  „Sind  zwei  Strahlbüschel 

A,    mit   einem   und   demselben       93,  93^  mit  einer  und  derselben 
Strahlbüschel  S3  projectivisch,        Geradon    A    projectivisch,     so 


so  sind  sie  es  auch  unter  sich." 
y)  „Sind  eine  Gerade  A  und 
ein  Strahlbüschel  S3  mit  einer 
und  derselben  Geraden  Aj  pro- 
jectivisch, so  sind  sie  es  auch 
unter  sich." 

8)  „Sind  zwei  Gerade  A,  A, 
mit.  einer  dritten  Geraden  A, 
projectivisch,  so  sind  sie  es 
auch  unter  sich." 


sind  sie  es  auch  unter  sich." 

Y)  „Sind  ein  Strahlbüschel 
33  und  eine  Gerade  A  mit  einem 
und  demselben  Strahlbüschel 
33,  projectivisch,  so  sind  sie 
es  auch  unter  sich." 

8)  „Sind  zwei  Strahlbüschel 
33,  33,  mit  eineih  dritten  Strahl- 
büschel SSj  projectivisch,  so 
sind  sie  es  auch  unter  sich." 
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III.  Durch  Wiederholung  und  Zusauunensetzung  der  vivstehendeB 
Sätze  (H)  gelangt  man  unmittelbar  zu  dem  nachfolgendea  ausgedehntooi 
Satze: 

„Ist  bei  irgend  einer  Anzahl  von  n  Gebilden  —  Gerade  nod 
ebene  StrahlbÜBchel  —  in  irgend  einer  beetimmten  Ordnung  ge- 
nommen, der  Reihe  nach  jedes  Gebilde  mit  dem  darauf  folgeD- 
deo  projectivisch,  so  ist  jedes  mit  jedem,  also  namentlich  auch 
das  erste  mit  dem  lotzten,  projectivisch." 

12.  Was  nun  die  vorhin  erwähnten  besonderen  Fälle  anbctriß  (§  11), 
so  sind  davon  zwei  Arten  zu  unterscheiden,  nämitch  entweder  sind  bei 
beliebigen  Gebilden  solche  Elementeupaarc  zu  betrachten,  (nr  welche 
die  Ausdrücke  (§  10,  I,  II)  wesentlich  vereinfacht  werden,  oder  es  sind 
solche  Gebilde  zu  betrachten,  boi  denen  für  je  vier  entsprechende  Ele- 
mcutcnpaare  jene  Ausdrücke  vereinfacht  werden. 

Die  besonderen  Fälle  der  ersten  Art  entstehen  dadurch,  dass  durch 
die  Kigenthümlichkcit  der  Elementenpaare  entweder  einzelne  VerhEltnisse 
in  den  genannten  Ausdrücken  gleich  1,  oder  dass  der  Wcrth  eines  Doppelver- 
hältnisscs  gleich  1  wird.     Die  wichtigsten  Fälle  der  Art  sind  folgende: 

I.  Nimmt  man  bei  zwei  projectivischcn  Geraden  A,  A,  anstatt  der  Puncte- 
paare  c  und  c,,  b  und  b,  die  zwei  l'unctopaarc  q  und  q,,  r  und  r,,  die 
den  Parallelstrahlen  zugehören,  wo  uäiiilich  q,  r,  die  unendlich  entferatai 
Puncto  der  Geradeu  A,  A,,  und  wo  q,,  r  die  sogeuunnteu  Durchschnitte 
der  Parallelstrahlen  sind  (§9,  I),  so  werden  die  Ausdrücke  (§  10,  I) 
(zufolge  §  7,  I),  wie  folgt,  vereinfacht: 

M.   .1 
"M, 

"^  =  1 
ab 


(1) 


1 :  -r-i-   : 


ab:or  = 
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(welcher  wichtiger  ist,  als  die  beiden  übrigen),  wenn  man  bemerkt,  dass 
8in(90®±x)  =  cosx,  also  z.B.  sin*(at)  =  cos(as) 

8in(as)     co8(as)   _???(^i)_ .  3°(^i^ 

^  ^  8in(b8) '  cos(bs)  cos(b,t,)  "   sin(bjt,)  ' 

oder 

(t)  tg(as):tg(bs)  =  tg(b,t,):tg(a,tj 

und 

(S)  tg(a8).tg(a,tj  =  tg(bs).tg(b,t,). 

Eben  so  hat  man 

(t,)  tg(at)  :  tg(ht)  =  tg(b,s,)  :  tg(a,sj, 

und 

(6,)  tg(at).tg(a.s,)  =  tg(bt).tg(b,sj. 

Die  Ausdrücke  (ß,  8,  8,)  enthalten,  mit  Worten  ausgesprochen,  nach- 
folgende merkwürdigen  Sätze: 

„Bei  zwei  projectivischen  ^B^i  zwei  proje.ctiviachen 
Geraden  A,  A,  ist  das  Recht-  Strahlbüscheln  S,  S,  ist  das 
eck  (ar.a,q,)  unter  den  Abstän-  Product  aus  den  Tangenten  der 
den  irgend  zweier  entsprechen-  Winkel,  welche  irgend  zwei 
den  Puncto  ((1,0,;  oder  b,  b,,...)  entsprechende  Strahlen  mit 
von  den  Durchschnitten  (r,  q,)  den  ungleichnamigen  Sehen- 
der Parallelstrahlen  unverän-  kein  (s,  t,,  oder  s,,  t)  der  ent- 
derlich,  d.  h.,  für  alle  Puncto-  sprechenden  rechten  Winkel 
paare  hat  dieses  Rechteck  einschliossen,  von  unveränder- 
einerlei  Inhalt.*'  lichem  Werthe." 

Wenn  also  bei  zwei  projectivischen  Geraden  A,  A,  die  Durchschnitte 
(r,  q,)  der  Parallelstrahlen  und  ausserdem  irgend  ein  Paar  entsprechender 
Puncto  a,  Gj  gegeben  sind,  so  sind  die  Ausdrücke  (a,  ß),  durch  welche  zu 
irgend  einem  Puncto  der  einen  Geraden,  etwa  zu  dem  Puncto  b  in  der 
Geraden  A,  der  entsprechende  Punct  b,  in  der  anderen  Geraden  A,  be- 
stimmt wird,  sehr  einfach  und  bequem.  Nebstdem  nämlich,  dass  durch 
die  genannten  Ausdrücke-  über  die  Grösse  des  Abstandes  (b,q,)  des  Puuctes 
b,  von  dem  Durchschnitte  q,  dos  Parallelstrahlcs  entschieden  wird,  wird 
durch  die  Uebereinstimmung  der  gegenseitigen  Lage  der  Puncto  in  beiden 
Geraden  die  Lage  des  Punctes  b,  genau  bestimmt,  denn  je  nachdem  die 
Puncto  0,  b  auf  einerlei  oder  auf  verschiedenen  Seiten  des  Punctes  r 
liegen,  befinden  sich  übereinstimmend  die  Puncto  a,,  b,  auf  einerlei  oder 
auf  entgegengesetztbn  Seiten  des  Punctes  q,  (§  10).  Wie  leicht  zu 
sehen,  findet  andererseits  bei  den  zwei  Strahlbüscheln  S3,  S3|  in  Rücksicht 
der  Ausdrücke  (7,  8)  Aehnlichos  statt. 
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Es  ist  ferner  leicht  zu  sehen,  dasH  umgekehrt,  weuo  in  zwtii  projecti- 
vischen  Geraden  A,  A,  irgoiid  tlroi  ouütprechende  Punctepaare  0,6,c  anA  | 
a,,  b,,  C,  gegeben  mnd,  dann  durch  dl euelben  dio  Durchschnitte  r,  q,  d«t  ' 
ParallelstrahlcQ  bestimmt  und  mittebt  der  Ausdrücke  (1,  2,  3)  oder  (§  10, 1) 
KU  finden  sind;  und  dass  eben  so,  wenn  in  zwei  projecti  vi  sehen  Stnht 
biischoln  33,  S,  irgend  drei  entsprechende  Strahlenpaare  a,  b,  c  und  t,, 
^17  C|  gegeben  sind,  dann  die  Schenkel  (»,  t,!<,,t,)  der  entsprecheDda 
rechten  Winkel  (st),  (s,t,)  vormögo  der  Ausdrücke  (§  10,  II)  bestimmt  nod 
zu  finden  sind. 

II.  Von  den  Ausdrücken  (I,  11,  §  10),  (auf  Fig.  7,  8  und  10,  11  be- 
zogen), gestatten  verm^e  der  gegenseitigen  Lage  der  Elemente  nur  »et, 
nämlich  nur  die  Ausdrücke  (I,  4,  §  10)  den  besonderen  Fall,  dass  der 
Werth  der  darin  enthaltenen  Doppetverhältuisse  gleich  1  wird,  und  da  alsdann 
die  beiderseitigen  vier  Elemente,  auf  die  sieh  der  jedesuiialige  Ausdruck 
bezieht,  zugleich  harmonisch  sind  (§  8, 1,  et),  so  folgt  also  (was  zum  Theü 
schon  in  §  8,  II  ausgesprochen): 

„Dass   bei  zwei  projectivi-  „Dass   bei   zwei  projectivi- 

schen  Geraden  A,  A^  irgend  sehen  Strahlbüscheln  33,  S,  ir- 
vier  harmunischou  Tuncten  in  gcnd  vier  harmonischen  Strah- 
der  einen  Geraden  auch  vier  len  in  dorn  einen  Büschel  auch 
harmonische  Puncto  in  der  an-  vier  harmonische  Strahlen  in 
deren  Geraden  entsprechen."  dem     anderen     Buschet     ent- 

sprechen." 

Und  umgekehrt  (§  8,  I,  ß): 
„yind    in   jeder    von    zwei  „Sind    in   jedem    von    zwei 

Geraden  A,A,  irgend  vier  bar-  Strahlbüscheln  33,  93,  irgend 
monischo  Puncte  a,  b,  b,  c  und  vier  harmonische  Strahloa  a,  d, 
0,,  b,,  b,,  c,  gegeben,  so  kann  b,  c  und  a,,  d,,  b,,  c,  gegeben, 
man     auf    acht    verschiedene        so  kann  man  auf  acht  verschie- 
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13.  Die  besonderen  Fälle  der  zweiten  Art  (§  12)  bestehen  darin, 
dass  bei  den  projectivischen  Geraden  A,  A,  entweder  je  zwei  entsprechende 
Abschnitte  g^^iches  Verhältniss  zu  einander  haben,,  oder  einander  gleich 
sind,  und  dass  bei  den  projectivischen  Strahlbüscheln  33,  33,  je  zwei 
entsprechende  Winkel  einander  gleich  sind.  Von  der  Möglichkeit  dieser 
Fälle  kann  man  sich  leicht  überzeugen,  wenn  man  die  Gebilde  in  per- 
spectivischer  Lage  betrachtet,  nämlich  wie  folgt. 

L  a)  Bei  zwei  perspectivischen  Geraden  A,  A,  könne?n  die  beson- 
deren Umstände  eintreten,  dass  entweder  a)  der  Projectionspunct  33  (§  9) 
unendlich  entfernt  liegt,  so  dass  die  Projectionsstrahlen  a,  b,  c,  . . .  sämmt- 
lich  parallel  sind  (wie  z.  B.  in  Fig.  12),  oder  ß)  die  Geraden 'A,  A,  können 
parallel  sein,  und  der  Projectionspunct  33  entweder  1)  zwischen  denselben 
(wie  in  Fig.  6),  oder  2)  jenseits  derselben  liegen  (wie  in  Fig.  13).  In 
jedem  dieser  Fälle  findet  offenbar  die  besondere  Eigenschaft  statt:  „Dass 
je  zwei  entsprechende  Abschnitte  der  Geraden  A*  A,  einerlei 
Verhältniss  haben,"  so  dass  man  also,*  statt  des  obigen  Gesetzes 
(§  10, 1)  in  diesem  Falle  z.  B.  hat : 

,.v  ab         ac         ab         bc 

(1)  — ^—  = =  — r—  =  -t: =  u.  s.  w. 

a,b,       as^       a,b,       b,c, 

Zwei  Gerade,  denen  diese  besondere  Eigenschaft  zukommt,  sollen  fortan 
projectivisch  „ähnlich"  heissen. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt  unmittelbar: 

„Dass  das  ganze  System  der  entsprechenden  Punctepaare 
zweier  projectivisch  ähnlicher  Geraden  A,  A,  bestimmt  sei,  wenn 
irgend  zwei  solche  Paare  gegeben  sind."     Und 

„Dass  man  nach  Willkür  zwei  solche  Paare  annehmen  und 
sodann  festsetzen  könne,  die  Geraden  sollen  projectivisch  ähn- 
lich und  jene  Paare  sollen  entsprechende  Punctepaare  sein." 

Femer  folgt  mit  Rücksicht  auf  das  Gesetz  (§  10,  I): 

„Dass  zwei  projeclivische  Gerade  A,  A,  allemal  ähnlich  sind, 
sobald  irgend  drei  Paar  entsprechende  Abschnitte,  welche  durch 
drei  Paar  entsprechende  Puncto,  etwa  a,  b,  C  und  a,,  b, ,  c,,  be- 
stimmt werden,  gleiches  Verhältniss  haben,  d.  h.,  wenn 

ab :  a,b,  =  ac :  a,c,  =  bc :  b,c, 
ist"     Und: 

„Dass  zwei  projectivischo  Gerade  ähnlich  sind  und  per- 
spectivisch  liegen,  sobald  irgend  drei  Projectionsstrahlen,  etwa 
a,  b,  c  parallel  sind." 

Noch  bleibt  ein  Umstand  zu  bemerken,  der  bei  späteren  Betrachtungen 
interessante  Folgen  nach  sich  zieht,  nämlich  dass  bei  projectivisch  ähn- 
lichen Geraden  A,  A,  jedem  endlich  entfernten  Puncto  der  einen  Geraden 
ein  eben  solcher  Punct  in  der  anderen  .Geraden  entspricht.    Denn  in  Fig.  12 
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findet  offenbar  gar  kein  ParallelBtrahl  q  statt  (§  9, 1),  und  in  Hg.  6  md 
13  haben  beide  Geraden  einen  gemeinschaftlichen  Parallelstr&hl  q. '  Dakr 
folgt  also  nothweadiger  Weise: 

„Dass  bei  zwei  projectivisch  ähnlichea  Geraden  ihre  ivei 
unendlich  entfernten  Puncte  (q,  (J,)  entsprechende  Puncta  aind' 
Und  umgekehrt: 

„Wenn  bei  zwei  projectivischen  Geraden  ihre  anendlich  ent- 
fernten PuiTcte  enteprecheude'  Paucte  sind,  so  sind  die  Ger&deD 
ähnlich." 

b)  Wenn  femer  bei  zwoi  projectivischen  Goraden  A,  A,  entwed« 
a)  die  Projectionsstiahlen  a,  b,  c  . . .  parallel  (Fig.  12)  und  beide  Gerads 
mit  ihnen  gleiche  Winkel  einschliessen  (so  das«  b,aa,  =  b,a,a),  od« 
ß)  wenn  die  Geraden  parallel  und  der  Projectjonsponct  33  in  der  lEtte 
zwischen  ihnen  liegt  (Fig.  6),  oder  endlich  7)  wenn  sowohl  die  Geraden 
als  die  Projectionsstrahlen  unter  sich  parallel  sind  (Fig.  14),  dann  findet 
offenbar  die  besondere  Eigenschaft  statt:  „Dass  je  zwei  entsprechende 
Abschnitte  der  Goraden  A,  A,  einander  gleich  sind,"  so  dass  mao 
statt  des  vorigen  Gesetzes  (a,  1)  in  diesem  Falle  hat: 
(2)  ab  =  a,b„    ac  =  a,c„    bc  =  b,Ci    u.  s.  w. 

In  dem  gegenwärtigen  Falle  sollen  deshalb  die  Geraden  A,  A,  pro- 
jectivisch „gleich"  (congruent)  heisscn. 

Dieser  Rctrachtung  zufolge  ist  also  „bei  zwei  projectivisch  glei- 
chen Geraden  das  ganze  System  der  entsprechenden  Pancte- 
paare  bestimmt,  sobald  ein  einziges  Paar  gegeben  ist." 

Auch  folgt,  wie  leicht  zu  sehen,  „dass  zwei  projectivische  Gerade 
A,  A,  allemal  gleich  sind,  sobald  irgend  drei  Paar  entsprechende 
Abschnitte  derselben,  welche  durch  drei  entsprechende  Poncte- 
paare,  etwa  a,  b,  c  und  a,,  b,,  c,  bestimmt  werden,  einander 
gleich  sind,  d.  h-,  wenn 

ab  =  a,b„    ac  =  a,c„    und    bc  =  b,c, 
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spectivischer  Durchschnitt  A  sich  ins  Unendliche  entfernte,  wodurch  Fig.  15 
entstände.  In  jedem  dieser  zwei  Fälle  findet  offenbar  die  besondere  Eigen- 
thümlichkeit  statt  : 

„Dass  je    zwei    entsprechende    Winkel    der    beiden    Strahl- 
büschel 93,  93,    einander  gleich  sind;^    so  dass  man  also  statt  des 
obigen  Gesetzes  (§  10,  II)  nur  die  einfache  Beziehung  hat: 
(3)         (ab)  =  (a,b;),    (ac)  =  Ca,c,),    (bc)  =  b,c,)    u.  s.  w. 

Zwei  Strahlbüschel,  denen  diese  besondere  Eigenschaft  zukömmt,  sollen 
projectiyisch  „gleich^  heissen. 

Es  folgt  aus  dieser  Eigenschaft  unmittelbar:  „Dass  das  ganze 
System  der  entsprechenden  Strahlenpaare  zweier  projectiyisch 
gleicher  Strahlbüschel  bestimmt  sei,  sobald  ein  einziges  solches 
Paar,  etwa  a,  a^,  gegeben  ist.^  Jedoch  sind  dabei  in  Hinsicht  der 
Aufeinanderfolge  der  Strahlen  oder  der  Lage  der  Strahlbüschel  zwei  Fälle 
zu  unterscheiden.  Nämlich  man  kann  die  Strahlen  der  Reihe  nach  in 
beiden  Strahlbüscheln  entweder  in  gleicher  oder  in  umgekehrter  Ord- 
nung aufeinanderfolgend  annehmen;  d.  h.,  man  kann  annehmen,  die  Strahlen 
a,  d,  b,  c,  . . .  und  a,,  d,,  b,,  Cj,  ...  folgen  sich,  von  den  Mittelpuncten 
der  Strahlbüschel  aus  betrachtet,  entweder  1)  in  beiden  Strahlbüscheln 
rechtsherum,  oder  in  beiden  linksherum  (wie  z.  B.  Fig.  15)  oder  2)  in 
dem  einen  Strahlbüschel  rechtsherum  und  in  dem  anderen  linksherum 
(wie  z.  B.  Fig.  5).  Das  Gesagte  findet  statt,  die  Strahlbüschel  mögen  sich 
in  perspectivischer  oder  schiefer  Lage  befinden.  Im  Falle  (1)  sollen  die 
Strahlbüschel  „gleichliegend^  und  im  Falle  (2)  sollen  sie  „ungleich- 
liegend^  heissen.  Wird  der  eine  Strahlbüschel  in  Gedanken  umgewandt, 
ond  wiederum  zu  dem  anderen  in  dieselbe  Ebene  gelegt,  so  wird  die 
Ordnungsfolge  seiner  Strahlen  offenbar  entgegengesetzt,  so  dass,  wenn  die 
Strahlbüschel  vorher  gleichliegend  waren,  sie  jetzt  ungleichl legend 
sind,  und  auch  timgekehrt.  Dieser  Unterschied  der  Lage  zweier  projecti- 
visch  gleicher  StraUbüschel  giebt  sich  weiter  unten  bei  der  Erzeugung 
der  Kegelschnitte  auf  sehr  auffallende  Weise  kund. 

Es  folgt  femer:  „Dass  zwei  projectivische  Strahlbüschel  35,  33, 
allemal  gleich  sind,  sobald  irgend  drei  Paar  entsprechende  Win- 
kel*derselben,  welche  durch  drei  entsprechende  Strahlenpaare 
bestimmt  werden,  gleich  sind."     Und: 

„Dass  daher  zwei  projectivische  Strahlbüschel  gleich  sind 
und  perspectivisch  liegen,  sobald  irgend  drei  entsprechende 
Strahlenpaare  parallel  sind." 

Endlich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  es  bei  zwei  projectivisch 
gleichen  Strahlbüscheln  nicht  nur  ein  Paar  entsprechender  rechter  Winkel 
giebt  (§  9,  n),  sondern  dass  vielmehr  jedem  rechten  Winkel  des  einen 
Strahlbüschels  auch  ein  eben 'solcher  im  anderen  entspricht. 
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Von   der   gegenseitig 


age  der  Gebilde  und  d 
iätzon  und  Aufgaben. 


14.  Nachdem  die  allgtimeinen  und  beaonderon  Gesetze,  die  xvischm 
den  entsprechend  CD  ElementenpaarcD  zweier  projectivischer  Geraden  Ä,  A, 
und  zweier  projoctiviHcher  Strahl büachcl  S,  33,  stattfioden,  untersucht  wor- 
den, sind  nunmehr  die  Eigeaschaften ,  welche  von  der  gegenseitigen  Lage 
der  Gebilde  herrühren,  genau  zu  betrac)iten,  und  zwar  sollen  zunächst  &t 
Merkmale  aufgesucht  werden,  woran  man  erkennt,  ob  zwei  solche  Gebilde 
sich  in  perspectivischer  oder  in  schiefer  Lt^e  befinden. 

Da  bei  zwei  projocti  vi  sehen  Geraden  A,  A,,  wenn  sie  perspectivisdi 
liegen,  zwei  entsprechende  Punctc  (e,  e,)  in  ihrem  Durchschnitte  verein^ 
sind  (§  9,  1),  und  da  da.s  ganze  System  ihrer  entsprechenden  Punctepairs 
bestimmt  Ist,  sobald  irgend  drei  Paare  gegeben  sind  (§  10,  ß),  so  folgt 
nothwendigcr  Weise,  dass  sie  sich  allemal  in  perspectivischer  Lage  befin- 
den werden,  wenn  entweder  irgend  zwei  entsprechende  Puncte  in  ihrem 
Durchschnitte  vereinigt  sind,  oder  wenn  irgead  drei  Projectionsstrahlen  ia 
einem  Puncte  zusammentreffen. 

Sind  z.  B.  die  Geraden  A,  A,  (Fig.  8)  in  Ansehung  der  Puncte  0,  b,  c, .-. 
und  a,,  6,,  c,,  ...  projectivisch ,  und  man  denkt  sich  dieselben  in  solche 
Lage  gebracht,  dass  irgend  zwei  entsprechende  Puncte,  etwa  e  und  e„  m- 
sammenfallen  (Fig.  7),  so  müssen  alle  Projectionsstrahlen  aa,,  bi,,  cc„  ... 
durch  einen  und  denselben  Punct  gehen.  Denn  fände  dieses  nicht  statt, 
so  könnte  man  den  Punct  33,  in  welchem  ii^end  zwei  Strahlen,  etwa  Ofl,, 
bb,,  »ich  begegnen,  als  Mittel  punct  eines  Strahl  büsch  eis  33  annehmen,  und 
dann  würde  letzterer  die  Geraden  A,  A,  projectivisch  schneiden  (§  9, 1), 
und  zwar  wären  a  und  a,,  b  und  b,,  t  und  e,  drei  entsprechende  Puncle- 
paare;  da  aber  durch  drei  Paar  entsprechender  Puncte  dte  ganze  System 
der  entsprechenden  Punctcpaarc  bestimmt  ist  (§  10,  ß),  so  muss  das  neue 
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[>aaTe  sind,  allein  da  diese  Punctepaare  auch  zu  dem  gegebenen  System 
von  entsprechenden  Punctepaaren  gehören,  so  sind  die  Geraden  in  beiden 
Fällen  für  die  nämlichen  Pmictepaare  projectivisch,  mid  folglich  geht  jeder . 
Strahl  d,  ...  des  Strahlbüschels  33  durch  zwei  gegebene  entsprechende 
Puncte  b  und  b,, . . .  der  Geraden  A,  Ap  oder  umgekehrt,  jeder  Projections- 
strahl  der  Geraden  geht  durch  jenen  Punct  S3,  und  folglich  liegen  die 
Geraden  perspectivisch. 

Da  andererseits  bei  zwei  projectivischen  Strahlbüscheln  S,  S^  wenn 
sie  perspectivisch  liegen,  zwei   entsprechende  Strahlen  (e,  e^)  zusammen- 
Tallen  (§  9,  n),  und  da  das  ganze  System  ihrer  entsprechenden  Strahlen- 
paare bestimmt  ist,   sobald   irgend  drei  Paare  gegeben'  sind  (§  10,  ß),   so 
ist  klar,  dass  sie  sich  allemal  in  perspectivischer  Lage  befinden  werden, 
wenn  entweder  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  auf  einander  fallen,  oder 
wenn  die  Durchschnitte  von  irgend  drei  entsprechenden  Strahlenpaaren  in 
einer  und  derselben  Geraden  liegen.     Sind  z.  B.  die  Strahlbüschel  S,  Sj 
(Fig.  11)  in  Ansehung  des  Systems  von  entsprechenden  Strahlen  a,  b,  c,  ... 
and  a^,  b,,  c,,  ...  projectivisch,  und  man  denkt  sich  dieselben  in  solche 
Lage  versetzt,  dass  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen,   etwa  e  und  Cj, 
auf  einander  fallen  (Fig.  10),  so  müssen  jede  zwei  entsprechende  Strahlen 
a  und  a^,  b  und  bj,  c  und  Cj,  ...    sich  auf  einer  und  derselben  Geraden 
A  schneiden.   Denn  legt  man  durch  zwei  solche  Durchschnitte,  etwa  durch 
die  Durchschnitte  a,  b  der  Strahlenpaare  a  und  a^,  b  und  b^  eine  Gerade 
A,  so  würden,  wenn  man  für  einen  Augeublick  um  die  Mittelpuncte  S3,  S3i 
statt  der  gegebenen  Strahlbüschel  sich  andere  denken  wollte,   welche  die 
Gerade  A  zum  perspectivischen  Durchschnitt  (§  9,  II)   hätten,    dieselben  ^ 
von  den  gegebenen  nicht  verschieden  seia  können,  weil  sie  mit  ihnen  die 
drei  entsprechenden  Strahlenpaare  a  und  a^,  b  und  b^,  e  und  e^,  wodurch 
das  ganze  System  der  entsprechenden  Strahlenpaare  bestimmt  wird,  gemein 
hätten,  folglich  schneiden  sich  je  zwei  entsprechende  Strahlenpaare  c  und  c, , 
d  und  dj, . . .  der  gegebenen  Strahlbüschel  auf  der  nämlichen  Geraden  A, 
und  folglich  liegen  die  Strahlbüschel  perspectivisch.     Wird  femer  ange- 
nommen, die  gegebenen  Strahlbüschel  93,  S3,  (Fig.  11)  seien  in  solche  Lage 
versetzt,   dass  irgend  drei  entsprechende  Strahlenpaare,  etwa  a  und  a^, 
b  und  bj,   c  und  c^,   sich  auf  einer  Geraden  A  schneiden  (Fig.  10),   so 
würden,  eben  so  wie  vorhin,  wenn  man  sich  um  die  Mittelpuncte  93,  S^ 
ausser  den  gegebenen  Strahlbüscheln  noch  andere  denken  wollte,  welche 
die  Gerade  A  zum  perspectivischen  Durchschnitt  hätten,    dieselben  nicht 
von  den  gegebenen  verschieden  sein  können,  weil  sie   mit  ihnen  die  ge- 
nannten drei  entsprechenden  Strahlenpaare  gemeia  hätten,  folglich  müssen 
die  gegebenen  Strahlbüschel  perspectivisch  liegen   und  die  Gerade  A  zum 
perspectivischen  Durchschnitt  haben. 

Denmach  hat  man  nachstehende  Sätze: 
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„Zwei  projectiviscbe  Ge- 
rade A,  A,  befinden  sich  alle- 
mal in  perBpectivisclier  Lage, 
wenn  entweder  a)  irgend  zwei 
eotsprecheode  Pnncte  in  ihrem 
Durchschnitte  vereinigt  sind; 
oder  ß)  wenn  irgend  drei  Pro- 
jectionsstrahlen  in  einem 
Puncte  ZQsammen treffen."  Und 
umgekehrt:  „Wenn  von  diesen 
zwei  Umständen  (aoderß)  der 
eine  oder  der  andere  entschie- 
den nicht  Btattfindet,  so  befin- 
den sich  die  Geraden  allemal 
in  schiefer  Lage." 


„Zwei  projectivische  Strahl* 
bäscfaet  S3,  SB,  befinden  sieh 
allemal  i  n  perspectWiseher 
Lage,  wenn  entweder  a)  irgend 
zwei  entsprechende  Strahlen 
aufeinander  fallen,  oder  ß)  wenn 
irgend  drei  entaprecliende 
Strahlenpaare  sich  aaf  ein« 
Geraden  schneiden."  Undmnge- 
kehrt;  „Wenn  von  diesen  swai 
Umständen  (a  oder  ß)  der  eine 
oder  der  andere  entschieden 
nicht  stattfindet,  so  befinden 
sich  die  Strahl  büschel  allemal 
in  Schiefer  Lage." 


Demnach  können  zwei  projectivischo  Gerade,  oder  zwei  projectiviscbe 
Strahlbüschel  aof  mizahlig  viele  verschiedene  Arten  in  perspectivisohe  Lage 
gebracht  werden,  indem  man  jede  zwei  entsprechende  Poncte  a  und  o,, 
b  and  b,,  c  und  c,,  ...  oder  Strahlen  a  und  a,,  b  and  b,,  c  ond  c^,  ... 
vereinigen  kann. 

Insbesondere  ist  hierüber  Folgendes  zu  bemerken. 

I.  Für  projectivisch  ähnliche  (oder  gleiche)  Gerade  folgen  aus  Atm 
obigen  Satze  nachstehende  besondere  Sätze: 

„Zwei  projectivisch  ähnliche  Gerade  A,  A,  liegen  allemal 
perspectivisch,  wenn  irgend  zwei  entsprechende  Pnncte  (a  and  II,, 
oder  b  und  b,,  ...,  oder  <\  und  q,)  in  ihrem  gegenseitigen  Durch- 
schnitte vereinigt  sind,  ond  zwar:  a)  wenn  zwei  endlich  eDtfernte 
entsprechende  Pnncte  vereinigt  sind,  wie  z.B.  e  und  e,  (Fig.  13), 
so  sind   die  Projectionsstrahlen  o,  b,  c,  . . .    sümmtlich  parallel, 
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dass  die  Geraden  ähnlich  (oder  gleich)  sind,  und  dass  sie  per- 
spectivisch  liegen  (§  13, 1,  a)." 

n.     Für  Strahlbüschel  folgt  insbesondere: 

„Dass  zwei  projectivisch  gleiche  Strahlbüschel  33,  Sj  aUe- 
mal  perspectivisch  liegen,  wenn  irgend  zwei  entsprechende 
Strahlen  (a  und  a,,  b  und  bj,  . . .)  auf  einander  fallen,  und  zwar 
dass,  a)  wenn  sie  gleichliegend  sind  (§  13,  H),  je  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  unter  sich  parallel,  mithin  ihr  perspecti- 
vischer  Durchschnitt  A  unendlich  entfernt  ist;  oder  b)  wenn  sie 
ungleichliegend  sind,  ihr  perspectivischer  Durchschnitt  A  auf 
ihrem  gemeinschaftlichen  Strahle  9393,  rechtwinklig  steht  und 
•ihn  hälftet  (Fig.  5)." 

Und  femer: 

„Findet  sich,  dass  bei  zwei  projectivischen  Strahlbüscheln 
irgend  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  parallel  sind,  so 
folgt  daraus,  dass  die  Strahlbüschel  gleich,  gleichliegend  und 
perspectivisch  sind  (§  13,  II)." 

15.  lieber  die  perspectivische  Lage  zweier  projectivischen  Geraden 
oder  zweier  projectivischen  Strahlbüschel  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken: 

Da  sich  zwei  projectivische  Gerade  A,  A,  allemal  in  perspectivischer 
Lage  befinden,  sobald  in  ihrem  Durchschnitte  irgend  zwei  entsprechende 
Puncto  vereinigt  sind  (§  14),  so  hat  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel 
auf  diese  Eigenschaft  keinen  Einfluss.  Hält  man  die  eine  Gerade,  etwa  A 
(Fig.  T),  fest,  während  man  die  andere  A,  um  ihren  gemeinschaftlichen 
Durchschnitt  (cc,)  herumbewegt,  so  jedoch,  dass  die  nämlichen  zwei  ent- 
sprechenden Puncto  e  und  c,  stets  vereinigt  bleiben,  so  werden  also  die  Gera- 
den keinen  Augenblick  aufhören  perspectivisch  zu  sein,  allein  ihr  Pro- 
jectionspunct  S3  wird  offenbar  gleichzeitig  mit  A,  seinen  Ort  ändern,  und 
es  entsteht  daher  die  Frage,  in  welcher  Linie  er  sich  bewegen 
werde? 

Vermöge  der  Parallelstrahlen  q,  r  ist  diese  Frage  leicht  zu  beant- 
worten. Denn  da  dieselben  stets  den  Geraden  A,  A,  parallel  bleiben,  und 
da  ihre  Durchschnitte  q,,  r,  der  Voraussetzung  gemäss,  ihre  Abstände  von 
dem  Durchschnitte  (ee,)  der  Geraden  nicht  ändern,  so  dass  die  Abschnitte 
q^e,,  re  der  Grösse  nach  unveränderlich  sind,  so  bleiben  auch  die  beiden 
übrigen  Seiten  rS,  qj33  des  Parallelogramms  35r(eCi)qj  der  Grösse  nach 
unveränderlich,  und  da  endlich  der  Punct  r,  als  in  A  liegend,  fest  bleibt, 
80  muss  sich  der  Projectionspunct  S3  in  derjenigen  Kreislinie 
bewegen,  welche  r93  zum  Halbmesser  und  r  zum  Mittelpunct  hat. 

Da  zwei  projectivische  Strahlbüschel  93, 93j  in  einer  Ebene  sich  allemal 
in  perspectivischer  Lage  befinden,  sobald  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen 
auf  einander  fallen  (§  14),   so  hat  der  Abstand  (93S3i)  ihrer  Mittelpuncte 
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YOn  einander  auf  diese  Eigenschaft  keinen  Einfliiss.  Hält  man  den  ÜDeo 
Strahlbüschol,  etwa  iS  (Fig.  10),  fest,  während  man  den  anderen  S,  ilia 
Daher  oder  femer  rücken  lässt,  so  jedoch,  daas  st«ts  die  nämlichen  twä 
entsprechenden  Strahlen  e  und  o,  voreinigt  bleiben,  so  worden  also  die  Strahl- 
büachel  fortwährend  perspectivisch  sein,  allein  ihr  perspectivischer  Dun^ 
schnitt  A  mnss  offenbar  gleichzeitig  mit  dem  Strahlbüschel  33,  seiQen  Ort 
ändern,  und  es  entsteht  daher  die  Frage,  was  das  Eigonthämliclie 
seiner  Bewegung  sei? 

Diese  Frage  ist  mittelst  der  Parallelstrahlen  q,  q,  leicht  zu  beast- 
worten.  Denn  da  der  Strahlbuschel  SS,,  der  Voranssetiung  gemäss,  sich 
ohne  Drehung  bewegt,  so  bewegt  sich  jeder  Strahl  desselben  sich  selbst 
paraUel,  folglich  bleiben  die  entsprechenden  Strahlen  q,  q,  st«ts  parallel, 
sie  sind  folglich  beständig  die  Parallolstrahleu,  und  folglich  rnnss  sich 
auch  der  perspectivische  Durchschnitt  A  sich  selbst  parallel 
bewegen,  nämlich  er  muss  stets  dem  festen  Strahle  q  parallel  sein. 

Demnach  hat  man  nachstehende  Sätze: 


„Wenn  von  zwei  perspeoti- 
vischen  Geraden  A,  A,  die  eine 
fest  bleibt,  während  die  andere 
sich  um  ihren  gemeinschaft- 
lichen Durchschnitt  dreht,  ohne 
ZQ  gleiten,  so  dass  stets  die- 
selben zwei  entsprechenden 
Puncto  vereinigt  bleiben,  so 
bewegt  sich  der  Projcctions- 
punct  S9  in  einer  bestimmten 
Kreislinie,  welche  einen  der 
beiden  Durchschnitte  (q, r) 
der  Parallelstrahlen,  nämlich 
I   .1. 


„Wenn  von  zwei  perspecti- 
vischen  Strahlbüscheln  93,  9, 
der  eine  fest  bleibt,  während 
der  andere  sich  so  bewegt, 
dass  stets  dieselben  zwei  ent- 
sprechenden Strahlen  verei- 
nigt bleiben,  also  ohne  sieb  za 
drehen,  so  bewogt  sicfi  der 
perspectivische  Durchschnitt 
A  sich  selbst  parallel,  und 
zwar  durch  die  ganze  Ebene 
fort,  d.  Ji.  er  gelangt  nach  und 
nach  in  dio  Lage  von  jeder 
den,    welchii   mit   dci 
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Punctcpaare  c  und  t^ ,  f  imd  f, ,  die  in  beiden  Fällen  in  dem  Durchschnitte 
der  Geraden  vereinigt  werden,  sind  so,  dass  re  =  rf  und  (in  Aj)  fljC,  =  fljfj, 
weil  nämlich  S  in  der  Mitte  zwischen  A,  und  A',  liegt  (§  6,  II).  Daher 
folgt  femer:  „Dass  jeder  aus  dem  Mnttelpunct  r  beschriebene 
Kreis  135!  als  Ortskreis  angenommen  werden  könne,  und  dass 
für  denselben  zwei  verschiedene  entsprechende  Punctepaare 
(c  und  e,,  oder  f  und  f,)  in  dem  Durchschnitte  der  Geraden  sich 
vereinigen  lassen,  und  zwar  sind  diese  Puncto  jedesmal  so, 
dass  die  Durchschnitte  (r,  qj  der  Parallolstrahlen  in  der  Mitte 
zwischen  denselben  liegen." 

Noch  sind  zwei  entsprechende  Punctepaare  zu  erwähnen,  die  sich  von 
allen  übrigen  auf  eigenthümliche  Weise  unterscheiden.  Nach  (§  12, 1)  ist 
nämlich  das  Rechteck  unter  den  Abständen  irgend  zweier  entsprechenden 
Puncto  von  den  Durchschnitten  der  Parallelstrahlen  constant.  Nun  giebt  . 
CS  zwei  solche  Punctepaare,  bei  welchen  das  genannte  Rechteck  ein  Quadrat 
wird.  Denn  man  denke  sich  ein  Quadrat,  dessen  Inhalt  dem  constanten 
Inhalte  aller  Rechtecke  gleich  ist,  und  dessen  Seite  auf  der  Geraden  A 
durch  jeden  der  zwei  Abschnitte  rg,  x\)  dargestellt  sei,  so  müssen  noth- 
wendiger  Weise   auch    q,g, ,  q,I),    Seiten   desselben  Quadrates,    und    also 

t8  =  q,9,  =  rl)  =  q,]^, 
sein.  Werden  die  Geraden  A,  Aj  so  gelegt,  dass  eins  dieser  Punctepaare 
g  und  g,,  1^  und  1^,  sich  in  ihrem  Durchschnitte  befindet,  wenn  z.  B.  die 
Puncto  e  und  e,  (Fig.  7)  eines  dieser  Paare  vertreten,  so  ist  das  Parallelo- 
gramm StCeeJq,  eine  Raute,  und  der  Strahl  e  hälftet  den  von  den  Gera- 
den eingeschlossenen  Winkel.     Und  auch  umgekehrt. 

II.  Bringt  man,  während  der  Strahlbüschel  33  fest  bleibt,  den  Strahl- 
büschel 33i  so  in  andere  Lage,  dass  nach  einander  immer  andere  ent- 
sprechende Strahlen  auf  einander  fallen,  so  erhält  der  perspectivische 
Durchschnitt  A  offenbar  andere  Richtung,  und  zwar  wird  er  jede  mögliche 
Richtung  in  der  Ebene  erhalten  können.  Denn  wird  der  perspöctivische 
Durchschnitt  A  in  irgend  einer  bestimmten  Lage  angenommen  (wie  etwa 
iu  Fig.  10),  so  kann  der  Strahlbüschel  ^^  zufolge  (§  6,  II)  auf  zwei  ver- 
schiedene Arten  so  gelegt  werden,  dass  er  mit  ihm  und  mit  dem  festen 
Strahlbüschel  33  perspectivisch  ist,  und  zwar  werden  das  eine  Mal  zwei 
entsprechende  Strahlen  e,  e,,  wie  in  der  Figur,  und  das  andere  Mal  irgend 
zwei  andere  entsprechende  Strahlen,  etwa  f,  f,,  auf  einander  fallen.  Stellt 
33',  die  zweite  Lage  des  Mittelpunctes  33,  dar,  so  steht  A  auf  dem  Ab- 
schnitte S,33',  rechtwinklig  und  hälftet  ihn  (§  14,  II),  d^^her  liegt  33',  eben- 
falls in  der  Kreislinie  t33SB,ö,  die  m  zum  Mittelpuncte  hat,  und  daher 
werden  die  von  den  Strahlen  o  und  f  eingeschlossenen  Winkel  durch  die 
Strahlen  s  und  t  gehälftet;  und  eben  so  werden  im  Strahlbüschel  33,  die 
von  den  Strahlen  e,  und  f,  eingeschlossenen  Winkel  durch  die  Strahlen  s, 
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und  t,  gehälftet.  Daher  folgt:  „Da»s  es  für  jede  gegebene  RiohtnB| 
des  perspcctiviachcD  Durchschnittes  (A)  zwei  entsprechend« 
Strahlenpaare  (eund  o,,  oder  f  undf,)  giebt,  wovon  das  eine  oder  dai 
andere  aufeinander  fallen- kann;  und  zwar  liegea  diese  Strahlt! 
so,  dass  die  von  ihnen  eingeschlossenen  Winke)  darch  die 
Schenkel  (s,  t,  Sj,  t,)  der  ontsprechendeD  rechten  AVinkel  ge- 
hälftet  werden." 

Aehnlicherweise ,  wie  vorhin  (I),  sind  hier  noch  zwei  eotsprechaidB 
Strahlonpaaro  zu  erwähnen,  denen  ein  oigonthümliches  Merkmal  zokommL 
Da  nämlich  das  Product  aus  den  Tuuguntcn  der  Winkel,  welche  irgotd 
zwei  entsprechende  Strahlen  mit  den  ungleichnamigen  Schenkeln  der  ent- 
sprechonden  rechton  Winkel  ein schli essen ,  für  alle  Strahlenpaare  eine^ 
Werth  hat  (§  12, 1),  so  wird,  wenn  die  eine  Tangente  die  Quadratwnnd 
aus  diesem  Werthe  ist,  nothwendiger  Weise  die  andere  Tai^nte  ihr  gleich 
sein,  und  alsdann  werden  auch  die  zugehörigen  Winkel  einander  gleich 
sein.  Es  sei  z,  B.  (gt)  (Fig.  17)  ein  solcher  Winkel,  so  wird  er  dem 
Winkel  (g,s,)  gleich  sein,  und  wenn  er  auf  der  anderen  Seite  an  t  liegt, 
d.h.,  wenn  (ht)^(gt),  so  ist  auch  (h,s,)^(ht),  mithin 

(8t)  =  (8,»,)  =  (l't)  =  (l.,s,). 
Dann  ist  auch  zugleich 

(g«)  =  (g,t,)=Cl")  =  (li,t,). 

Vermöge  dieser  Eigenschaft  der  entsprechenden  Strahlenpaare  g  and  g,, 
h  und  h,  folgt,  daäs,  wenn  die  Strahlbüschel  fb,  fÖ,  so  gelegt  worden,  daü 
die  zwei  Strahlen  eines  dieser  zwei  Strahlenpaare  auf  einander  falleo, 
der  perspectiviBche  Durchschnitt  A  mit  den  vereinigten  Strahlen  (also  mit 
S33,)  parallel  wird.     Und  auch  umgekehrt. 

16.  Bevor  die  Eigenschaften,  die  von  der  schiefen  Lage  projectivischer 
Geraden  und  projectivischer  Strahlbüschel  herrühren,  untersucht  werden, 
sollen  erst,  besondere  Fälle,  wobei  weder  das  Merkmal  der  perspectiv!- 
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sehen  Geraden  A,  A,  ent-  sehen  Strahlbuscheln  S,  S3i 
sprechende  Puncte  zusammen-  entsprechende  Strahlen  zu- 
fallen, und  wieviel  Paare  zu-  sammenfallen,  und  wieviel 
sammenfallen?^^  Paare  zusammenfallen?'^ 

Es  lässt  sich  zum  Voraus  behaupten,  dass  weder  bei  den  'Geraden 
A,  A,,  noch  bei  den  Strahlbüscheln  33,  35j  drei  Paar  entsprechende  Ele- 
mente zusammenfallen  können,  weil  durch  drei  solche  Paare  alle  übrigen 
bestimmt  sind  (§  11,  ß),  und  folglich  die  Gebilde  nothwendiger  Weise 
gleich  sein  müssten  (§  13, 1,  b),  so  dass  alsdann  je  zwei  entsprechende 
Elemente  zusammenfielen.  Also  können  im  Allgemeinen  nicht  mehr  als 
zwei  Paar  entsprechende  Elemente  zusammenfallen.  Diese  Behauptung 
bestätigt  sich  auf  folgende  Weise,  wenn  man  von  der  perspectivischen  Lage 
der  Gebilde  ausgeht  und  sie  in  die  hier  zu  untersuchenden  Grenzfalle 
übei^ehen  lässt 

L  Wird  die  Gerade  A^  (Fig.  16)  unter  den  oben  angegebenen  Be- 
dingungen (§  15)  so  lange  um  den  Durchschnitt  (tt^)  bewegt,  bis  sie  auf 
die  feste  Gerade  A  föllt,  welches,  wie  man  sieht,  auf  zwei  Arten  ge- 
schehen kann,  entweder  so,  dass  Cjl^  auf  el,  oder  dass  t^l^  auf  el  fallt,  so 
werden  ausser  den  schon  vereinigten  entsprechenden  Puncten  e,  Cj  in  jedem 
Falle  nur  ein  einziges  Paar  entsprechende  Puncte  zusammen  fallen,  und 
zwar,  wenn  I  und  l  die  Puncte  sind,  in  welchen  der  Ortskreis  von  35  die 
Gerade  A  schneidet,  so  werden  im  ersten  Falle  nur  die  entsprechenden 
Puncte  I,  f,  und  im  anderen  Falle  nur  die  entsprechenden  Puncte  l,  l, 
zosanmienfallen,  weil  offenbar  nur  je  einer  von  den  zwei  Strahlen  k,  1  mit 
den  Geraden  A,  A^  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  dessen  gleiche  Seiten  in 
diesen  Geraden  liegen,  bilden  kann.  Der  Projectionspunct  33  iallt  also  das 
eine  Mal  mit  I  und  I,,  das  andere  Mal  mit  I  und  l^  zusammen.  Da- 
her folgt: 

„Wenn  zwei  projectivische  Gerade  A,  Aj  auf  einander  liegen, 
und  zwei  Paar  entsprechende  Puncto  (e  und  e,,  I und  I^,  oder  I  und  I,) 
vereinigt  sind,  so  sind  sie  als  perspectivisch  anzusehen,  und 
zwar  ist  das  eine  Punctepaar  (welches  man  will)  als  Durchschnitt 
der  Geraden  und  das  andere  als  Projectionspunct  (33)  anzu- 
sehen/* 

Wird  andererseits  der  Strahlbüschel  33,  unter  den  oben  angegebenen 
Bedingungen  (§  15)  so  lange  bewegt,  bis  sein  Mittelpunct  mit  dem  Mittel- 
puncte  des  festen  Strahlbüschols  -33  sich  vereinigt,  so  wird  ausser  den 
schon  anfanglich  vereinigten  entsprechenden  Strahlön  e,  e^  nur  ein  einziges 
Paar  entsprechender  Strahlen  auf  einander  fallen,  nämlich,  wie  leicht  zu 
sehen,  nur  die  Parallelstrahlen  q,  q, ,  und  zwar  vereinigt  sich  gleichzeitig 
auch  der  perspectivische  Durchschnitt  A  mit  diesem  Strahlenpaare.  Da- 
her folgt: 
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„Wenn  die  Mittelpuncte  zweier  projectivischen  Strahlbüsokel 
33,  9,  vereinigt  sind,  und  zwei  Paar  entsprechende  Strahlen  (e 
und  e,,  q  und  q,)  auf  einander  liegen,  so  sind  sie  als  perspae- 
tivisch  anzusehen,  und  zwar  ist  das  eine  Strahlenpaar  (gleichriel 
welches)  als  der  perspectivische  Durchschnitt  (A)  zu  .betrachtea* 

n.  Um  die  vorlegte  Aufgabe  nach  ihrem  ganzen  Umfange  zu  löm. 
mag  folgende  Betraohtimg  dieuen,  die  alle  Umstände  klar  vor  Augen  sbSi. 

Bei  zwei  projectivischen  Geraden  A,  A,  findet  in  Hinsicht  der  ixt 
einacderfolgo  ihrer  entsprechenden  Puncte  folgende 'Bezichong  statt: 

Befinden  sich  die  Geraden  in  perspectivischer  Lage  (wie  etwa  in 
Fig.  16),  und  lässt  man  in  der  Vorstellung  einen  Projoctionsstrahl  sidi 
um  den  Projectionspunot  S5  bewegen,  fangt  man  z.  B.  mit  der  Lage  no 
fa  an  und  bewegt  ihn  linksherum,  so  dass  er  nach  einander  in  die  l4gt 
von  k,  q,  I,  g,  r,  f,  h  gelangt,  so  sieht  man,  dass  von  den  zugehörig« 
entsprechenden  Puncten  1^,  (j,  der  eine  in  der  Goraden  A  sich  voa  ^  über 
t  hinaus  nach  dem  unendlich  cntfemteo  Puncte  q  bewegt,  von  da  auf  da 
entgegengesetzten  Seite  aber  I,  g,  e  bis  r  rückt  und  von  da  über  f  end- 
lich nach  1^  zurückkehrt  —  während  der  andere  in  der  Geraden  A,  sieb 
von  1^  über  t,  bis  q,  bewegt,  von  da  über  t,,  g,,  e,  hinaus  nach  dem 
unendlich  entfernten  Puncte  c,  fortrückt  und  von  da  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  über  f,  endlich  nach  %  zurückkehrt  Sowohl  der  eine  th 
der  andere  Punct  bewegt  sich  demnach  stets  nach  der  nämlichen  Richtm^ 
hin;  würde  sich  der  erstere  nach  der  un^kehrten  Richtung  bew^en,  so 
würde  der  andere  ein  Gleiches  thun. 

Werden  nun  die  Geraden  beliebig  auf  einander  gelogt,  so  können  dabei 
nur  folgende  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  stattfinden,  näimliGh  die 
Geraden  sind  in  Hinsicht  der  Aufeinanderfolge  der  entsprechenden  Puncte, 
oder  in  Hinsicht  der  Richtungen,  nach  welchen  sich,  wie  mau  eben  ge- 
sehen hat,  die  Puncte  bewegen,  entweder: 

a)  gleicbliegend,  d.  h.  ihre  entsprechenden  Puncto  folgen  etnandw 
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sprechen  (nämlich  sowohl  die  Thcile  rp...q  und  C(X\'"^i^  *'®  ^fll-'-Q 
und  (filifli-.tj  entsprechen  einander  und  enthalten  entsprechende  Puncte, 
so  dass  jedem  Punct  in  dem  einen  Theilo  ein  Punct  im  anderen  Theilo 
entspricht),  so  ist  klar,  dass  im  Falle  (b)  längs  der  Strecke  tq,  keine  ent- 
sprechenden Puncte  zusammentreffen  können,  weil,  wenn  die  mit  r,  q, 
vereinigten  Puncte  etwa  n,,  m  hoissen,  offenbar  die  den  Puncten  von  r 
bis  m  entsprechenden  Puncte  jenseits  m,  liegen,  und  eben  so  die  den 
Puncten  von  q^  bis  Uj  entsprechenden  Puncte  sämmtlich  jenseits  n  liegen. 
Daher  können  nur  in  den  Strecken  von  r  bis  n  und  von  qj  bis  nti  ent- 
sprechende-Puncte  zusammenfallen.  Dass  in  der  That  in  jeder  dieser 
Strecken  allemal  ein,  und  nur  ein  Paar  entsprechender  Puncte  sich  trifft, 
ist  leicht  zu  sehen,  denn,  wälu-end  z.  B.  ein  Punct  in  A  von  r  über  1^,  f  ... 
hinaus  bis  ins  Unendliche  fortrückt,  kommt  sein  entsprechender  in  Aj  von 
da  'her  über  1^,,  !,...  nach  q,,  so  dass  nothwendiger  Weise  beide  Puncte 
irgendwo,  etwa  in  (Ifi),  sich  begegnen  müssen.  Oder  dasselbe  ist  auch 
eine  leichte  Folge  des  obigen  Ausdruckes  (§  12,  I,  ß),  wonach  das  Recht- 
eck unter  den  Abständen  zweier  entsprechenden  Pimcte  von  den  Puncten 
r,  q,  einen  beständigen  Inhalt  hat.  Denn  bestimmt  man  in  beiden  Strecken 
zwei  Puncte,  etwa  e,  f,  so,  dass  die  Rechtecke  re.qje  und  rf.q,f  den  ge- 
nannten Constanten  Inhalt  haben,  welches  allemal,  aber  nur  auf  eine  Art, 
möglich  ist,  so  sind  nothwendiger  Weise  e  und  !  diejenigen  beiden  Puncte, 
welche  allein  sich  mit  ihren  entsprechenden  e,  \md  fj  vereinigen. 

Im  anderen  Falle  (a)  sieht  man,  dass  weder  in  dem  Theile  rl^f.-.q 
noch  in  dem  Theile  qifil^, ...  t,  entsprechende  Puncte  sich  vereinigen  können, 
weil  eben  diese  zwei  Theile  entsprechend  sind  und  entsprechende  Puncte 
enthalten.  Dagegen  sind  rm  und  q,«,  Abschnitte  entsprechender  Theile, 
so  dass  also  von  r  bis  q^  möglicher  Weise  entsprechende  Puncte  sich  treffen 
können.  Diese  Möglichkeit  hängt  davon  ab,  ob  die  Strecke  rq,  so  getheilt 
werden  kann,  dass  das  Rechteck  unter  den  Abschnitten  einen  bestimmten 
gegebenen  Inhalt  habe,  nämlich  wenn  g  und  Qj,  1^  und  1^,  die  ihnen  oben 
(§  15,  I)  beigelegte  Eigenschaft  haben,  wonach  rg  =  q,g,  =r]^  =  qil),,  so 
ist  der  genannte  Inhalt  =r9'  =  qjg*  u.  s.  w.  Wenn  demnach  die  Strecke 
rq,  grösser  ist  als  r 9 -hqi öl,  oder  rl^-hqil^i,  so  treffen  allemal  zwei  Paar 
entsprechender  Puncte  zusammen,  wie  vorhin;  ist  die  Strecke  rq,  gerade 
gleich  tg-f-qig, ,  oder  gleich  tl^-j-qj]^,,  so  trifft  nur  ein  Paar  cut- 
sprechender Puncte  zusammen,  und  zwar  entweder  die  entsprechenden 
Puncte  g  und  Qj,  oder  1^  und  ^^;  und  wenn  endlich  die  Strecke  rqj  kleiner 
ist  als  tg-hqifl, ,  oder  2rg,  welches  z.  B.  in  Fig.  18  der  Fall  ist,  so  ist 
gar  kein  Zusammentreffen  von  entsprechenden  Puncten  möglich.  Also 
kann,  wenn  die  Gerade  A  fest  bleibt,  die  Gerade  A,  um  eine  Strecke 
=  4rg  hin  und  her  bewegt  werden,  ohne  dass  entsprechende  Puncte  zu- 
sammentreffen, nämlich  die  Grenzen  dieses  Spielraums  gestatten,  dass  sie 
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sich  nach  links  bewegen  darf,  bis  g  und  g, ,  und  nscli  rechts,  bis  1^  und 
^  zuBammentrelTen ;  in  joder  dieser  Oronzen  trifft  ein  einziges  Pur  ot- 
sprochonder  Puncte  zufiUnmeD,  nämlich  die  eben  genannten;  werden  aber 
diese  Grenzen  überschritten,  so  treffen  immer  zwei  Paare  zuBammeo. 

Andererseits  findet  man  bei  zwei  projectivischen  Strablbäschdn  9, 
39,  durch  eine  ähnliche  Betrachtung  ganz  entsprechende  Resultate.  Werdm 
die  Strahlbüscbel  concentrisch  gelegt,  so  können  ii^  Hinsieht  der  Aofnn- 
anderfblge  der  entsprechenden  Strahlen  folgende  zwei  wesentlich  verachw- 
dene  Fälle  stattfinden,  nämlich  die  Strahlb&schel  sind  entweder: 

cc)  gleichliegoud,  d.  h.,  ihre  entsprechenden  Strahlen  folgen  eisaa- 
der  nach  einerlei'  Ordnung,  so  dass,  wenn  man  eineo  Stnhl  k 
dos  Str&hlbüschels 9  sich  rechtsherum  bew^n  lässt (vom HiUd- 
ponct  33  aus  betrachtet),  dann  sem  entsprechender  h,  im  SbiU- 
büschcl  S,  sich  ebenfalls  rechtsherum  bewegt  (§  13,  H),  (wie 
z.  B.  in  Fig.  20);  oder: 
ß)  ungleichliegeod,   d.  h.,  ihre  entsprechenden  Strahlen  folgen  in 
ungleicher  oder  verkehrter  Ordnung  auf  einander,  sodass,  wenn 
Strahlen   in   dem   einen  Strablbüschol  rechtsherum  sich  folgen, 
dann  ihre  entsprechenden  im  anderen  Strahlbiischel  linksherom  , 
nach  einander  folgen,  (wie  z.  B.  in  Fig.  21)'). 
Vermöge  der  entsprechenden  rechten  Winkel  (st),  (s,t,)  (§  9,  11),  und 
dureh  Hülfe  der  obigen  Ausdrücke  (§  12,  t,  S)  und  mit  Rücksicht  ajif  die 
besondere  Eigenschaft  der  Strahlen  g,  g,,  h,  h,  (§  15,  H)  kann  m3n  auf 
ähnliche  Art,   wie  vorhin   bei   den  Geraden  A,   A,,    auch  für  die  gegen- 
wärtigen Fälle  finden,  dass  im  Falle  (a)  entweder  1)  zwei,  oder  2)  ein, 
oder  3)  gar  kein  Paar  entsprechender  Strahlen  auf  einander  fallen,  und 
dasB   dagegen   im  Falle  (ß)   allemal   zwei  Paar  entsprechender  Strahlen 
auf  einander  fallen.     Oder  diese  Resultate   können  auch  aus   den   Torigui, 
wie  folgt,   hei^leitet  werden.     Schneidet  man  die  concentrischen  Stnhl- 
büschel  (Fig.  20  oder  Fig.  21)   mit   irgend   einer  Goraden,    so  kann  maa 
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Strahlbüschel  aufeinander  fallen,  und  auch  umgekehrt,  so  folgen  also  da- 
raus, wie  gesagt,  die  genannten  Resultate. 

Also  folgen  aus  dieser  Betrachtung  zusammengenommen  nachstehende 
Sätze: 


„Werden  zwei  projectivi- 
sche  Gerade  A,  A^  beliebig 
auf  einander  gelegt,  so  vereini- 
gen sich  im  Allgemeinen  zwei 
Paar  entsprechender  Puncto, 
nämlich:  a)  Wenn  die  Geraden 
gleichliegend  sind,  so  giebt  es 
einen  bestimmten  Spielraum, 
innerhalb  dessen  keine  ent- 
sprechenden Puncto  sich  tref- 
fen^ an  beiden  Grenzen  dieses 
RaumesL  vereinigt  sich  nur  ein 
Paar  (g  und  g^  oder  1^  und  I^J,  und 
über  diese  Grenzen  hinaus  ver- 
einigen sich  allemal  zwei  Paar 
entsprechender  Puncto;  und  b) 
wenn  die  Geraden  ungleich- 
liegend sind,  so  treffen  alle- 
mal zwei  Paar  entsprechender 
Puncte  zusammen.^ 


„Wenn  zwei  projectivische 
Strahlbüschel  33,  S,  beliebig 
concentrisch  gelegt  werden,  so 
fallen  im  Allgemeinen  zwei 
Paar  entsprechender  Strahlen 
auf  einander,  nämlich:  a)Wenn 
die  Strahlbuschel  gleichlie- 
gend sind,  so  giebt  es  einen 
bestimmten  Spielraum,  inner- 
halb dessen  keine  entsprechen- 
den Strahlen  sicTi  treffen,  an 
beiden  Grenzen  dieses  Raumes 
vereinigt  sich  nur  ein  Paar  (g 
und  g,,  oder  h  und  h,),  und, 
über  diese  Grenzen  hinaus  ver- 
einigen sich  allemal  zwei  Paar 
entsprechender  Strahlen;  und 
b)  wenn  die  Strahlbüschel  un- 
gleichliegend sind,  so  fallen 
allemal  zwei  Paar  entsprechen- 
der Strahlen  auf  einander." 


III.  Für  ähnliche  oder  gleiche  projectivische  Gerade,  und  für  gleiche 
projectivische  Strahlbüschel  werden  die  vorstehenden  Sätze  (ü)  insbeson- 
dere wie  folgt  beschränkt: 

„Werden  zwei  projectivisch  ähnliche  Gerade  A,  A,  beliebig 
aufeinander  gelegt,  gleichliegend  oder  ungleichliegend,  so  ver- 
einigen sich  allemal  zwei  Paar  entsprechender  Puncte,  wovon 
das  eine  Paar  natürlich  die  unendlich  entfernten  Puncte  sind 
(§  13,  I,  »)." 


„Werden  zwei  projectivisch 
gleiche  Gerade  gleichliegend 
auf  einander  gelegt,  so  trifft 
sich  entweder  nur  ein  Paar 
entspreo4iende  Puncte,  nämlich 
die  unendlich  entfernten,  oder 
es  treffen  sich  je  zwei  ent- 
sprechende Puncte." 


„Werden  zwei  projectivisch 
gleiche  Strahlbüschel  33,  33, 
gleichliegcnd  concentrisch  ge- 
legt, so  fallen  entweder  gar 
keine  entsprechenden  Strahlen 
auf  einander,  oder  es  fallen  je 
zwei  entsprechende  Strahlen 
auf  einander." 
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„Werden  zwei  projectiviBch 
gleiche  Gerade  ungloichlie- 
gend  auf  oiDaadcr 'gelegt,  so 
treffeil  sich  allemal  zwei  Paar 
entsprocheoder  Puacte,  wovon 
das  cino  Paar  natürlich  die  un- 
ciidlich  entfernteD  Puncto  sind 
«  18,  I,  b)." 


„Werden  zwei  projectiTÜeh 
gleiche  Strahlbüschelnngleicli- 
liogend  auf  einander  gelegt,  te 
fallen  allemal  zwei  Paar  eat- 
sprechender  Strahlen  auf  eio- 
andor,  nämlich  die  Schenkel 
zweier  entsprcchendoa  rechten 
Winkel  (§  13,  II)." 


IV.  Aus  den  obigen  Sätzen  (II)  folgert  man  loicht  den  nachstebeo- 
den  Satz: 

„Wenn  zwei  projcctivische  Gebilde  A,  39,  d.  h.  eine  Gerade 
und  ein  ebener  Strahlbüschel,  sich  in  schiefer  Lage  befindeii 
(Fig.  2),  80  treffen  im  Allgemeinen  zwei  Paar  ontsprecheaderEle- 
mcHto  zusammen,  d.  h.  es  gehen  Kwei  Strahlen  des  Strahlbn- 
schcls  durch  die  ihnen  entsprechenden  Puncto  der  Geradeo; 
nämlich  wenn  die  Gebilde  ungleichlicgend  sind,  so  findet  dieses 
.  allemal  statt;  wenn  »le  dagegen  gloichliogend  sind,  so  treffea 
entweder  1)  zwei,  oder  2)  nur  ein,  oder  3)  gar  kein  Paar  ent- 
sprechender Elemente  zusammen." 

17.  An  die  vorhin  gefundenen  Resultate  (§  16)  schliessen  sich  nach- 
stehende Aufgaben  an,  fiir  welche  eine  zweckmässige  Lösung  um  so  wnn- 
schenswerthcr  ist,  da  in  der  Folge  verschiedene  andere  Angaben  siqh  auf 
dieselben  zurückbringen  lassen. 


„Bei  zwei  aufeinander  lie- 

„Bei    zwei    concentrischeo 

genden    projectivischen    Gera- 

projectivischen    Strahlbö- 

den     A,     A,     die     vereinigten 

Bcheln  B,    39,   die   vereinigten 

entsprechenden     Puncto     zu 

entsprochenden    Strahlen    za 

finden." 

finden." 
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strahlen  r,  q,  so  ist  r  der  eine,  und  wenn  q^o,  =q^a\  und  zwar  gleich- 
liegend, genommen  wird,  so  ist  q^  der  andere  gesuchte  Punct.  Sind  die 
Puncte  r,  q,  gefunden,  so  ist  zur  Lösung  der  Aufgabe  nur  noch  nöthig, 
in  den  yereinigten  Geraden  (AAi)  zwei  Puncte  c,  I  zu  finden,  für  welche 
die  Rechtecke  cr.cqi  und  Ir.Iqj  gegebenen  Inhalt,  nämlich  mit  dem 
gegebenen  Rechteck  ar.Ojqj  gleichen  Inhalt  haben,  welches  eine  bekannte 
elementare  Aufgabe  ist;  denn  alsdann  sind  e,  I  diejenigen  Puncte,  die  sich 
mit  ihren  entsprechenden  Cj,  Ij  vereinigen.  Nur  hat  man  in  Hinsicht  der 
Lage  der  Puncte  e,  I  ausserdem  die  oben  (§  16,  11)  auseinandergesetzten 
Umstände  genau  zu  berücksichtigen. 

b)  Auf  ganz  ähnliche  Weise  kann  man  bei  den  Strahlbfischeln  S3, 
©1  verfahren.  Nämlich  durch  Hülfe  eines  Strahlbüschels  33*, -welches  33, 
gleich  ist  und  mit  33  perspectivisch  liegt,  sucht  man  zuerst  die  entspre- 
chenden rechten  Winkel  (st),  (s,t,),  u.  s.  w.  Oder  man  kann  diese  Auf- 
gabe auf  die  erste  (a)  bringen,  und  zwar  dadurch,  dass  man  die  verei- 
nigten Strahlbüschel  (3333,)  durch  irgend  eine  Gerade  ^schneidet,  und  diese 
als  zwei  vereinigte  Gerade  (AA,)  betrachtet,  eben  so,  wie  schon  vorhin 
(§  16,  H)  geschehen  ist. 

n.  Eine  andere,  viel  einfachere  Auflösung,  deren  Richtigkeit  jedoch 
erst  später  (§  46,  DI)  bewiesen  wird,  ist  folgende: 

a)  Man  ziehe  irgend  eine  Kreislinie  ax33  (Fig.  23)  und  ziehe  aus 
einem  beliebigen  Puncte  33  derselben  durch  die  drei  in  den  vereinigten 
Geraden  (AA,)  gegebenen  Punctepaare  a,  b,  c  und  a,,  b,,  q  die  Geraden 
33a,  33b,  . . .,  welche  die  Kreislinie  zum  zweiten  Male  in  den  Puncten  a, 
ß,  7  und  Oj,  p,,  Yi  schneiden,  verbinde  von  diesen  Puncten  das  eine  Paar 
gleichnamige,  etwa  a,  a,,  wechselseitig  mit  den  beiden  anderen  Paaren, 
nämlich  so:  man  ziehe  die  Geraden  aß,,  a,ß,  die  sich  in  ß,,  und  die  Ge- 
raden ay,,  a,Y,  die  sich  in  y,  schneiden;  zifhe  sofort  die  Gerade  ß^y^, 
welche  die  Kreislinie  in  den  Puncten  e,  x  schneidet,  und  durch  diese 
Poncte  ziehe  man  endlich  aus  33  die  Geraden  33  e,  33  x,  so  werden  diese 
der  Geraden  (AA,)  in  den  gesuchten  vereinigten  entsprechenden  Puncte- 
paaren  e  und  e,,  l  und  {,  begegnen.  Sind  die  Geraden  A,  A,  gleichlic- 
gend,  80  wird  die  Gerade  ß^y,  den  Kreis  entweder  1)  schneiden,  oder 
2)  berühren,  oder  3)  gar  nicht  treffen,  je  nachdem  1)  zwei,  oder 
2)  ein,   oder  3)  gar  kein  Paar  entsprechender  Puncte  zusammentreffen 

(§  16). 

Sobald  also  irgend  ein  Kreis  (oder  überhaupt  ein  Kegelschnitt),  der 

mit  den  aufeinander  gelegten  Geraden  (AA,)  in  einer  Ebene  liegt,  gegeben 

ist,   so  kann  die  Aufgabe  mittelst  des  Lineals  allein  gelöst  werden. 

Diese  Auflösung  wurde  hier  nicht  nur  deshalb  mitgetheilt,  weil  sie  an  und 

für  sich  sehr  bemerkenswerth  ist,  sondern  weil  sie  in  der  Folge  noch  bei 

vielen  änderet  Aufgaben  Anwendung  findet,  und  zwar  so,   dass  man  da- 
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durch  za  AuflösuDgen  gelangt,  die  vor  den  bisher  bekannten  groseoi  Yor 
zug  verdienen. 

b)  Auch  die  andere  Aufgabe  kann  auf  ganz  enteprechende  WeiM  ge- 
löst werden,  d.  h.,  statt  eines  Punctes  33  in  der  Kreislinie  wird  iigcod 
eine  Tangente  an  derselben  angenommen  u.  s.  w.  Das  Ausführlichtere  dies« 
Auflösung  wird  hier  übergangen.  Uebrigons  ist  es  einfacher,  die  An^^ibe 
eben  so,  wie  vorhin  (I),  auf  die  erste  zu  bringen  und  nach  vorstehender 
Vorschrifl  (a)  zu  lösen.  Oder  wenn  der  Hülfskreis  nicht  in  bestimmter 
Lage  gegeben  ist,'  sondern  wenn  es  gestattet  ist,  ihn  beliebig  zd  zietkm, 
so  kann  man  ihn  so  ziehen,  dass  er  durch  den  gemeinschaftlichen  Ifittelr 
punct  der  Strahlbüschel  geht,  wie  etwa,  wenn  in  dem  vorerwähnten  Pmidc 
99  beide  Mittdpuncte  33,  SB,  vereinigt  wären,  so  würde  man  alsdias 
mittelst  der  entsprechenden  Strahlen  a,  b,  c  und  a,,  b,,  c,  die  vereinigten 
entsprechenden  Strahlen  e  und  e,,  k  und  k,  durch  das  vorige  Veifthren 
(a)  finden  können,  wie  leicht  zu  sehen. 

18.  Die  wichtigsten  Eigenschaften,  welche  bei  der  schiefen  Lage  zwraer 
projoctivischen  Geraden  A,  A,  und  zweier  projectivischcn  Strahlbfiachel  S, 
S8,  statthaben,  nämlich  das  Gesetz,  welchem  bei  den  Geraden  die  Pro- 
jectionsstrahlcn  und  bei  den  Strahlbüschehi  die  Durchschnitte  der  ent- 
sprechenden Strahlen  unterworfen  sind,  können  hier  noch  nicht  in  ihrem 
ganzen  Umfange  erforscht  werden;  sie  sind  daher  zum  Tbeil  dem  dritten 
Kapitel  vorbehalten. 

Vorläufig    sollen    nur  folgende  Sätze  und  Aufgaben,    die  sich  leicht 

auf  vorangegangene  Sätze  und  Aufgaben  bringen  lassen,  aufgestellt  werden: 

„Wenn  zwei  projectivische  „Wenn  zwei  projectivische 

Gerade  A,    A,  sich  in  schiefer        Strahlbüscbel    33,    39,    aich   in 


Lage  befinden,  so  gehen  durch 
irgend  einen  Punct  33  ib  All- 
gemeinen und  höchstens  nur 
zwei    Projectionsstrahlon;    al- 


Bchiefer  Lage  befinden,  so  lie- 
gen auf  irgend  einer  Geraden 
A  im  Allgemeinen  and  höch- 
stens nur  zwei  Durchschoitte 
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zwei  genannten  Projectionsstrahlen       (§  16,  n),  mfissen  offenbar  Durch- 
der  Geraden  A,  A,  sein.  schnitte  entsprechender  Strahlen  der 

Strahlbüschel  S,  Si  sein. 

Werden  nun  die  Aufgaben  gestellt: 

„Bei    zwei    schiefliegenden  »Bei    zwei   schiefliegenden 

projectivischen  Geraden  A,  A^  projectivischen  Strahlbüscheln 

die     (zwei)    Projectionsstrah-  33,  S3i  diejenigen  Durchschnitte 

len   zu   finden,    die    durch   ir-  entsprechender     Strahlen     zu 

gend  einen  gegebenen  Punct  S3  finden,  die  in  einer  gegebenen 

gehen;"  Geraden  A  liegen;"    . 

so  ist  zufolge  des  yorstehenden  Satzes  klar,  wie  sie  nach  (§  17)  leicht  zu 
lösen  sind. 

Welchen  Spielraum  der  Punct  35  hat,  wenn  die  Geraden  A,  A,  ge- 
geben sind,  damit  entweder  zwei,  oder  ein,  oder  gar  kein  Projections- 
strahl  durch  denselben  geht,  und  welchen  Spielraum  die  Gerade  A  hat, 
wenn  die  Strahlbüschel  33,  33,  gegeben  sind,  damit  entweder  zwei,  oder 
ein,  oder  gar  kein  Durchschnitt  von  entsprechenden  Strahlen  in  ihr  liegt, 
wird,  wie  schon  erwähnt,  durch  weitere  Entwickelungen  im  dritten  Kapitel 
klar  hervortreten. 

Durch  eine  bald  folgende  Betrachtung  wird  gezeigt  werden,  wie  bei 
der  schiefen  Lage  der  beiden  Paar  Gebilde  A  und  A,,  33  und  93,,  durch 
ein  sehr  einfaches  Verfahren,  nämlich  mittelst  des  Lineals  allein,  schief 
projicirt  werden  kann,  d.  h.,  wie  beliebige  entsprechende  Elemente  ge- 
funden werden  können. 

• 

Sätze  und  Porismen,  die  aus  Zusammenstellung  der  Gebilde 

entspringen.     , 

19.  Nachdem  die  Eigenschaften  und  die  Fundamentalsätze  über  pro- 
jectivische  Gerade  und  Strahlbüschel  aufgefunden  sind,  dürfte  ^es  wohl  für 
Viele  wünschenswerth  sein,  an  einigen  Beispielen  zu  sehen,  wie  sehr  um- 
fassend diese  Sätze  sind,  d.  h.,  wie  sie  die  eigentliche  Grundlage  vieler 
anderen  Sätze  sind,  die  unmittelbar  aus  ihnen  hervorgehen,  wie  durch  sie 
manche  anscheinend  schwere  Aufgaben  leicht  zu  lösen  sind,  und  wie  end- 
lich durch  sie  besonders  die  eigentliche  Bedeutung  verschiedener  Porismen 
verstandlich  hervortritt. 

Zu  diesem  Endzweck  sollen  zur  Erleichterung  folgende  Erklärungen 
festgestellt  werden: 

Seit  Camot  zuerst  auf  die  Vollständigkeit  oder  auf  das  Umfassende  der 
Figuren  aufmerksam  gemacht,  braucht  man  häufig  den  Ausdruck  „vollstän- 
diges Viereck"  (quadrüat^e  complet).  Man  hat  aber  dabei  zwei  wesent- 
lich verschiedene  Figuren  gar  nicht  von  einander  unterschieden,  was  doch  bei 
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geuauor  und  vollstäodigcr  Betrachtung  durchans  nicht  aussor  Acht  geluaen 
werden  darf  und  kann.  Nämlich  man  itat  genau  zu  unterschoiden  a)  „loll- 
fitäudiges  Vierseit"  und  b)  „vollständiges  Viereck",  und  mr 
unterscheiden  sie  sich  wie  folgt: 


„Vollständiges  Vierseit" 
heissGQ  jede  vier  Gerade  A,  B,  C,  D 
(Fig.  24)  zusammengefasst;  die  sechs 
Dorchschnitte  a,  b,  c,  1),  e,  f  der 
Seiten  heissen  Ecken  desselben;  es 
hat  also  drei  Paar  einander  gegenüber- 
liegender £cken,  uämlich  a  und  f, 
6  und  e,  c  and  b,  und  somit  hat 
es  drei  Diagonalen  af,  be,  cb;  und 
endlich  umfaest  es  drei  einfache 
Vierseite  nämlich  abfea,  acfba, 
bcebb. 


„  Vollständiges  Viereck" 
heisaon  jede  vier  Puncto  a,  b,  c,  b 
(Fig.  25)  zusammengefasst;  die  seclu 
Geraden,  welche  durch  die  Fimcte 
bestimmt  werden,  heissen  Seitoi 
desselben;  es  hat  also  drei  Pur 
einander  gegonüberliegende  Seiten, 
nämlich  ab  und  cb,  ac  und  tib,  at 
und  bc,  und  somit  drei  Durchschnitte 
e,  f,  g  gegenüberliegender  Stäteo; 
und  endlich  umfasst  es  droi  ein- 
fache Vierecke;  nämlich  abcba, 
acbba,  acbba- 
Ein  einfaches  Viereck  ist  auch  zugleich  ein  einfaches  Vierseit, 
so  dass  alsa  derselben' Figur  der  eine  oder  der  andere  von  diesen  zw« 
Namen  beigelegt  werden  kann.  Dasselbe  gilt  vom  einfachen  Fünfeck  und 
Fünfscit,  u.  s.  w.  Ein  vollständiges  Fünfeck  aber,  so  wie  ein  voll- 
ständiges Fünfseit  besteht  aus  12  einfachen  Fünfecken  oder  Füiif- 
seiten;  und  sowohl  das  vollständige  Sechseck,  als  Sechsseit  be- 
stellt, wie  ich  schon  bei  einer  anderen  Gelegenheit  (Annales  de  maAem. 
p.  M.  J,  D.  ÖCT-jionn«  Tom.  XVTII)^  angegeben  habe,  aus  60  einfachen  Sechs- 
ecken oder  Sechsseiten.  Nämlich,  wenn  man  die  obigen  Erklänmgea 
weiter  ausdehnt,  so  lauten  sie  im  A%emeinen,  und  wie  Camot  zum  Theil 
schon  angegeben  hat,  wie  folgt: 

„Vollständiges  n-Seit  heissen  „Vollständiges  n-Eck  heissen ' 

■  11  floradc   in   einer  Eheiic   zu-       Jedd   n  Puncto   in   cinor  Ebon?  ro- 
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bindet,  so  jedoch,  dass  man  bei  jedem  Puncte  einmal  anhält  und  zuletzt 
wieder  in  den  Anfangspunct  zurückkehrt.  Danach  wird  man  sich  leicht 
von  der  Richtigkeit  der  in  den  vorstehenden  Erklärungen  angegebenen 
Zahlen  überzeugen  können  (s.  §  25,  Note). 

20.  Es  sei  a,  b,  a, ,  b,  (Fig.  26)  ein  beliebiges  vollständiges  Vien^eit, 
dessen  drei  Diagonalen  3133,  ab,,  ci,b  (§  19)  sich  in  6,  33,  @  schneiden. 
Man  denke  sich  zu  den  drei  Strahlen  a,  b,  c  den  vierten,  dem  c  zuge- 
ordneten, harmonischen  Strahl  d  und  eben  so  zu  den  drei  Strahlen  a,, 
b, ,  c,  den  dem  c,  zugeordneten,  vierten  harmonischen  Strahl  d,,  so  müssen, 
zufolge  früherer  Sätze,  beide  Strahlen  d  und  d,  die  Gerade  ab,  6  in  dem- 
jenigen Puncte  33  schneiden,  der  zu  den  drei  Durchschnitten  a,.b,,  6  der 
vierte,  dem  6  zugeordnete  harmonische  Punct  ist;  und  ebenso  müssen 
beide  Strahlen  d,  d,  durch  denjenigen  Punct  33  der  Geraden  0,b@  gehen, 
der  zu  den  drei  Puncten  a, ,  b,  6  der  vierte,  und  zwar  dem  @  zugeordnete, 
harmonische  Punct  ist;  da  aber  beide  Strahlen  d,  d,  nur  einen  einzigen 
Punct  5)  gemein  haben  können,  so  muss  dieser  zugleich  der  Durchschnitt 
der  beiden  Geraden  ab, 6,  a,b6  sein,  und  folglich  schneiden  die  Diago- 
nalen einander  so,  dass  die  zwei  Durchschnitte  33,  6  und*  33,  6  in  den 
Diagonalen  ab,  und  a,b  zu  den  zugehörigen  Ecken  a,  b,.  und  a,,  b  zuge- 
ordnete harmonische  Puncte  sind.  Auf  gleiche  Weise  folgt,  dass  auch  6,  6 
zu  den  Ecken  9(,  33  zugeordnete  harmonische  Puncte  sind;  oder  dieses 
folgt  auch  daraus,  dass  vermöge  der  harmonischen  Strahlen  a,  d,  b,  c  die 
Puncte  a,,  b,,  b,,  33,  und  vermöge  dieser  die  Strahlen  33  a,,  33  b„  33  b,, 
2)33,  und  vermöge  dieser  endlich  die  Puncte  @,  33,  6,  Sl  harmonisch  sind. 

Da  die  vier  Puncte  a,  b,  a,,  b,  ein  beliebiges  vollständiges  Viereck 
darstellen,  dessen  gegenüberliegende  Seitenpaare  sich  in  91,  33,  33  schnei- 
den, und  wo  diese  Durchschnitte  durch  die  Strahlen  c  (oder  c,),  d,  d, 
verbunden  sind,  so  ist  durch  die  vorstehende  Betrachtung  auch  zugleich 
dargethan,  dass  bei  einem  solchen  Viereck  die  Strahlen,  welche  die  Durch- 
schnitte der  gegenüberliegenden  Seiten  verbinden,  zu  den  letzteren  zuge- 
ordnete harmonische  Strahlen  sind,  dass  nämlich  die  Strahlen  d,  c  zu  den 
Seiten  a,  b  (oder  aa,,  bb,),  die  Strahlen  c,,  d,  zu  den  Seiten  a,,  b,,  und  die 
Strahlen  d,  d,  zu  den  Seiten  ab,,  a,b  zugeordnete  harmonische  Strahlen  sind. 

Aas  dieser  Betrachtung  folgt  nachstehende  Reihe  von  Sätzen  und  Auf- 
gaben : 

I.    „Im  vollständigen  Vier-  I.    „Im  vollständigen  Vier- 

seit  sind  die  Puncte,  in  wel-  eck  sind  die  Strahlen,  welche 
chen  die  drei  Diagonalen  ein-  die  Durchschnitte  der  gegen- 
ander schneiden,  zu  den  zu-  überliegenden  Seitenpaaro  ver- 
gehörigen Ecken  zugeordnete  binden,  zu  den  letzteren  zu- 
harmonische Puncte."  geordnete  harmonische  Strah- 
len." 

Stefner's  Werke.    I.  19 
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Der  Satz  links  wurde  vornehmlich  durch  Camot  allgemeiDer  bekannt, 
ungeachtet  man  demselben  schon  in  Pappas  Collect.  Mathem.  Hb.  VII 
findet. 

II.  „Zu  drei  gegebenen 
PuDoten  den  vierten  harmoni- 
schen Punct  zu  finden,  jedoch 
nur  mittelst  des  Lineals  allein." 

Sind  etwa  a,  b,,  €  gegeben  und 
man  will  den  dem  Q.  zugeordneton, 
vierten  harmonischen  Punct  35  fin- 
den, so  ziehe  man  durch  6  irgend 
eine  Gerade  iSS,  nehme  darin  zwei 
willkürliche  Puncto  Sl,  ©,  verbinde 
diese  mit  den  itwci  übrigen  gege- 
benen Puncten  durch  Gerade  9t  Q, 
9Ib,,  SSa,  33b,,  die  sich  in  a„  b 
schneiden,  so.  wird  die  Gerade  a,b 
durch  den  gesuchten  Punct  S5  gehen. 


Tl.  „Zu  drei  gegelienen 
Strahlen  den  vierten  harmoni- 
schen Strahl  2U  finden,  jedoch 
nur  mitte  Ist  des  Lineals  allein." 

Sind  etwa  a,  b,  c  gegeben  und 
man  will  den  dem  c  zugeordneten, 
vierten  harmonischen  Strahl  d  fin- 
den, so  nehme  man  in  c  irgend  einen 
Punct  S,  ziehe  durch  diesen  will- 
kürlich zwei  Gerade  SBfl,  Bo,,  die 
den  Strahlen  a,  b  in  den  Paqcten 
a,  a,,  b,  b,  begegnen,  verbinde  diese 
durch  die  Geraden  ab,,ba,,  die  sich 
in  dem  Puncte  ^  schneiden,  so  wird 
die  Gerade  tKS)  der  verlangt  Strahl 


Die  Aufgabe  links  wurde  zuerst  von  De  Lahire  (Sectiones  conicae  1685) 
auf  diese  nämliche  Art  gelöst. 


111,  „Wenn  drei  Gerade  und 
ein  Punct  gegeben  sind,  so  soll, 
mittelst  des  Lineals  allein, 
durch  den  Punct  eine  Gerade 
so  gezogen  werden,  dass  er  und 
die  drei  Durchschnitte,  welche 


III.  „Wenn  drei  Puncte  und 
eine  Gerade  gegeben  sind,  so 
soll,  mittelst  des  Lineals  allein, 
in  der  Geradon  ein  Punct  ge- 
funden werden,  daas  sie  und 
die  drei  Geraden,  welche  er  mit 


20.        Sätze  und  Porismen,  die  aus  Zusammenstellung  der  Gebilde  entspringen.         291 


Wird  ?[  als  Projectionspunct  der  Geraden  a,,  bj  angesehen,  so  dass 
a,  b,  b,  c,  . . .  und  a,,  b^,  b,,  q,  . . .  entsprechende  Poncte  sind,  und  wird 
6S)  als  perspectivischer  Durchschnitt  der  Strahlbüschel  ä,  35  angenommen, 
so  dass  a,  d,  b,  c,  . . .  und  a^,  d,,  b^,  c^, . . .  entsprechende  Strahlen  sind, 
so  folgt  femer: 


IV.  „Wenn  man  bei  zwei 
perspectivischen  Geraden  a,,  b, 
je  zwei  entsprechende  Puncte- 
paare  wechselseitig  (a,  a^  mit  b, 
b,  oder  mit  b,  b,,  u.  s.  w.)  durch 
Gerade  (abj  und  ba^abi  und  bai,...) 
verbindet,  so  liegen  die  Durch- 
schnitte S),  S)i,  ...  aller  dieser 
Paare  yon  Geraden  in  einer 
bestimmten  Geraden  d,,  die 
nämlich  zu  den  perspectivi- 
schen Geraden  a^,  bj  und  zu 
dem  durch  ihren  Durchschnitt 
93  gehenden  Projectionsstrahle 
c  oder  c,  der  vierte,  dem  c,  zu- 
geordnete, harmonische  Strahl 
ist" 


IV.  „Wenn  man  bei  zwei 
perspectivischen  Strahlbü- 
scheln Sl,  35  je  zwei  entspre- 
chende Strahlenpaare  sich 
wechselseitig  schneiden  lässt 
(a,  aj  mit  b,  b,  oder  mit  d,  d^, 
u.  s.  w.),  und  die  Durchschnitte 
(a,  und  b,  c  und  b,  . . .)  durch 
Gerade  (Qjb,  cb,  ...)  verbindet, 
so  gehen  diese  alle  durch  einen 
bestimmten  Punct  6,  der  näm- 
lich zu  den  Mittelpuncten  S(, 
35  der  Strahlbüschel  und  zu 
demjenigen  Puncto  6,  in  wel- 
chem ihr  gemeinschaftlicher 
Strahl  (cCj)  vom  perspectivi- 
schen Durchschnitte  35  6  ge- 
troffen wird,  der  vierte,  dem 
6  zugeordnete,  harmonische 
Punct  ist." 

Der  Satz  links  ist  (mit  anderen  Worten  ausgesprochen)  allgemein  be- 
kannt Es  ist  leicht  zu  sehen,  wie  vermöge  dieser  Sätze  die  folgenden 
Aufgaben: 


V.  „In  einer  gegebenen  Ge- 
raden 5)6  denjenigen  Punct  6 
zu  finden,  welcher  mit  zwei  ge- 
gebenen Puncten  St,  35  in  einer 
Geraden  liegt,  im  Falle  diese 
Gerade  nicht  gezogen  werden 
kann.^ 


V.  „Durch  einen  gegebe- 
nen Punct  S)  eine  Gerade  2)3), 
zu  ziehen,  welche  durch  den 
Durchschnitt  SB  zweier  gege- 
benen Geraden  ab,  Oibj  geht, 
im  Falle  dieser  Durchschnitt 
unzugänglich  ist^ 

wovon  die  eine,  links,  ebenfalls  allgemein  bekannt  ist,  mittelst  des  Lineals 
allein  zu  lösen  sind. 

Weiter  unten  wird  man  finden,  dass  die  Sätze  (IV)  nur  besondere 
Fal]e  von  allgemeineren  Sätzen  sind,  die  nämlich  stattfinden,  wenn 
die  projectivischen  Gebilde  a,,  b,  und  Sl,  35  sich  in  schiefer  Lage  be- 
finden. 
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Es  liesscD  sich  hier  noch  eine  Menge  Folgeniogen  ziehen,  die  suhidI- 
lieh  das  Dreieck,  die  Theorie  der  Transversaleo ,  u.  s.  w.  betreffen,  bei 
denen  ich  mich  aber  nicht  aufhalten  kann. 

21.  Sind  drei  Gerade  A,  Ä, ,  A,  (Fig.  2?)  unter  einander  projectrriMk, 
nämlich  in  Ansehung  der  Puncte  a,  6,  c,  .  •  - ;  0, ,  b, ,  c, ,  : . , ;  0, ,  6, , «, , , . ., 
und  liegen  sie  so,  dass  sie  einander  in  einem  Puncte  schneiden,  und  dan 
in  demselben  drei  entsprechende  Puncte  e,  e,,  e,  vereinigt  sind,  and  iim 
mithin  je  zwei  Gerade  perspectivisch  liegen,  so  müssen  noth-wendiger  Wei« 
die  drei  Projectionspuncte  fd,  S,,  33,  in  einer  Geraden  liegen.  Denn  nsd 
S,  B,  die  Projectionspuncte  der  Geraden  A  und  A,,  A  und  A,,  so  iit 
die  Gerade  fSfÖ,  ein  Projectionastrahl  sowohl  von  A  and  A,,  aJs  tod  A 
und  A,,  so  dass  also  der  Punct  b,  in  welchem  sie  A  begegnet,  den  Puncten 
t>,,  b,,  in  welchen  sie  A,,  A,  schneidet,  entspricht,  und  dass  sie  folgSeli 
auch  ein  Projectionsstrahl  von  A,  und  A,  ist  und  durch  ihren  Projectioni- 
punct  fßj  geht. 

Wird  umgekehrt  angenommen,  drei  Strahlbü-schel  S,  SB,,  S,  seien 
unter  einander  projectivisch  und  so  gelegen,  dass  drei  entsprechende  Strahleo 
d,  d,,  dj  vereinigt  sind,  dass  mithin  je  zwei  Strahlbüschel  perspectivisck 
liegen,  80  folgt  auf  ähnliche  Weise,  wie  vorhin,  dasa  die  drei  perspec- 
tivischen  Durchschnitte  A,  A,,  A,  einander  in  einem  Puncto  (ec,c,)  treffen. 
Also  hat  man  folgende  Sätze: 


I.  „Sind  drei  Gerade  A,  A,, 
A,  unter  einander  projecti- 
visch  und  liegen  sie  so,  dass 
sie  sich  in  einem  Puncte  schnei- 
den, und  dass  in  demselben 
drei  entsprechende  Puncte 
vereinigt,  und  mithin  je  zwei 
Gerade    perspectivisch    sind. 


I.  „Sind  drei  Strahlbüschel 
33,  SB,,  S,  unter  einander  pro- 
jectivisch  und  liegen  sie  so, 
dass  drei  entsprechende  Strah- 
len auf  einander  fallen,  also 
ihre  Mittelpuncte  in  einerfie- 
raden  liegen,  und  mithin  je 
zwei  Strahlbüschel   perspecti- 
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33,  S3i,  23,,  in  welchen  die  ge- 
genüberliegenden Seiten,  in 
gleicher  Ordnung  paarweise 
genommen,  einander  schnei- 
den, in  einer  Geraden/^  Denn 
man  kann  festsetzen,  die  Geraden 
A,  A^  und  A,  sollen  in  Ansehung 
der  gleichnamigen  Puncto  Q,  b,  e 
und  Oj,  bi,  c,  und  a,,  b,,  C,  pro- 
jectivisch  sein  (§  10,  y). 
Es  folgt  femer: 
III.  „Bewegen  sich  die  Ecken 
eines  yeränderlichen  Dreiecks 
aa,a,  in  drei  festen  Geraden  A, 
Aj,  A,,  die  durch  einen  Punct 
e  gehen,  und  drehen  sich  zwei 
Seiten  desselben,  etwa  aa,, 
aOj,  um  feste  Puncto  33,  33i,  so 
geht  auch  die  dritte  Seite  0^0, 
beständig  durch  einen  dritten 
festen  Punct  33,,  der  mit  jenen 
beiden  in  einer  Geraden  liegt." 


Aj,  A3,  welche  die  gegenüber- 
liegenden Ecken,  in  gleicher 
•  Ordnungpaarweise  genommen, 
verbinden,  allemal  in  einem 
Puncto  zusammen."  Denn  man 
kann  festsetzen,,  die  Strahlbüschel 
33,  SB,  und  383  sollen  in  Ansehung 
der  gleichnamigen  Strahlen  a,  b,  d 
und  aj,  b,,  d,  und  a^,  b^,  d,  pro- 
jectivisch  sein  (§  10,  7), 

in.  „Drehen  sich  die  Seiten 
eines  veränderlichen  Dreiecks 
aOiQj   um  drei  feste  Puncto  33, 
33ij  SBj,  die  in  einer  Geraden  d 
liegen,  und  bewegen  sich  zwei 
Ecken   desselben,    etwa   a,  0,, 
in  festen  Geraden  A,  A,,  so  be- 
wegt sich  auch  die  dritte  Ecke 
Oj  in  einer  dritten  festen  Ge- 
raden A3,    die  sich   mit  jenen 
beiden  in  einem  Puncto  schnei- 
det." 
Bei  den  obigen  Sätzen  (I)  ist  der  besondere  Fall  möglich,  dass  einer- 
seits (links)  die  drei  Projectionspuncte  33,  33,,   383,   und  andererseits  die 
drei   perspecti vischen   Durchschnitte  A,   A„  A,    zusammenfallen;   dieses 
leitet  daher  auf  nachstehende  Aufgaben: 

IV.  „Drei  gegebene  Gerade  IV.  „Drei  gegebene  Strahl- 

A,  Aj,  A3,   die  unter  einander       büschel  33,   33,,  383,    die  unter 


projectivisch  sind,  so  in  per- 
spectivische  Lage  zu  bringen, 
dass  sie  sich  in  einem  Puncto 
e  schneiden  und  einen  gemein- 
schaftlichen Projectionspunct 
33  haben." 


einander  projectivisch  sind, 
so  in  perspectivische  Lage  zu 
bringen,  dass  ihre  Mittelpuncte 
in  einer  Geraden  liegen,  und 
dass  sie  einen  gemeinschaft- 
lichen perspectivischen  Durch- 


schnitt A  haben." 
Die  Auflösungen  dieser  Aufgaben  sollen  den  Liebhabern  vorläufig 
zur  Uebung  überlassen  bleiben:  sie  lassen  sich  leicht  auf  frühere  Sätze 
gründen  (§  15);  später  sollen  sie  mitgetheilt  werden.  Ich  will  hier  nur 
angeben,  dass  die  erste  Aufgabe  (links)  im  Allgemeinen  unendlich  viele 
Auflösungen  zulässt,  wobei  sich  verschiedene  drei  entsprechende  Puncte 
der  Geraden  in  deren  gemeinschaftlichem  Durchschnitte  vereinigen  lassen. 
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(Mßbt  es  auch  entsprechonde  Puncte,  bei  deren  Vereinignng  keine  Anflöong 
stattfindet?  und  welchen  Spielraum  haben  sie?  —  Was  findet  insbeBonden 
statt,  wenn  die  Geraden  ähnlich  sind?  —  Die  andere  Aufgabe  dag«^ 
lässt  im  Allgemeinen  der  Hauptsache  nach  nur  zwei  AuflösuDgeD  zu. 

22.  Durch  Wiederholung  oder  Zusammensetzung  eines  obigen  Sattw 
(§  21)  gelangt  man  uniuittelbar  zu  einem  berühmten  Porisma,  Teldm 
Papptis  in  der  Vorrede  zum  VII.  Buch  der  Coüectiottes  Maätematieat 
mittheilt,  und  welches  wegen  seines  Scheins  von  Allgemeinheit  leicht  fü  ' 
schwerer  und  umfasseoder  gehalten  wird,  als  es  in  der  That  ist,  nämlicli 
zu  dem  folgenden  Porisma: 

I.  „Wenn  in  einer  Ebene  n  beliebig  gezogene  gerade  Lioien 
einander  irgendwie  durchschneiden,  uod  man  hält  die  n— 1 
Durchschnittspnncte  fest,  die  einer  von  ihnen,  gleichviel  wel- 
cher, angehören,  während  man  alle  übrigen  beziehlich  nm  diese 
Puncto  bewegt,  und  während  n — 2  von  ihren  gegenseitigeo 
Durchschnitten,  wovon  keine  drei  denselben  drei  Geraden,  keine 
vier  denselben  vier  Geraden,  u.s.  w.  angehören,  gezwungen  sind, 
auf  einer  gleichen  Anzahl  gegebener  Geraden,  als  Leitlinien 
genommen,  zu  bleiben,  so  werden  alle  übrigen  Durchschnitte 
der  bewegten  Geraden,  deren  Anzahl  eine  Triangularzahl  ist, 
einzeln  andere  Gerade  beschreiben,  die  mit  jenen  Leitlinien  so- 
gleich der  Lage  nach  gegeben  sein  werden." 

In    neuerer   Zeit    hat   Robert   Siimon   zuerst   diesen  Satz    bewiesen 
Mittelst  der  oben  festgesetzten  Erklärungen  (§  19)  kann  der  vorstehende 
Satz  nebst  seinem  entsprechenden  Satze,  wie  folgt,  ausgesprochen  werden: 
11.  „Bewegen  sich  die  Ecken  II.  „Drehen  sich  die  Seiten 

eines  veränderlichen  voUstän-  eines  vollständigen  veränder- 
digen  n-Ecks  in  n  festen  Gera-  liehen  n-Seits  um  n  feste 
den,  die  durch  einen  Punct  Puncte,  die  in  einer  Geraden 
gehen,   und   drehen  sich  n — 1       liegen,  und  bewegen  sich  n— 1 
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In  der  That  sind  diese  zwei  Sätze,  wie  schon  erwähnt  worden,  nichts 
anderes  als  eine  zusammenhängende  Wiederholung  der  obigen  einfachen 
Sätze  (§  21, 1).  Oder  noch  leichter  können  sie  aus  folgenden  Sätzen,  deren 
Richtigkeit  von  selbst  erhellt,  zusammengesetzt  werden.     Nämlich: 

III.  „Wenn  bei  drei  Geraden  III.  „Wenn  von  drei  Strahl- 
A,  A,,  A,,  die  einander  in  einem  büschcln  33,  33j,  SSj,  deren  Mit- 
Puncte  schneiden,  zwei  mit  der  telpuncte  in  einer  Geraden  lie- 
dritten projectivisch  sind  und  gen,  zwei  mit  dem  dritten  pro- 
mit  ihr  perspectivisch  liegen,  jectivisch  sind  und  mit  ihm 
so  sind  sie  auch  unter  sich  pro-  perspectivisch  liegen,  so  sind 
jectivisch  und  liegen  perspec-  sie  auch  unter  sich  projecti- 
tiviscL"  visch  und  liegen  perspecti- 
visch." 

Daraus  folgt  durch  Zusammensetzung  unmittelbar: 

IV.  „Wenn  von  n  Geraden  IV.  „Wenn  von  n  Strahlbü- 
A,  Aj,  A,,  ...  An-i,  die  durch  schein  33,  33,,  33^, ...  33n-i,  deren 
einen  und  denselben  Punct  ge-  Mittelpuncte  in  einer  Geraden, 
hen,  der  Reihe  nach  jede  mit  liegen,  der  Reihe  nach  jeder 
der  darauffolgenden  projecti-  mit  dem  darauf  folgenden'pro- 
visch  ist  und  mit  ihr  perspec-  jectivisch  ist  und  mit  ihm 
tivisch  liegt,  dann  sind  alle  perspectivisch  liegt,  dann  sind 
unter  einander  projectivisch  alle  unter  einander  projecti- 
und  liegen  perspectivisch.**  ,  visch  und  liegen  perspecti- 
visch.** 

In  diesen  Sätzen  sind  die  obigen  (II)  enthalten.  Denn  wenn  z.  B., 
nach  dem  Satze  U  links,  die  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks  Q,  a,, 
O,,  a,  (Fig.  28)  sich  in  den  festen  Geraden  A,  A,,  Aj,  A,  bewegen,  wäh- 
rend sich  etwa  die  drei  Seiten  aa,,  0,0,,  0,0,  des  einfachen  Vierecks 
00,0,0,0  um  die  drei  festen  Puncto  33,  33,,  33,  drehen,  so  sind  offenbar 
A  und  A,,  A,  und  A„  A,  und  A,,  in  Ansehung  der  Puncte  o  und  o,,  0, 
und  0,,  0,  und  o,,  projectivisch  und  liegen  perspectivisch,  nämlich  33, 
99,,  33,  sind  ihre  Projectionspuncte;  daher  sind  zufolge  vorstehenden  Satzes 
auch  A  und  A,,  A,  und  A,,  A  und  A,,  in  Ansehung  der  Puncte  0  und 
o,,  0,  und  Oj,  0  und  0,,  projectivisch  und  liegen  perspectivisch,  so  dass 
folglich  auch  die  drei  übrigen  Seiten  oo,,  0,0,,  00,  des  vollständigen 
Vierecks  sich  um  feste  Puncte  33^,  335,  ^a  drehen,  nämlich  um  die  Pro- 
jectionspuncte der  letztgenannten  Paare  von  Geraden.  Ueberdies  folgt  auch 
noch  (§21,  I),  dass  von  den  sechs  Puncten  33,  33,,  33,,  33,,  33^,  335 
viermal  drei  in  einer  Geraden  liegen,  dass  sie  also  die  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits  sind. 
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Wenn  andererseits  z.  B.  die  Seiten  eines  vollständigen  Vierseits  x,  t,, 
a,,  a,  (Fig.  29)  sicli  um  feste  Puncte  33,  39,,  35,,  39,  drehen,  die  in  äaa 
Geraden  liegen,  während  sich  etwa  die  drei  Ecken  a,  a,,  0,  des  YieTecki 
aa[a,a,a  in  den  drei  festen  Geraden  A,  Ä,,  Ä,  bewogen,  so  sind  offenlw 
die  Strahlbiischel  S  und  S,,  SB,  und  33,,  33,  und  SS,,  in  Ansehung  der 
entsprechenden  Strahlen  a  und  a,,  a,  und  a,,  a,  und  a,,  prüjectivisch  and 
liegen  perspectivisch,  nämlich  A,  A,,  A,  sind  ihre  perspectivischen  Darcb- 
schnitte;  daher  sind  auch  die  Strahlbiischel  S  und  9,,  S,  und  39,,  9 
und  S,,  in  Ansehung  der  Strahlen  a  und  a,,  a,  und  a,,  a  und  a,,  pto- 
jectivisch  und  liegen  perspectivisch  GT)'  so  daas  folglich  auch  dii  drä 
übrigen  Ecken  a^,  a, ,  u,  des  vollständigen  Vierseits  sich  in  beBtimmtai 
feston  Geraden  A,,  A^,  A,  bewegen,  nämlich  in  den  perspectivischm 
Durchschnitten  der  letztgenannten  Strahlbüscholpaare.  Uoberdios  folgt 
noch  (§  21,  [),  dass  die  6  Geraden  A,  A,,  ...  A,  die  6  Seiten  eines  vi^- 
ständigen  Vierecks  a,  ß,  7,  S  sind. 

Ganz  ebenso,  wie  bei  diesen  Beispielen,  lassen  sich  die  Sätze  bei 
jeder  anderen  Figur  nachweisen.  Verschiedene  besondere  Fälle  der  obigeo 
Sätze  (11  oder  IV)  —  die  einerseits  (links)  dadurch  entstehen,  dass  von 
don  festen  Geraden  einige  auf  einander  fallen,  oder  dass  die  festen  Puncte 
in  eijier  Geraden  liegen,  und  dass  diese  durch  den  gomeinschaftlicbeD 
Durchschnitt  der  festen  Geraden  geht,  u.  s.  w.  und  andererseits  dadurch, 
dass  die  festen  Puncte  thoilweise  vereinigt  worden,  oder  dass  die  festen 
Geraden  durch  einen  Punct  gehen,  und  dass  dieser  mit  den  festen  Punclen 
in  einer  Geraden  liegt,  u.  s.  w.  —  werden  hier  übergangen.  Uebrigens 
fiiod  die  obigen  Sätze  selbst  nur  besondere  Fälle  von  allgemeineren  und 
umfassenderen  Sätzen,  die  in  den  zwei  nächstfolgenden  Kapiteln  bewiesen 
worden. 

23.  Schneiden  sich  drei  Gerade  A,  Ap  A,  (Fig.  30),  die  unter  einander 
projoctivisch  sind,  in  drei  Puncten,  und  liegen  je  zwei  derselben  perspec- 
tivisch,   so   dass   also   in  jedem  Durchschnitte  zwei  entsprechende  Puncte 
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und  wenn  je  zwei  perspecti- 
visch  liegen,  so  sind  ihre  Pro- 
jectionspuncte  33,  S3j,  Söj  die 
Ecken  eines  anderen  jenem  um- 
schriebenen Dreiecks.^ 


.  büschel  sind,  wovon  je  zwei 
perspectivisch  liegen,  so^  bil- 
den ihre  perspcctivischen 
Durchschnitte  A,  A,,  A,.  ein 
Dreieck  dl,,  welches  jenem 
^  eingeschrieben  ist.** 

Sind  a,  a,,  0,  irgend  drei  entsprechende  Puncto,  so  ist  das  Dreieck 
OüiO,  dem  Dreiseit  AA,A,  eingeschrieben  und  zugleich  dem  Drei- 
ecke S533jS3,  umschrieben;  und  da  zur  Bestimmung  der  projectivischen 
Beziehung  der  drei  Geraden  A,  A,,  A,  oder  der  drei  Strahlbüschel  33, 
33j,  S5j  dreimal  drei  entsprechende  Puncto  c,  C,,  Cj;  I,  I,,  I,;  l,  l,,  Ij  oder 
Strahlen  0,01,03;  k,  k,,  k,;  1,  1,,  1,  willkürlich  angenommen  werden 
können,  so  folgen  ferner  unmittelbar  nachstehende  Sätze: 

II.  „Wenn  einem  beliebigen  Dreieck  A,  A,,  A,  irgend  ein 
zweites  S5S,33,  umschrieben  ist,  sogiebtes  unzählig  viele  andere 
Dreiecke  00,03,  O^'^i'^a»  CCjCj,  ...),  von  denen  jedes  dem  ersten  ein- 
geschrieben und  zugleich  dem  zweiten  umschrieben  ist."   Nämlich: 

„Beschreibt  man  irgend  ein  „Beschreibt  man  irgend  ein 

Dreieck    00,03,    dessen   Ecken,        Dreieck  00,0,,  dessen  Seiten,  in 


in  bestimmter  Ordnung  ge- 
nommen, in  den  Seiten  jenes 
ersten  Dreiecks  liegen,  und 
von  dessen  Seiten  zwei  durch 
zwei  Ecken  des  zweiten  gehen, 
so  geht  allemal  auch  die  dritte 
Seite  desselben  durch  die  dritte 
Ecke  des  zweiten." 

Oder  mit  anderen  Worten: 

„Ist  einem  Dreieck  A,  A,,  A, 
ein  zweites  3333,353  umschrieben, 
und  bewegen  sich  die  Ecken 
eines  dritten  Dreiecks  00,03  in 
den  Seiten  des  ersten,  während 
zwei  Seiten,  in  bestimmter 
Ordnung  genommen,  sich  um 
zwei  Ecken  des  zweiten  drehen, 
so  dreht  sich  auch  die  dritte 
Seite  desselben  um  die  dritte 
Ecke  des  zweiten." 

III.  „Wenn  von  den  Ecken 
eines    Sechsecks   33,3333aO,co33, 


bestimmter  Ordnung  genom- 
men, durch  die  Ecken  jenes 
zweiten  Dreiecks  gehen,  und 
von  dessen  Ecken  zwei  in  zwei 
Seiten  des  ersten  liegen,  so 
liegt  allemal  auch  die  dritte 
Ecke  desselben  in  der  dritten 
Seite  des  ersten.** 

„Ist  einem  Dreieck  3333,330 
ein  zweites  A,  A,,  A,  einge- 
schrieben, und  drehen  sich  die 
Seiten  eines  drittep  Dreiecks 
00,0,  um  die  Ecken  des  ersten, 
während  zwei  Ecken,  in  be- 
stimmter Ordnung  genommen, 
sich  in  zwei  Seiten  des  zweiten 
bewegen,  so  bewegt  sich  auch 
die  dritte  Ecke  desselben  in 
der  dritten  Seite  des  zweiten." 

III.  „Wenn  von  den  Seiten 
eines    Sechsecks    33,33o,cI03  33, 
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iiwoimal  drei,  die  nicht  auf  ein-  zweimal  drei,  die  Dichtauf  ein- 
ander folgen,  iu  einer  Geraden  ander  folgen,  durcheinenPuDct 
liegen,  wie  etwa  a,  33,  a,  und  gehen,  wie  etwa  SjS,  a,t,  !t, 
33„  e,  33,  in  aa,  und  S,S,,  ao  und  fÖa„  et,  a,SS,  durch  1,  und 
liegen  auch  die  drei  Durch-  a,  ho  treffen  sich  auch  die  drei 
schnitte  I,,  I,  0,  der  einander  Geraden  35,e,  a9(,,aia,  durch  die 
gegenüberliegenden  Seiten  in  gegenüberliegenden  Ecken  ein- 
ciner  Geraden."  ander  in  einem  Puncte  9,." 

Von  diesen  zwei  bekannten  Sätzen  (111)  ist  der  eine  (links)  dit 
XIII.  Lemma  zu  den  Porismen  dos  Ettilides,  welche  Pappvx  im  VII.  Buche 
mittheilt.     Im  Anhange  seilen  diese  Sätze  umfassender  gegeben  werdea 

Die  obigen  Verbindungen  von  drei  projectivi.schen  Geraden  oder  Strahl- 
büscheln,  nebst  weiteren  Verbindungen  der  Art,  würden  leicht  zu  vielen 
anderen  Sätzen  nihren,  wenn  der  Raum  gestattete,  sie  hier  weiter  zu  verfolgen. 

24.  Es  sollen  hier  noch  drei  projectivische  Gerade  und  drei  pn>- 
jectivischo  Strahlbüschol  so  verbunden  werden,  dasa  von  den  jedesmaligen 
drei  Gebilden  zwei  unter  sich  schief,  aber  jedes  mit  dem  dritten  per- 
spectivisoh  liegt 

Bclinden  sich  von  den  drei  beliebigen  Geraden  A,  A,,  A,  (Fig.  31), 
die  unter  einander  projectlvisch  sind,  zwei,  etwa  A,  A,,  in  schiefer,  da- 
gegen jede  derselben  mit  der  dritten  A,  in  pcrspectivischer  Lage,  so 
dass  also  im  Durchschnitte  der  ersteren  irgend  zwei,  einander  nicht  ent- 
sprechende Punct«,  etwa  e,  b,,  dagegen  in  den  Durchschnitten,  die  sie  mit 
der  letzteren  A,  bilden,  zwei  entsprechende  Punctopaare,  etwa  t  and  I^, 
l,  und  L,,  vereinigt  sind,  und  sind  femer  SS,,  SS,  die  Projectionspuncte  von 
A  und  A,,  A|  und  A,,  so  werden  oflcnbar  in  der  Geraden  ffl,S,  ii^nd 
drei  entsprechende  Projuctionsstrahlen,  etwa  b,  b,,  b„  auf  einander  fallen, 
und  in  jeder  der  zwei  Geraden  8,1,1,,  ©äff,  werden  zwei  entsprechende 
Strahlen,  nämlich  f,!,  und  If,,  1,1  und  1,1,  vereinigt  sein. 

a)  Werden  umgekehrt  in  irgend  einem  Projectionsstrahl,  etwa  in  b, 
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b,  und  33,  in  b,  wie  in  Fig.  33,  so  fallen  die  Strahlen  Cj,  d^  mit  den  Gera- 
den Aj,  A  zusammen,  so  dass  also  die  Durchschnitte  e,,  b^  der  ent- 
sprechenden Strahlen  e^  und  e,,  d,  und  d,  in  e^,  b  liegen,  und  dass  folg- 
lich in  diesem  Falle  der  perspectivische  Durchschnitt  A,  der  Strahlbüschel 
die  gegebenen  Geraden  Aj,  A  in  denjenigen  Puncten  schneidet,  die  den 
in  ihrem  Durchschnitte  vereinigten  Puncten  c,  b,  entsprechen.  Da  die 
Gerade  A,  durch  die  zwei  Puncto  c,,  b  oder  Cj,  bj  bestimmt  ist,  so  bleibt 
also  der  perspectivische  Durchschnitt  (AJ  derselbe,  man  mag  die  Mittel- 
poncte  33p  33,  der  Strahlbüschel  in  irgend  zwei  entsprechenden  Puncten 
der  gegebenen  Geraden  Aj,  A,  also  in  bj  und  b,  oder  in  a,  und  a,  oder 
in  c,  und  c,  u.  s.  w.,  annehmen,  wie  man  will;  so  dass  also  die  Durch- 
schnitte 0,,  C,,  f,,  • .  •  der  Geradenpaare  ab,  und  Qjb,  bc^  und  bjC,  aCj  und 
ttjC,  ...,  die  bei  zwei  schief  liegenden  projectivischen  Geraden  A,  A,  je 
zwei  Paar  entsprechender  Puncto  wechselseitig  verbinden,  in  einer  und  der- 
selben Geraden  A,  liegen. 

Wenn  andererseits  von  drei  beliebigen  Strahlbüscheln  33,  33, ,  35^ 
(Fig.  32),  die  unter  einander  projectivisch  sind,  sich  zwei,  etwa  33,  33,, 
in  schiefer,  dagegen  jeder  derselben  mit  dem  dritten  33,  in  perspocti- 
yischer  Lage  befinden,  so  dass  also  in  der  Axe  3333,  der  ersteren  zwei 
einander  nicht  entsprechende  Strahlen,  etwa  e,  d, ,  dagegen  in  jeder  der 
zwei  Axen  3333,,  33,33,  zwei  entsprechende  Strahlen,  etwa  k  und  k,,  1, 
und  1,  vereinigt  sind,  und  sind  femer  A,,  A,  die  perspecti vischen  Durch- 
schnitte der  Strahlbüschel  33  und  33, ,  33,  und  33, ,  so  tnüssen  offenbar  im 
Durchschnitte  der  Geraden  A,,  A,  die  Durchschnitte  von  irgend  drei  ent- 
sprechenden Strahlen,  etwa  die  Durchschnitte  b,  b,,  b,  der  Strahlen  b,  b,, 
b„  und  femer  müssen  in  jedem  der  beiden  Puncte,  wo  die  zwei  Paar  ver- 
einigten entsprechenden  Strahlen  kk,,  1,1,  ihrem  entsprechenden  dritten 
Strahl  kj,  1  begegnen,  zwei  entsprechende  Puncto  !  und  !j,,  l  und  l,  ver- 
einigt sein.    Und  umgekehrt: 

a)  Sind  irgend  zwei  projectivische  Strahlbüschel  33,  33,  in  schiefer 
Lage  gegeben,  und  man  zieht  durch  den  Durchschnitt  irgend  zweier  ent- 
sprechenden Strahlen,  z.  B.  durch  den  Durchschnitt  b  der  Strahlen  b,  b,, 
zwei  beliebige  Gerade  A,,  Aj,  so  werden  letztere  in  Ansehung  der  Puncte 
^19  ^ij  ^11  ^u  •  •  •  ^^^  Ojj  '^2  5  C,,  b,,  . . .,  in  welchen  sie  die  Strahlbüschel 
33,  33,  schneiden,  projectivisch  sein  (§  11,  III),  und,  da  in  dem  Puncte  b 
zwei  entsprechende  Puncte  b,,  b,  derselben  vereinigt  sind,  so  werden  sie 
perspectivisch  liegen  (§  14),  und  femer  wird  offenbar  der  Strahlbüschel 
33,,  welcher  durch  ihre  Projectionsstrahlen  a,,  b,,  c,,  d,,  . . .  gebildet  wird, 
mit  jedem  der  zwei  gegebenen  Strahlbüschel  33,  33,  projectivisch  sein  und 
perspectivisch  liegen,  nämlich  33  und  33,,  33,  und  33,  werden  die  Geraden 
A,,  A,  zum  perspectivischen  Durchschnitt  haben. 

ß)  Werden  die  Geraden  A,,  A,  insbesondere  so  gelegt,  dass  sie  mit 
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Auflösung.  1)  Sind  A,  A,  (Fig.  31)  die  gegebenen  Geraden,  mtd 
sind  a  und  a,,  b  und  b,,  c  und  c,  die  drei  Paar  gegebenen  eotepreebm- 
den  PuDcte,  so  nehme  man  in  einem  der  drei  Projectionsstrafalen  a,  b,  c, 
etwa  in  b,  zwei  beliebige  Puncto  S,,  33,,  ziehe  aus  ihnen  die  Strahlen- 
paare  S,a  und  S3,a,,  S,c  nnd  S,c,,  die  sich  in  den  Puncten  0,,  c,  schnö- 
den, und  ziehe  durch  diese  Puncte  die  Gerade  A,.  Soll  nun  a)  zu  iigeitd 
einem  Puncte  J  in  der  Geraden  A  der  entsprecheode  Punct  jr,  in  d« 
Geraden  A,  gefunden  werden,,  so  ziehe  man  den  Strahl  S,^,  der  die 
Gerade  A,  in  einem  Puncte  ^,  schneiden  wird,  und  ziehe  sodann  aus  S, 
durch  f,  einen  Strahl  ä3,;t,;c,,  so  wird  dieser  der  Geraden  A,  in  dem  ge- 
suchten Punct«  ^1  begegnen,  b)  Zieht  man  also  die  Strahlen  99,e,  9,i)„ 
und  sodann  durch  die  Puncte  e,,  b„  in  welchen  sie  die  Gerade  A,  schnei- 
den, die  Strahlen  39,e,E,,  9,b,b,  so  müssen  diese  den  gegebenen  Geraden 
A,,  A  in  denjenigen  Puncten  e,,  b  begegnen,  welche  den  in  ihrem  Dorch- 
schuitte  vereinigten  Pancten  e,  b,  entsprechen,  c)  Und  zieht  man  ferner 
durch  Sj,  S,  die  Strahlen  q,  r  den  Geraden  A,  A,  parallel,  und  sodann 
durch  die  Punct«  q„  r,  die  Strahlen  £,({,(1,,  93iT,r,  so  werden  diese  den 
Geraden  A,,  A  in  den  Durchschnitten  q,,  l  der  Parallelstrahlen ,  d.  h.  in 
denjenigen  Puncten  begegnen,  deren  entsprechende  f),  l,  unendlich  entfent 
sind,  d)  Zieht  man  endlich  durch  die  Puncte  f,  I,,  in  welchen  die  g^^ 
benen  Geraden  A,  A,  von  der  Geraden  A,  geschnitten  werden,  die  Strahlen 
33,1,  S,Ii,  so  sind  diese  diejenigen  Projectionsstrahlon  k,  1  (der  g^ebeneo 
Geraden  A,  A,),  welche  dem  gegebenen  Projectionsstrahle  b  in  den  belie- 
big angenommenen  Puncten  39,,  SS,  begegnen.  2)  Nimmt  man  die  Pimcte 
S,,  S,  in  den  entsprechenden  Punct«n  b,  b,  an,  (wie  in  Fig.  33),  so  wird, 
wie  man  sieht,  die  Aullösung  iiir  die  Forderung  (b)  sehr  vereinfacht,  indem 
alsdann  die  Gorade  A,  selbst  durch  die  gesuchten  Puncte  e,,  b  geht. 

1)  Sind  andererseits  39,  39,  (Fig.  32)  die  gegebenen  Strahlbüschel, 
und  a,  b,  c  und  a,,  b,,  c,  die  drei  gegebenen  entsprechenden  StrsUm- 
paaro,  so  ziehe  man  durch  den  Durchschnitt  des  einen  Paares,  etwa  durch 
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sind.  7)  Zieht  man  endlich  aus  S5,  fß^  durch  SS,  die  Strahlen  k,  1,,  die 
den  Geraden  Aj,  A,  in  den  Puncten  !,  l  begegnen,  so  sind  diese  die- 
jenigen Durchschnitte  entsprechender  Strahlen  (k  und  k,,  1  und  1,  der  ge- 
gebenen Strahlbüschel  33,  S5,),  welche  in  den  durch  den  Durchschnitt  b 
des  gegebenen  Strahlenpaares  b,  b,  beliebig  gezogenen  Geraden  A^,  A, 
liegen.  2)  Für  die  Forderung  (ß)  wird  die  Auflösung  vereinfacht,  wenn 
man  die  entsprechenden  Strahlen  b,  b,  selbst  statt  der  Geraden  A3,  A^ 
nimmt,  (wie  in  Fig.  34),  indem  alsdann  die  gesuchten  Strahlen  d,  e,  durch 
den  Punct  S3,  gehen. 

rV.  „Wenn  bei  zwei  schiefliegenden  projectivischen  Ge- 
bilden S3,  A  (d.  h.  einem  Strahlbüschel  33  und  einer  Geraden  A,  siehe  §  6,  I) 
drei  entsprechende  Elementenpaare  gegeben  sind,  so  soll  man 
mittelst  des  Lineals  allein  zu  irgend  einem  Element  des  einen 
Gebildes  das  entsprechende  Element  des  anderen  Gebildes 
finden." 

Diese  Aufgabe  kann  leicht  auf  eine  der  vorigen  Aufgaben  (III)  ge- 
bracht werden.  Denn  schneidet  man  den  Strahlbüschel  33  durch  irgend 
eine  Gerade  Aj,  so  ist  diese  mit  der  gegebenen  Geraden  A  projectivisch, 
und  die  Aufgabe  ist  alsdann  auf  die  obige  (III  links)  gebracht.  Oder 
man  beziehe  irgend  einen  Strahlbüschel  33,  auf  die  gegebene  Gerade  A, 
so  wird  derselbe  mit  dem  Strahlbüschel  33  projectivisöh  sein,  und  die  Auf- 
gabe ist  alsdann  auf  die  obige  (III  rechts)  gebracht. 

25.  Aus  den  vorigen  Betrachtungen  (§  24)  sind  nur  diejenigen  Sätze 
und  Aufgaben  herausgehoben  worden,  die  für  spätere  Untersuchungen  un- 
umgänglich erforderlich  sind.  Es  hätten  noch  mehr  Sätze  und  Aufgaben 
an  dieselben  angeschlossen  werden  können.  Ferner  würden  andere  Ver- 
bindungen der  betrachteten  projectivischen  Gebilde  noch  viele  interessante 
Resultate  liefern,  wenn  nicht  dieses  Kapitel  schon  eine  zu  grosse  Aus- 
dehnung- erlangt  hätte. 

Zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  soll  nur  noch  die  folgende  bekannte 
Aufgabe  gelöst  werden. 

„Wenn  in  einer  Ebene  zwei  beliebige  gleichnamige  Vielecke 
gegeben  sind,  'ein  drittes  zu  beschreiben,  welches  dem  einen 
umschrieben  und  dein  anderen  eingeschrieben  ist."  Oder:  »Ein 
Vieleck  zu  beschreiben,  dessen  Seiten  der  Reihe  nach  durch  ge- 
gebene Puncte  gehen,  und  dessen  Ecken  der  Reihe  nach  in  ge- 
gebenen Geraden  liegen.** 

Auflösung.  Diese  anscheinend  schwere  Aufgabe  wird  leicht  auf  die 
obige  (§  17)  gebracht,  so  dass  sie,  sobald  in  der  Ebene  irgend  ein  Kreis  ge- 
geben ist,  sofort  mittelst  des  Lineals  gelöst  werden  kann;  nämlich  wie  folgt: 

Es  seien  z.B.  irgend  vier  Gerade  A,  Aj,  A,,  A,  (Fig.  35)  und  irgend 
vier  Puncte  33,  33 j,  332,  ®a  gegeben,  so  soll  also  ein  Viereck  beschrieben 
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werden,  dessen  Ecken,  in  bestimmter  Ordnung  genommen,  in  jenen  6m- 
den  liegen,  und  dessen  Seiten,  nach  bestimmter  Ordnung,  durch  jene  PoBctc 
gehen. 

Werden  die  Puncte  9,  fS„  39,,  S,  nach  der  Reihe  als  Projectioo»- 
puncte  der  Geradeapaare  Ä  und  A,,  A,  and  A,,  A,  und  A,,  A,  und  A, 
angenommen,  wo  nämlich  A,  eine  mit  A  vereinigt«  fünfte  Gerade  ist,  m 
sind  alsdann  alle  Geraden  unter  einander  projoctivisch ,  also  auch  A  und 
Ä,  (§  11,  III),  und  zwar  so,  dass  zu  ii^oad  einem  Puncte  a  in  der  enta 
Geraden  A  bloss  durch  Ziehen  der  Strahlen  a,  a,,  a,,  a,  die  entsprechen- 
den Puncto  0,,  0,,  0,,  0^  in  den  übrigen  Geraden  nach  der  Reibe  ge- 
funden werden.  Nun  verlangt  die  Aufgabe  offenbar  nichts  anderes,  all 
man  solle  den  erst«u  Punct  a  so  annehmen,  dass  der  letzte  a^  mit  ihm 
zusammentreffe.  Es  fallen  aber  bei  zwei  aufeinander  gelegten  projectivischen 
Geraden  A,  A^  im  Allgemeinen  nur  höchstens  zwei  Paar  entsprechende 
Punct«  aufeinander  (§  16,  H),  folglich  sind  im  Allgemeinen  auch  nur 
zwei  Vierecke  möglich,  die  der  Aufgabe  genügen.  Somit  ist  alxo 
die  Aufgabe  auf  die  obige  (§  17)  gebracht,  weil  hiernach  die  genannten 
Vierecke  gefunden  sind,  sobald  man  die  vereinigten  entsprechenden  Puncte- 
paare  (e  und  e,,  f  und  t^)  der  Geraden  A,  A,  kennt.  Um  diese  Pund«- 
paare  finden  zu  können,  ist  aber  nur  nöthig,  zu  irgend  drei  beliebigen 
Puncten  a,  6,  c  in  der  Geraden  A  die  entsprechenden  Puncte  a,,  b,,  c^ 
in  der  Geraden  A^  nach  der  vorhin  angegebenen  Art  zu  suchen. 

Man  könnte  die  Aufgabe  auch  so  lösen,  dass  man  statt  der  fünften 
Geraden  A,  ein  iiinftes,  etwa  mit  S  concentrisches,  Strahlbüschel  S,  lu 
Hülfe  nähme;  indessen  wäre  die  Auflösung  nicht  so  bequem,  wie  die  vor- 
stehende. 

Es  ist  klar,  dass  die  Auflösung  sich  ganz  ähnlich  bleibt,  das  zu  be- 
schreibende Vieleck  mag  so  viele  Seiten  haben,  als  man  will,  und  daas 
die  Aufgabe  im  Allgemeinen  nur  zwei  Auflösungen  zuläsat.  Wenn  aber 
die  Rangordnung  der  gegebenen  Puncte  (ffl,  ffl, ,©,,.,.)  und  Geraden  (A, 
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Die  Aufgabe  umfasst  eine  grosse  Menge  besonderer  Fälle,  deren  Be- 
sonderheit z.  B.  darin  besteht,  dass  die  gegebenen  Puncto  theilweise  in 
Geraden  liegen,  oder  die  gegebenen  Geraden  theilweise  durch  dieselben 
Puncte  gehen,  oder  dass  die  gegebenen  Puncto  oder  Geraden  theilweise 
auf  einander  fallen;  u.  s.  w.  Die  Auflösung  aller  dieser  Fälle  ist  leicht  aus 
der  vorstehenden  Auflösung  zu  entnehmen. 

Ifie  obige  Aufgabe  wurde  zuerst  von  den  Mathematikern  Servoisy  Ger- 
gcnne  und  L'huilier  im  II.  Bande  der  Annales  de  MatMmatiques  gelöst. 
Die  vorstehende  Auflösung  ist  vermöge  des  ümstandes:  „dass  sie  nur 
im  Ziehen  gerader  Linien  zwischen  gegebenen  Punctepaaren 
besteht,  sobald  in  der  Ebene  irgend  ein  Kreis  gegeben  ist,"  unter 
allen  mir  bekannten  Auflösungen  die  einfachste  und  leichteste. 


Zvreites  Kapitel. 

Von  projectivischen  Geraden,  ebenen  Strahlbüscheln  und 

Ebenenbüscheln  im  Räume. 


Ein  Ebenenbüschel,  verbunden  mit  Geraden  und  ebenen  Strahlbüscheln. 

26.  In  dem  vorhergehenden  Kapitel  war  der  Ort  der  Gebilde,  die 
betrachtet  wurden,  ausdrücklich  auf  eine  Ebene  beschränkt.  Es  bleibt 
demnach  noch  übrig,   diese  Gebilde,   nämlich  projectivische  Gerade  und 


der  genannten  Versetzungen.  Ausserdem  'kann  ein  einfaches  n-Eck  bei  jeder  seiner 
Ecken  beginnen  (z.  B.  bei  fünf  Puncten  sind  ABCDE  und  BCDEA  und  CDE AB  u.  s.  w. 
immer  ein  und  dasselbe  Fünfeck),  daher  ist  die  Zahl  der  wirklich  von  einander  ver- 
schiedenen n-Ecke  nur: 

5 =  3.4.5... (n — 1). 

A  .n 

Wenn  nun,  in  Beziehung  auf  die  oben  stehende  Aufgabe,  die  Seiten  eines  (ein- 
fachen) n-£cks  durch  n  gegebene  Puncte  B,  Bi,  Bj,  ...  B„_lj  gehen  sollen,   so  sind 

dabei  offenbar  ebenfalls  3.4.5... (n — 1)  verschiedene  Rangordnungen  möglich.  Nun 
bleibt  bei  jedem  von  diesen  3.4.5...(n  —  1)  verschiedenen  n-Ecken  noch  die  Rang- 
ordnung frei,  nach  welcher  die  Ecken  desselben  in  den  gegebenen  Geraden  A,  Ai, 
Aj,  ...  A„_j  liegen.    Die  Zahl  dieser  Ordnungen  ist  aber  offenbar  der  Versetzungszahl 

für  n  Elemente  (etwa  für  n  Personen  a,  Oi...  auf  n  Plätzen  A,  Ai,...)  gleich,  also 
=  1.2.3... n.  Da  endlich,  zufolge  der  oben  §tehenden  Auflösung,  für  eine  bestimmte 
Rangordnung  der  Puncte  B,  B],  Bj,  ...  und  der  Geraden  A,  Ai,  Aj,  ...  im  Allge- 
meinen zwei  Auflösungen  stattfinden,  so  ist  folglich,  wenn  die  Rangordnung  weder  der 
gegebenen  Puncte  B,  Bi,  ...  B^—i^  ^^^^  ^®^  gegebenen  Geraden  A,  Ai,  ...  Ajj_j 
festgesetzt  ist,. die  Zahl  aller  Auflösungen  im  Allgemeinen: 

3.4.5...n— lXl.2.3.4...nX2  =  P.2^3«.43...(n  — l)*.n. 

8t«in«r't  Werke.    L  20 
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ebene  Strahlbüscbel,  In  solcher  Lage  zu  untersQchen,  wo  sie  nicfat  melir 
in  einer  und  derselbcD  Ebene  liegen.  Zu  diesem  Ende  ist  es  zweckmässig 
und,  wie  ^ich  zeigen  wird,  der  Natur  der  Sache  angemessen,  das  dritte 
Gebilde,  nämlich  den  Ebenonbüschel  (§  1,  III),  mit  jenen  zugleich  m 
betrachten. 

Bei  den  folgenden  Betrachtungen  lassen  sich  die  Gebilde  tmd  ihn 
verschiedenen  Verbindungen,  weil  sie  niclit  mehr  in  einer  Ebene  liegen, 
nicht  leicht  durch  Zeichnungen  (Figuren)  vorstellig  maclien;  die»ies  ist  aber 
auch  nicht  nöthig,  weil  durch  sweckmässige  Benennungen  das  Festhalten 
der  Zusammenstellungen  der  zu  betrachtenden  Gebilde  erleicht«rt  wird. 
TJeberhaupt  sind  stcreometrische  Betrachtungen,  meiner  Meinung  nach,  nur 
dann  richtig  aufgefasst,  wenn  sie  rein,  ohne  alle  Versinnlichungsmittei. 
nur  durch  die  innere  Vorstellungskraft  angeschaut  werden.  Wenigstens 
ist  dieses  für  die  -synthetische  Betrachtungsweise  erforderlich,  und  vorzngit- 
weise  für  denjenigen,  der  darin  erfinderisch  zu  Werke  gehen  will;  dem 
nur  auf  diesem  Wege  kann  er  seinen  Gegenstand  selbst  gewähren  lassen, 
kann  er  den  ganzen  Umfang  der  Eigenschaften  einer  Figuren  -  Verbindung 
in  allen  ihren  einzelnen  Fällen  und  nach  allen  ihren  Grenzen  hin  leicht 
und  richtig  durchschauen,  und  alle  diese  Fälle  zusammen  als  ein  in  ein- 
ander flie.ssendes  oder  aus  sich  selber  heraustretendes  Ganzes  erkennen. 
Wenn  auch  im  Anfange  diese  freie  Vorstellung  einige  Muhe  macht,  so 
wird  man  doch  bald  eine  gewisse  Fertigkeit  darin  erlangen  und  sich  dann 
für  die  überstandene  Anstrengung  hiolänglich  entschädigt  finden.  Wer 
bemüht  wäre,  durch  andere  Mittel  diese  Anstrengung  zu  umgehen,  der 
dürfte  nicht  wohl  thun,  indem  er  das  Vorstellungsvermögen,  statt  gesund, 
kräftig  und  lebensthätig  su  machen,  dasselbe  vielmehr  in  dunkler,  schwer- 
falliger Auffassung  erhalten  würde. 

Da  die  folgenden  Betrachtungen  mit  denen  im  vorigen  Kapitel  grosse 
Uebereinstimmung  haben,  ja  da  sie  grossentheils  durch  die  letzteren  vor- 
bereitet sind     oder  sich  auf  dieselben  stützen,   so  werde  ich  mich  dabei 
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1)  Dass  im  Allgemeinen  durch  jeden  Punct  der  Geraden  A  eine  Ebene 
des  Ebenenbüschels  31  geht.  Jeder  Punct  und  die  durch  ihn 
gehende  Ebene  sollen  entsprechend  heissen,  und  zwar  sollen  die 
den  Puncten  a,  b,  c,  b,  . . .  entsprechenden  Ebenen  nach  der  Reihe 
durch  a,  ß,  7,  8,  ...  bezeichnet  werden.  Nur  eine  Ebene  ist  mit 
der  Geraden  A  parallel,  oder  geht  nach  ihrem  unendlich  entfernten 
Puncte;  sie  heisse  die  Parallelebene  (§  2). 

2)  Insbesondere  kann  die  Gerade  A  in  eine  solche  Lage  übergehen, 
dass  sie  die  Axe  3(  des  Ebenenbüschels  schneidet,  dann  liegt  sie 
in  einer  Ebene  dos  letzteren  und  schneidet  alle  übrigen  Ebenen 
in  einem  und  demselben  Puncte,  der  nämlich  der  Durchschnitt 
der  Geraden  A  und  31  ist.  Darunter  ist  auch  der  besondere  Fall 
mitbegriffen,  wo  die  Gerade  A  der  Axe  3t  parallel,,  d.  h.  nach 
ihrem  unendlich  entfernten  Puncte  gerichtet  ist. 

U.     Denkt  man  sich  mit  dem  Ebenenbüschel  31  zugleich  irgend  eine 
andere  Ebene  B,  so  finden  zwischen  ihnen  folgende  Beziehungen  statt: 

1)  Ihr  gegenseitiger  Durchschnitt  ist  ein  ebener  Strahlbüschel,  d.  h. 
die  Durchschnittslinien,  in.  welchen  alle  Ebenen  des  Ebenen- 
büschels 31  die  besondere  Ebene  B  schneiden,  bilden  zusammen 
einen  Strahlbüschel  33  in  dieser  Ebene,  dessen  Mittelpunct  33  der 
Durchschnitt  der  Ebene  B  und  der  Axe  31  ist.  Die  Strahlen,  oder 
die  Durchschnittslinien,  durch  welche  die  einzelnen  Ebenen  a,  ßj 
Y,  8,  ...  gehen,  sollen  nach  der  Reihe  durch  a,  b,  c,  d,  . . .  be- 
zeichnet werden,  und  jeder  Strahl  und  die  durch  ihn  gehende 
Ebene  sollen  entsprechend  heissen. 

2)  Die  Ebene  B  kann  insbesondere  ihre  Lage  so  verändern,  dass  sie 
der  Axe  31  parallel  wird;  dann  entfernt  sich  der  Mittelpunct  des 
ebenen  Stfahlbüschels  33  ins  Unendliche,  und  alle  Strahlen  des- 
selben werden  parallel,  nämlich  der  Axe  31  parallel.  Nähert  sich 
in  diesem  Falle  femer  die  Ebene  B  der  ihr  parallelen  Axe  31, 
bis  sie  endlich  diese  in  sich  aufnimmt,  so  wird  sie  mit  irgend 
einer  Ebene  des  Ebenenbüschels  31  zusammenfallen  und  mit  allen 
übrigen  Ebenen  die  Axe  31  zum  gemeinschaftlichen  Durchschnitt 
haben,  so  dass  also  der  Strahl büschel  33  sich  auf  diese  Axe  re- 
ducirt: 

3)  Endlich  kann  die  Ebene  B  auch  eine  solche  besondere  Lage  haben, 
dass  sie  zu  der  Axe  31  senkrecht  ist;  dann  werden  durch  die 
Winkel  im  Strahlbüschel  33  diö  Flächenwinkel  im  Ebenenbüschel 
31  dargestellt,  d.  h.  der  Winkel,  welchen  irgend  zwei  Stralilen 
des  ersteren  einschliessen ,  ist  dem  Flächenwinkel  der  ihnen 
entsprechenden  Ebenen  gleich,  so  dass  also  z.  B.  Winkel 

(ab)  =  (aß),     (ac)  =  (aT),    (bc)  =  (ßT),     •  •  -, 

20* 
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nenn  aämlich   der  Winkel,    den   zwei   Ebenen,    etwa  a,  ß  mn- 
schlißssen,  durch  (a^)  bezeicbiet  wird. 

in.  Hat  man  auf  die  vorstehende  Art  eine  Gerade  A  (I)  oder  täeea  , 
ebenen  Strahlbüschel  S  (II)  auf  einen  Ebenenbüschel  H  bezogen,  so  solleo 
die  jedesmaligen  zwei  Gebilde  A  und  SB,  oder  S  und  3  „projectiTisch* 
heiäsen,  nämlich  in  Ansehung  der  entsprechenden  Elementenpaare  fl  mtd 
a,  b  und  ß,  c  und  -j,  . . .,  oder  a  und  a,  b  und  ß,  c  und  y,  , .  ■  Befinden 
sich  die  Gebilde  in  solcher  Lage,  dass  die  Functe  a,  b,  c,  . . .  oder  die 
Strahlen  a,  b,  c,  . . .  in  den  ihnen  entsprechenden  Ebenen  a,  ^,  y,  ... 
liegen,  wie  bei  vorstehenden  ßetrachtungen,  so  aoll  gesagt  werden,  de 
seien  oder  sie  liegen  „perspectivisch",  und  wenn  dieses  nicht  der  Fill 
ist,  so  soll  ihre  Lage  „schief  heissen. 

IV.  Der  Ebenenbüschel  31  kann  sich  insbesondere  so  verändern,  dau 
seine  Axe  tu  sich  ins  Unendliche  entfernt,  so  dass  alle  Ebenen  a,p,Y, ... 
desselben  unter  sich  parallel  werden.  Daher  kann  man  umgekehrt  ii^eod 
ein  System  von  Parallelebenen  als  einen  Ebenenbüschel  betrachten,  dessen 
Axe  unendlich  entfernt  ist.  Bei  einem  solchen  Ebenenbüschel  wird  ii^nd 
eine  schneidende  Ebene  B  einen  ebenen  Strahlbüscbcl  hervorbringen  (D), 
dessen  Strahlen  ebenfalls  parallel  sind. 

28.  Die  Geraden  und  die  ebenen  Strahlbüschel,  welche  mit  einem 
und  demselben  Ebenenbüschel  21  perspectivisch  sind  (§  27),  haben  unter 
einander  folgende  Beziehungen: 

Je  zwei  ebene  Strahlbuschel  99,  S,,  die  in  demselben  Ebenenbüschel 
S  liegen,  d.  h.,  die  entstehen,  wenn  letzterer  von  irgend  zwei  Ebenen  B, 
B,  geschnitten  wird,  sind  in  Betracht  der  Strahlenpaare  a  und  »,,  b  und 

bj,  c  und  Cj,  . . .,  die  beziehlich  in  den  Ebenen  a,  ß,  f, des  Ebeaeo- 

büschels  3  liegen,  projectivisch,  und  zwar  kann  man  sagen,  sie  liegen 
perspectivisch.  Denn  wird  die  Durchschnittslinie  der '  beiden  Ebenen  B, 
B,  durch  A  bezeichnet,  so  werden,  wie  sich  aus  der  Anschauung  ei^ebt, 

Strahlenpaare    it  und  a,.   b  uud  b,,  o  und  c,,  ...   der   StraidLiüschel 
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eine  um  den  perspectivischen  Durchschnitt  A  herumbewegt,  so  bleiben  die 
Strahlbüschel  fortwährend  perspectivisch,  und  liegen,  sobald  sie  sich  nicht 
mehr  in  einer  Ebene  befinden,  in  einem  Ebenenbüschel  Sl,  welcher  durch 
sie  bestimmt  wird. 

Wenn  insbesondere  die  Ebenen  B,  B^  der  Axe  31  des  Ebenenbüschels. 
in  einem  und  demselben  Puncto  begegnen,  so  dass  also  die  ebenen  Strahl- 
büschel SB,  33,  concentrisch  sind,  so  geht  auch  der  perspectivische  Durch- 
schnitt A  durch  ihren  gemeinschaftlichen  Mittelpunct,  und  zwar  sind  in 
ihm  (in  A)  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt.  Und  also  auch  um- 
gekehrt: Werden  zwei  projectivische  ebene  Strahlbüschel  S5,  SSj  beliebig 
concentrisch  gelegt,  ohne  dass  sie  in  einer  Ebene  liegen,  aber  so,  dass 
zwei  entsprechende  Strahlen  zusammenfallen,  so  sind  sie  perspectivisch, 
nämlich  sie  liegen  in  einem  und  demselben  Ebenenbüschel  31,  der  durch 
sie  bestimmt  wird,  und  der  gemeinschaftliche  Strahl  ist  als  ihr  perspecti- 
vischer  Durchschnitt  anzusehen. 

Nun  folgt  femer,  dass  irgend  ein  ebener  Strahlbüschel  33  und  irgend 
eine  Gerade  A  (die  nicht  in  der  Ebene  B  liegt),  die  in  demselben  Ebenen- 
büschel 8  liegen,  in  Ansehung  der  Elemente  a,  b,  c,  d,  . . .  und  a,  b,  c, 
b,  . . .  projectivisch  sind.  Denn  denkt  man  sich  irgend  eine  Ebene  B, 
durch  A,  so  bringt  sie  (im  Ebenenbüschel  31)  einen  ebenen  Strahlbüschel 
33,  hervor,  der,  wie  man  sieht,  mit  A  in  Ansehung  der  Elemente  a,,  b,, 
c,,  ...  und  a,  b,  c,  . . .  projectivisch  ist,  und  da  er,  zufolge  vorstehender 
Betrachtung,  auch  mit  35  projectivisch  ist,  so  sind  folglich  auch  33  und  A 
projectivisch  (§11,  II),  wie  behauptet  worden. 

Daher  sind  femer  je  zwei  Gerade  A,  Aj ,  die  in  demselben  Ebenen- 
büschel 81  liegen,  in  Ansehung  der  entsprechenden  Puncto  a,  b,  c,  . . . 
und  a,,  b,,  C,,  ...  projectivisch.  Denn  sie  sind  beide  mit  dem  ebenen 
Strahlbüschel  33,  mithin  auch  unter  sich  projectivisch.  Schneiden  die 
Geraden  A,  Aj  einander,  so  sind  sie  perspectivisch,  nämlich  ihr  Projections- 
punct  liegt  in  der  Axe  des  Ebenenbüschels  31,  er  ist  der  Durchschnitt 
dieser  Axe  und  der  Ebene,  in  welcher  alsdann  die  Geraden  liegen. 

Das  Ergebniss  der  vorstehenden  Betrachtungen  besteht  also  in  folgen- 
den Eigenschaften: 

I.  „Je  zwei  ebene  Strahlbüschel  33,  33i,  die  in  einem  und 
demselben  Ebenenbüschel  31  liegen,  sind  perspectivisch,  und 
zwar  ist  der  Durchschnitt  ihrer  Ebenen  ihr  perspectivischcr 
Durchschnitt."  Und  umgekehrt:  „Haben  zwei  projectivische  ebene 
Strahlbüschel  33,  33i  einen  perspectivischen  Durchschnitt  A,  d.h., 
sind  sie  perspectivisch,  so  liegen  sie  in  einem  Ebenenbüschel  31, 
der  durch  sie  bestimmt  wird,  oder  insbesondere  in  einer  Ebene; 
wird  nämlich  der  eine  um  A  horumbewegt,  so  bleiben  sie  stets 
in  irgend  einem  Ebenenbüschel,   und  fallen  endlich  die  Ebenen 
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beider  Strahlbüschcl  auf  einander,  so  vereinigen  sich  alleEbenei 
des  Kbenonbüachcls  mit  ihnen."  „Liegen  die  Strahlbnschel  9, 
f&,  im  Ebenenbüschel  St  insbesondere  concentriscb,  so  sind  io 
perspe.ctivischen  Durchschnitt  A,  der  dann  durch  den  gemein- 
schaftlichen Mittelpunct  geht,  zwei  entsprechende  Strahlen  ver- 
einigt, und  umgekehrt,  sind  bei  zwei  projectivisohen  ebento 
Strahlbüscbeln  33,  S, ,  die  nicht  in  einerlei  Ebene  liegen,  die 
MittelpuDcte  und  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt,  so  lie- 
gen sie  in  einem  Ebenenbüschel  31,  dessen  Äxe  St  natürlicher- 
weise durch  den  gemeinsamen  Mittelpunct  geht,  und  der  gemein- 
echaftlicbo  Strahl  ist  als  perspectiv! scher  Darchschnitt  der 
StrahlbäscheL  anzusehen." 

H.  „Jede  Gerade  A  und  jeder  ebene  Strahlbüschel  S,  die 
in  einem  und  demselben  Ebenenbüschel  31  liegen,  sind  projecU- 
visch." 

in.  „Je  zwei  Gerade  A,  A, ,  die  in  einem  und  demselben 
Ebenenbüschel  S(  liegen,  sind  projcctivisch,  und  wenn  sie  sich 
schneiden,  so  sind  sie  perspectivisch,  und  ihr  Projectionspunct 
liegt  in  der  Axe  Sl  des  Ebenenbiischcls." 

In  Hinsicht  ähnlicher  Geradon  und  in  Hinsicht  gleicher  ebener  Strahl- 
büschel  Anden  insbesondere  folgende  Eigenschaften  statt; 

IV.  „Alle  Geraden,  die  in  demselben  Ebenenbüschel  9  lie- 
gen und  mit  einer  und  derselben  Ebene  desselben  parallel  ge- 
hen, sind  projectivisch  ähnlich."  Und  umgekehrt:  „Alle  Geraden, 
die  in  demselben  Ebenenbüschel  liegen  und  ähnlich  sind,  sind 
mit  einer  und  derselben  Ebene  desselben  parallel."  Denn  da  jede 
Ebene  des  Ebenen büschols  durch  entsprechende  Puncte  der  Geraden  geht, 
so  werden,  da  die  Geraden  mit  derselben  Ebene  parallel  sind,  ihre  un- 
endlich entfernten  Puncto  sich  ent'sprechcn  (§  27, 1),  und  daher  folgt  ihre 
Aehnlichkoit  (§  13, 1,  a).     Wenn    insbescndere    der  Ebenenbüschel   9   ms 


sin  (ad) 

ac 

ab 

sin(bd) 

bc  • 

bb 

sin  (ad) 

ab 

ab 

sin  (cd) 

cb  * 

cb 

8in(ac) 

ab 

ac 

sin  (de) 

bb  • 

bc 
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Strahlen   der  Strahlbüschel  parallel,    und  folglich  je  zwei   entsprechende 
Winkel  gleich,  u.  s.  w. 

29.  Da  die  Flächenwinkel  des  Ebenenbüschels  31  durch  irgend  einen 
ebenen  Strahlbüschel  Sj,  dessen  Ebene  zu  der  Axc  21  desselben  senkrecht 
ist,  dargestellt  werden  (§  27,  U,  3),  und  da  dieser  Strahlbüschel  35,  mit 
jedem  anderen  Strahlbüschel  33,  oder  mit  jeder  Geraden  A,  die  in  dem 
Ebenenbüschel  8  liegt,  projectivisch  ist  (§  28),  so  hat  man  zwischen  irgend 
viermal  drei  entsprechenden  Elementen  der  drei  projectivischen  Gebilde 
81,  33,  A,  etwa  zwischen  a,  ß,  7,  8;.  a,  b,  c,  d;  a,  b,  c,  b  folgende  Bedin- 
gungen (§  4  und  §  10): 

8in(a')f)     sin(a8)  __  sin(ac) 

8in(ß-r)  '  8in(ß8)  ""  sin(bc) 

8in(aß)     sin(a8)  sin(ab) 

sin(Yß)  *  sin(Y8)  sin(cb) 

sin(gp)     sin(a7)  sin(ab) 

sin(8ß)  '  sin(8Y)  ~"  sin(db) 

Und  umgekehrt: 

II.  „Sind  die  Elemente  zweier  Gebilde  31  und  33,  oder  21 
und  A,  so  einander  entsprechend  angenommen,  dass  zwischen 
je  vier  Elementenpaaren  (bei  gleicher  Aufeinanderfolge  der  Ele- 
mente in  den  jedesmaligen  zwei  Gebilden  (§6,7  oder  §10) 
gleiche  Doppelverhältnisse  stattfinden,  wie  die  vorstehenden, 
so  sind  die  Gebilde  projectivisch.** 

Daher  folgt  femer: 

ni.  „Das  ganze  System  der  entsprechenden  Elemöntenpaare 
zweier  projectivischen  Gebilde  3[  und  33,  oder  21  und  A  ist  be- 
stimmt, sobald  drei  Paare  gegeben  sind  (§  6,  a);  undj  um  eine 
projectivische  Beziehung  zwischen  den  Gebilden  zu  bestimmen, 
dürfen  drei  entsprechende  Elementcnpaarc  beliebig  gewählt 
werden  (§  6,  ß).« 

Sollen,  wenn  bei  21  und  33,  oder  bei  21  und  A  drei  Paar  entsprechender 
Elemente  gegeben  sind,  andere  entsprechende  Elemente  gefunden  werden, 
so  ist  die  Aufgabe  leicht  auf  die  obige  (§  6  oder  §  24,  III)  zurückzu- 
führen. Denn  welche  gegenseitige  Lage  die  Gebilde  auch  haben  mögen, 
so  darf  man  nur  einen  ebenen  Strahlbüschel  33j  oder  eine  Gerade  A,  an- 
nehmen, die  mit  dem  Ebenenbüschel  21  perspectivisch  sind,  und  kann  so- 
fort zwischen  33,  oder  A,  und  den  gegebenen  Gebilden  33  oder  A  die 
entsprechende  Aufgabe  lösen. 

IV.  „Liegen  zwei  projectivische  Gebilde  21  und  33,  oder  21 
und  A  so,  dass  irgend  drei  Paar  entsprechender  Elemente  zu- 
sammentreffen, d.  h.,  dass  drei  Strahlen  von  33,  oder  drei  Puncte 
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von  A  in  den  ihnen  eDtsprechenden  drei  Ebenen  von  8  liegen, 
so  liegen  die  jedesmaligen  zwei  Gebilde  pcrspectiviscb  ^27), 
so  dass  je  zwei  entttprechende  Elemente  zusammentreffen.' 


V.  „Befinden  sich  zwei  pro- 
jeotivischo  Gebilde  SC  und  A 
in  beliebiger  schiefer  Lage,  so 
treffen  entweder  zwei,  oder 
ein,  oder  kein  Paar  entspre- 
chender Elemente  derselben 
zusammen,  nämlich  gerade  so, 
wie  bei  den  Gebilden  S0  und  A 
(§  16,  IV),  -oder  wie  bei  zwei 
aufeinandergelegten  projecti- 
vischen  Geraden  A,  A,  (§  16, 11)." 
Denn  denkt  man  sich  mit  der  ge- 
gebenen Geraden  A  eine  andere 
Gerade  A,  vereinigt,  die  mit  dem 
Ebenonbüschcl  S  perspectivisch  ist, 
so  sind  A  und  A,  projcctivisch, 
woraus  eofort  die  Richtigkeit  der 
Aussage  folgt.  Die  vereinigten  ent- 
sprechenden Elcmentenpaare  der 
Gebilde  3[,  A  werden  demzufolge 
nach  §  17  gefunden. 


V.  „Befinden  sich  zwei  pro- 
jectivischo  Gebilde  9  und  9 
in  schiefer  Lage,  and  liegt  der 
Mittelpunct  Sß  in  der  Axe  S, 
so  fallen  entweder  zwei,  oder 
ein,  oder  kein  Paar  entspre- 
chender Elemente  derselben 
auf  einander,  nämlich  gerade 
so,  wie  bei  zwei  projectivi- 
echen  ebenen  Strahl  bnscheln 
S3,  93,,  die  in  einer  Ebene. «on- 
centrisch  liegen  (§  16,  Ü)."  Denn 
denkt  man  sich  in  der  Ebene  iet 
gegebenen  Strahlbüschels  S  einen 
anderen  S, ,  welcher  mit  ihm  con- 
centrisch  und  mit  91  perspectjvisch 
ist,  so  sind  39  and  SB,  projectivisch, 
woraus  sofort  die  geiiannt«n  Eigen- 
schaften folgen.  Die  vereinigten 
entsprechenden  Klomentenpaare  da 
Gebilde  !l,  S  werden  demzufolge 
nach  §  17  gefunden. 
Mit  Rucksicht  auf  §  8  und  §  12,  II  folgt  insbesondere  ferner  (§  28, 
I,  n,  ni): 

VI.  „Schneidon  irgend  vier  Ebenen  des  Ebenenbüschels  S, 
etwa  die  Ebenen  a,  ß,  7,  S,  entweder  irgend  eine  Gerade  A  in 
vier  harmonischen  Puncten  a,  b,  c,  b,   oder  irgend   eine  Ebene  B 
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Vn.  „Sind  in  einem  Ebenonbüschel  Sl  vier  harmonische 
Ebenen,  und  in  einer  Geraden  A  vier  harmonische  Puncto,  oder 
in  einem  ebenen  Strahlbüschel  33  vier  harmonische  Strahlen  go- 
gegeben,  so  sind  die  Gebilde  Sl  und  A,  oder  Sl  und  S3  in  Anse- 
hung der  gegebenen  Elemente  auf  acht  verschiedene  Arten  pro- 
jectiviach,  nämlich  man  kann  jedes  Paar  zugeordneter  harmo- 
nischer Elemente  des  einen  Gebildes,  sowohl  dem  einen  als  dem 
anderen  Paar  zugeordneter  harmonischer  Elemente  des  anderen 
Gebildes  entsprechend  annehmen.^ 

Es  folgt  weiter: 


Vni.  „Werden  drei  Ebenen 
(a,  ß,  7)  eines  Ebenenbüschels  Sl 
durch  irgend  öine  Gerade  A 
oder  durch  irgend  eine  Ebene 
B  geschnitten,  so  ist  der  Ort 
desjenigen  Punctes  b  oder 
Strahles  d,  der  zu  den  drei 
Durchschnittspuncten  (a,  b,  c) 
oder  Durchschnittsstrahlen  (a, 
b,  c)  der  vierte  harmonische 
Punct  oder  Strahl  ist,  eine  be- 
stimmte vierte  Ebene  8  des 
Ebenenbüschels  S,  nämlich  die 
vierte  harmonische  Ebene  zu 
den  drei  gegebenen  Ebenen.^ 


Vni.  „Gehen  durch  drei 
gegebene  Puncto  a,  b,  C  einer 
Geraden  A  drei  Ebenen  (a,  ß,  7) 
eines  Ebenenbüschels  31  oder 
drei  Strahlen  (a,  b,  c)  eines  ebe- 
nen Strahlbüschels  33,  so  geht 
die  zu  den  drei  Ebenen  gehö- 
rige vierte  harmonische  Ebene 
8,  oder  der  zu  den  drei  Strah- 
len gehörige  vierte  harmoni- 
sche Strahl  d  durch  einen  be- 
stimmten vierten  Punct  b  der 
Geraden  A,  nämlich  durch  den 
vierten  harmonischen  Punct 
zu  den  drei  gegebenen  Punc- 
ten." 


Aus  diesen  letzteren  Sätzen,  verbunden  mit  §  20,  IV,  folgt'  femer: 


IX.  „Sind  a,  ß,  7  irgend 
drei  Ebenen  eines  Ebencnbü- 
schels  9,  und  nimmt  man  in 
der  einen,  etwa  in  ß,  irgend 
einen  Punct  b  an,  zieht  aus 
ihm  zwei  beliebige  Gerade  A, 
A^J  die«  den  zwei  übrigen  Ebe- 
nen a,  f  in  den  Punctepaaren 
a  und  c,  a,  und  c,  begegnen 
werden,  und  verbindet  diese 
Punctepaare  wechselseitig 
durch  Gerade  (aq,  ca,),  so  ist 
der  Ort  des  Durchschnitts  b 
der  letzteren   eine   bestimmte 


IX.  „Sind  a,  b,  c  irgend 
drei  Puncto  einer  Geraden  A, 
und  legt  man  durch  den  einen, 
etwa  durch  b,  irgend  eine  Ebene 
ß,  nimmt  in  dieser  zwei  belie- 
bige Gerade  31,  31,  an,  die  mit 
den  zwei  übrigen  Puncten  a.  c 
die  Ebenenpaare  a  und  7.  a^ 
und  7j  bestimmen,  und  legt 
durch  die  zwei  Durchschnitts- 
linien, in  denen  diese  Ebenen- 
paare sich  wechselseitig  («7,. 
7aj)  schneiden,  eine  Ebene,  f^o 
geht   diese   stets   darch   einen 
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vierte  Ebene  S  des  Ebenenbn- 
schels,  die  nämlich  za  jcaen 
drei  Ebenen  die  vierte,  und 
zwar  der  ß  zugeordnete,  har- 
monische Ebene  ist." 

Aus  diesen  Sätzen  folgert  man 
X.  „Haben  irgend  zwe 
dreiseitige  Pyramiden  baOia, 
bcc,c,,  einen  gemeinachaft 
liehen  Körperwinkel  b,  so  fin 
den  zwischen  ihren  übrigen 
Elementen  folgende  Umstände 
statt:  heissen  die  Ebenen,  in 
denen  die  Grundflächen  aa,a,> 
cc,c,  liegen,  a,  f,  heisst  der 
durch  diese  bestimmte  Ebe- 
nenbäschel  81,  and  die  durch 
die  Spitze  b  gehende  Ebene 
des  letzteren  ß,  so  werden  die 
Darchschnittspunote  der  Dia- 
gonalen der  drei  Vierecke  aa,«,, 
afl,cc,,  a,o,C|C„  die  sich  in  den 
Seitenebenen  des  Körporwin- 
kels h  befinden,  in  einer  vier- 
ten Ebene  S  des  Ebenenbü- 
schels  3C  liegen,  und  zwar  sind 
a,  ß,  1,  S  vier  harmonische 
Ebenen,  und  es  sind  a  und  ^, 
ß  und  S  einander  zugeordnet." 


bestimmten  vierten  Fnnct  k 
der  Geraden  A,  der  zu  o,  6,  t 
der  vierte,  lind  zwar  dem  \ 
zugeordnete,  harmoniacha 
Punct  ist." 
nach  Carnot  weiter: 

X.  „Haben  irgend  zwei 
dreiseitige  Pyramiden  pa<[,a„ 
ßTTiTt  ^^^^  gemeinschaftlich« 
Grundfläche  ß,  so  finden  zwi- 
schen ihren  äbrigan  Elemen- 
ten folgende  Umstände  statt: 
heissen  die  Spitzen  der  Pyra- 
miden a,  c,  heisst  die  durch 
diese  Spitzen  gehende  Gerade 
A,  und  der  Punct,  in  welchem 
diese  der  Ebene  der  Grnnd- 
fläche  ß  begegnet  h,  so  gehen 
die  drei  Ebenen,  welche  in  den 
drei  vierflächigen  Körperwin- 
keln aaiTYn  '='*)TT»i  "i^jTiTi  durch 
diejenigen  gegonäberstehendeo 
Kanten  gelegt  tirerden,  in  de> 
non  die  ungleichnamigen  Ebe- 
nen (a,  f,,  und  a,,  T,  a,  ^^  und 
'S'  T;  "i'  T)  ^^^  "t^  fi)  8i«li 
achneiden,  durch  einen  vierten 
Punct  b  der  Goraden  Ä,  und 
zwar  sind  a,  b,  c,  b  vier  har- 
monische Puncto." 
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Zwei  Ebenenbüschel  31,  31, ,  die  entweder  mit  einer  und  derselben 
Geraden  A,  oder  mit  einem  und  demselben  ebenen  Strahlbüschel  ffl 
projectivisch  sind  (§27,111),  sollen  auch  unter  sich  „projectivisch" 
heissen. 

Zufolge  dieser  Erklärung,  mit  Bezug  auf  die  obigen  Sätze  (§  29), 
finden  zwischen  den  entsprechenden  Elementen  projectivischer  Ebenen- 
büschel  nachstehende  Gesetze  statt: 

I.  Je  vier  entsprechende  Elementenpaare  zweier  »projectivischer  Ebenen- 
büschel 31,  3l„  etwa  die  Ebenen  a,  ß,  7,  6  und  a,,  ß^  ^i,  8,,  erfüllen  fol- 
gende Bedingungen  (§  29, 1): 


8^(07)     8m(a8) 

8in(a,T.)  . 

8in(a,8,) 

8in(ßT)  •  8in(ß8) 

sin(ßj,)  ' 

8m(ß,8,) 

8in(aß)     8in(a8) 

s"»(a,ß,)  _ 

8in(a,8,) 

8in('ifß)  *  8111(78) 

sin(T,ßi)  ' 

8in(Tf,8,) 

8m(aß)     8iii(aY) 

8in(aiß,)  . 

8m(aj,) 

8m(8ß)  •  8m(87) 

sm(8,ß,)  • 

8in(8j,) 

II.    Und  umgekehrt: 

„Sind  die  Ebenen  zweier  Ebenenbüschel  31,  31,  so  einander 
entsprechend  angenommen,  dass  zwischen  je  vier  Paaren  gleiche 
Doppelverhältnisse  stattfinden,  wie  die  vorstehenden,  wobei  die 
Aufeinanderfolge  der  Ebenen  in  beiden  Ebenenbüscheln  noth- 
wendiger  Weise  übereinstimmend  sein  muss  (§  10),  so  sind  die 
Ebenenbüschel  projectivisch.^ 

in.    Femer  folgt: 

„Das  ganze  System  der  entsprechenden  Ebenenpaare  zweier 
projectivischer  Ebenenbüschel  ist  bestimmt,  wenn  irgend  drei 
Paare  gegeben  sind  (§  29,  UI);  und  will  man  zwei  Ebenenbüschel 
auf  einander  projectivisch  beziehen,  so  tonnen  drei  Paar  ent- 
sprechender Ebenen  beliebig  angenommen  werden.^ 

IV.  »Bei  zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln  31,  31,  ent- 
sprechen vier  harmonischen  Ebenen  des  einen  auch  vier  harmo- 
nische Ebenen  des  anderen  Ebenenbüschels  (§  29,  IV).** 

V.  Es  folgt  weiter  (§  11,  U): 

„Wenn  von  mehreren  Gebilden  —  Gerade,  ebene  Strahl- 
büschel und  Ebenenbüschel  — ,  in  irgend  einer  Ordnung  ge- 
nommen, der  Reihe  nach  jedes  mit  dem  darauf  folgenden  pro- 
jectivisch ist,  so  ist  jedes  mit  jedem  projectivisch." 

VI.  Da  man  die  Flächenwinkel  zweier  projectivischen  Ebenenbüschel 
31,  81,  durch  zwei  ebene  Strahlbüschel  33,  33,  darstellen  kann  (§  27, 11,  3), 
und  da  letztere  unter  sich  projectivisch  (V)  sind,  weil  sie  es  mit  jenen, 
und  jene  unter  sich -es  sind,  so  folgt  femer  (§  9,  II); 
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„In  zwei  projectivischen  Ebeneobüscheln  SE,  9,  befiDden 
sich  im  Allgemeinen  nur  zwei  entsprechende  rechte  Flächeo- 
winkel  (9t),  Ca.t,)." 

Diese  EbeDcnpaare  a  und  9,,  t  und  t,  haben  ferner  die  nachstehuide 
Eigonthümlichkeit  (§  12, 1): 

tg(aa)»tg(a,t,)  =  tgCß3).tgCß.T.) 
und 

tg(aT).tgCa,o,)  =  tg(pT).tg(p,a,); 
das  heisst:  „^ci  zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln  8,  8,  ist 
das  Product  aus  den  Tangenten  der  Winkel,  welche  irgend  iwei 
entsprechende  Ebenen  (a  und  a„  oder  ß  und  ß,)  mit  den  ungleich- 
namigen Seitenflächen  (mit  9  und  t,,  oder  a,  und  x)  der  ent- 
sprechenden rechten  Flächenwinkel  einschlicssen,  von  uBTer- 
änderlichem  Werth." 

31.  In  Hinsicht  der  gegenseitigen  Lage  zweier  projectivischen  Ebenen- 
buHchel  linden  ähnliche  Falle  und  Umstände  statt,  wie  bei  den  früher  be- 
trachteten Gebilden,  nämlich  folgende: 

I.  Zwei  projectivische  Ebcnenbüschol  sollen,  oder  ihre  Lage  soll 
„porspectivisch"  heissen,  wenn  die  Durchschnittslinien  der  entsprechen- 
den Ebenenpaare  einen  ebenen  StrahlbÜBcbcl  bilden.  Um  sich  von  der 
Möglichkeit  dieser  T.^o  zu  überzeugen,  denke  man  sich  einen  beliebig«! 
ebenen  Strahlbüschel  33,  lege  durch  dessen  Mittelpunct  S  irgend  zva 
Gerade  3t,  St,  (die  nicht  in  der  Ebene  S  liegen),  so  sind  die  Ebenen- 
büschel  31,  31,,  in  Ansehung  der  EbcneDpaare,  welche  durch  denselben 
Strahl  des  Strahlbüschols  JB  gehen,  projcctivisch  (§  30),  und  der  ErkläiuDg 
gemäss  liegen  sie  perspoctivisch. 

Ferner  soll  der  Strahlbüschel  -S,  oder  dessen  Ebene  B,  der  „per- 
spectivische  Durchschnitt"  der  Ebenenbüschel  9,  31,  heissen.  Ins- 
i>csondcre  kann  der  Strahlbüschel  iB  aus  einem  System  von  Parallel- 
strahlon  bestehen,  und  dann  sind  auch  die  Axen  %,  31,    denselben,  also 


31.  Ebenenbüschel  unter  sich.  317 

2)  die  drei  Durchschnittslinien  von  irgend  drei  entsprechen- 
den Ebenenpaaren  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen." 

Die  Riichtigkeit  dieser  Aussagen  ist  durch  Hülfe  früherer  Sätze  leicht 
zu  erweisen.  Denn  im  ersten  Falle  (1)  liegen  die  Axen  31,  äi  in  der  den 
Ebenenbüscheln  gemeinschaftlichen  Ebene  ee,,  und  müssen  folglich  einander 
in  irgend  einem  Puncte  ffl  schneiden,  oder  insbesondere  parallel  sein.  Da- 
her muss  femer  der  Durchschnitt  je  zweier  entsprechenden  Ebenen  durch 
den  Punct  33  gehen,  weil  offenbar  beide  Ebenen  durch  denselben  gehen. 
Legt  man  nun  durch  zwei  solche  Durchschnitte,  etwa  durch  a,  b,  d.h. 
durch  die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Ebenenpaare  a  und  a, ,  ß  und 
Pj,  eine  Ebene  B,  so  wird  diese  der  Ebene  ee,  in  einem  bestimmten  Strahl 
eOj  begegnen  und  die  Ebenenbüschel  31,  31,  in  zwei  Strahlbüscheln  S3,  S3, 
schneiden,  welche  projectivisch  sind,  imd  zwar,  da  sie  die  drei  Strahlen 
a,  b,  ee„  als  sich  selbst  entsprechende  Strahlen,  gemein  haben,  projec- 
tivisch gleich  sind  und  sich  decken,  so  dass  folglich  alle  übrigen  Durch- 
schnitte entsprechender  Ebenenpaare  in  der  genannten  Ebene  B  liegen. 
Sind  insbesondere  die  Axen  9,  9lj  parallel,  so  ist  auch  die  Ebene  B  mit 
ihnen  parallel.  Im  anderen  Falle  (2)  muss  die  Ebene,  in  welcher  die  drei 
Durchschnittslinien  liegen,  die  Ebenenbüschel  31,  31,  in  zwei  ebenen  Strahl- 
büscheln 33,  33i  schneiden,  die  projectivisch  gleich  sind  imd  sich  decken, 
weil  sie  die  drei  genannten  Strahlen  gemein  haben  und  durch  dieselben 
bestimüDit  werden,  woraus  denn  folgt,  dass  die  Durchschnittslinie  von  je 
zwei  entsprechenden  Ebenen  in  jene  Ebene  BB,  fallen  muss. 

Sind  insbesondere  die  Ebenenbüschel  31,  31,  gleich,  d.  h.,  sind  je  zwei 
entsprechende  Flächenwinkel  derselben  einander  gleich,  so  giebt  sich  diese 
Eigenschaft  bei  der  perspectivischen  Lage  der  Gebilde  durch  folgende  Um- 
stände kund,  nämlich  entweder: 

a)  hälftet  der  perspectivische  Durchschnitt  B  den  von  den  Axen  31, 
31,  eingeschlossenen  Winkel  und  steht  auf  dessen  Ebene  senk- 
recht, oder 

b)  ist  der  perspectivische  Durchschnitt  B  imendlich  weit  entfernt,  so 
dass  je  zwei  entsprechende  Ebenen  der  Ebenenbüschel  parallel  sind, 

und  umgekehrt,  durch  jeden  dieser  Umstände  ist  die  Gleichheit  der 
Ebenenbüschel  bedingt.  Sind  im  ersten  Falle  (a)  insl)esondere  die  Axen 
8,  31,  parallel,  so  liegen  sie  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  perspecti- 
vischen Durchschnitts  B  imd  sind  gleich  weit  von  ihm  entfernt. 

IL  Ist  die  Lage  der  Ebenenbüschel  31,  31,  nicht  perspectivisch  (I), 
so  soll  sie  „schief"  heissen.  Zwei  projectivische  Ebenenbüschel  31,  Slj 
befinden  sich  allemal  in  ßchiefer  Lage,  wenn  entweder  (I): 

1)  ihre  Axen  31,  31,  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  oder 

2)  wenn  drei  Durchschnittslinien  von  irgend  drei  entsprechenden 
Ebeneüpaaren  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  oder 
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3)  wenn  ihre  Axen  in  ei&er  Ebeoe  liegen,  in  der  aber  nicht  nn 
entsprechende  Ebenen  (e,  e,)  vereinigt  sind. 

Im  ÄUgemeinon  sind  bei  der  schiefen  Lage  zweier  projecÜTiscben 
Ebenenbüschel  9,  3,  folgende  zwei  Hauptfälle  zu  unterscheiden,  lästlit^ 
entweder  liegen  ihre  Äxen  Sl,  31, 

a)  In  einer  Ebene,  oder 

b)  nicht  in  einer  Ebene. 

Im  Falle  (a)  müssen  nothwendiger  Weixe  die  Axen  sich  in  eäaea 
Puncte  schneiden,  der  S)  iiemen  mag,  und  da  jede  Ebene  dorch  denselb« 
geht,  so  geht  folglich  auch  die  Durchschnittelinie  von  je  zwei  entsprecliai- 
den  Ebenen  durch  denselben.  Insbesondere  können  die  Axen  sammt  dm 
genannten  Durchflchnittslinien  parallel  sein. 

Im  Falle  (b)  gehen  die  Durchachnittslinien  der  entsprechenden  Eben«i- 
paare  nicht  mehr  durch  einen  und  denselben  Punct,  wohl  aber  schneide 
jede  die  beide»  Axen  91,  S,,  und  alle  sind  einem  gemeinsamen  GeseUe 
unterworfen,  welches  im  dritten  Kapitel  näher  untersucht  werden  soU. 

Die  Aufgabe:  „Wenn  bei  zwei  schiefliegenden  projectivischen 
Ebenenbuscheln  drei  Paar  entsprechender  Ebenen  gegeben  sind, 
andere  entsprechende  Ebenenpaare  zu  finden,  oder  mit  anderen 
Worten,  die  Ebenenbüschel  schief  auf  einander  zu  projiciren,' 
ist  in  beiden  Fällen  (a,  b)  leicht  zu  lösen,  nämlich  dadurch,  dass  mu 
Gerade  oder  ebene  Strahlbüschel  zu  Hülfe  nimmt  und  »ofort  auf  ähnlicbe 
Weise  verfahrt,  wie  in  §  24,  HI.  Im  Falle  (b)  bedarf  man  nur  einer  ein- 
zigen Geraden  als  Uülfslinie,  die  nämlich  drei  Darchschnittelinien  von  i^ 
gend  drei  enteprechenden  Ebenenpaaren  schneidet  (§  51). 

Femer  ist  die  Aufgabe:  „Zwei  schiefliegende  projectivischc 
Ebenenbüschel  in  perspectivische  Lage  zu  bringen;"  znfolge  der 
mit    der    perspectivischea   Lage    verbundenen    Umstände    (I)   leicht  n 


in.    Zwei  projectivische  Ebenenbüschel  können  endlich  auch  so  liegen, 


32. 


'  Sätze  durch  Zusammenstellung  der  Gebilde. 
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32.  Durch  die  bisherigen  Betrachtungen  sind  die  Fundamentalsätze 
über  projectivische  Gerade,  ebene  Strahlbüschel  und  Ebenenbüschel  im 
Räume  entwickelt  worden.  Die  weitere  Betrachtung  könnte  sich  nun  mit 
verschiedenen  Verbindungen  und  Zusammenstellungen  der  genannten  Ge- 
bilde beschäftigen,  wobei  die  gefundenen  Sätze  durch  Wiederholung  und 
Verbindung  zu  zusammengesetzteren  Sätzen  führen  würden,  auf  ähnliche 
Weise,  wie  im  ersten  Kapitel  von  §  19  bis  zu  Ende.  Allein  ich  werde 
mich  hier  nur  auf  einige  wenige  Verbindungen  beschränken  und  am 
Schlüsse  in  zwei  Anmerkungen  zwei  Reihen  von  leicht  auszuführenden 
Befrachtungen  kurz  andeuten. 

Den  obigen,  in  §  22  aufgestellten  Sätzen  entsprechen  hier  folgende, 
von  deren  Richtigkeit  man  sich  mittelst  vorhergehender  erwiesener  Eigen- 
schaften leicht  überzeugen  wird. 


I.  „Wenn  von  n  Geraden  A, 
A„  A,, . . .  An-i,  die  durch  den- 
selben Punct  gehen  (aber  sonst 
beliebig  liegen),  der  Reihe  nach 
jede  mit  der  darauf  folgenden 
projectivisch  ist  und  mit  ihr 
perspectivisch  liegt,  so  sind 
je  zwei  projectivisch  und  lie- 
gen perspectivisch." 

n.  „Wenn  drei  projectivi- 
sche Gerade  A,  A,,  A,  durch 
denselben  Punt;t  gehen,  und 
wenn  darin  drei  entsprechende 
Puncto  (c,  CpCj)  vereinigt  sind, 
so  dass  je  zwei  Gerade  per- 
spectivisch liegen^  so  liegen 
die  drei  Projectionspuncte  (ffl, 
39i»  35,),  die  ihnen,  paarweise 
genommen,  zugehören,  in  einer 
Geraden  Sl,  oder  so  sind  sie 
mit  einem  bestimmten  Ebenen- 
büschel 81  perspectivisch  (§  27, 
III),  d.h.  die  Ebenen  a,  ß,  ..., 
welche  durch  je  drei  entspre- 
chende Puncte  a,  a^,  a,;  b,  b^, 
b,;   ...    der  Geraden  bestimmt 


I.  „Wenn  von  n  Ebenenbü- 
scheln Sl,  Sl„  2lj„  ...  Sln-i,  deren 
Axen  in  derselben  Ebene  lie- 
gen, der  Reihe  nach  jeder  mit 
dem  darauf  folgenden  projec- 
tivisch ist  und  mit  ihm  per- 
spectivisch liegt,  so  sind  je 
zwei  projectivisch  und  liegen 
perspectivisch." 

n.  „Wenn  die  Axen  dreier 
projectivischen  Ebenenbüschel 
91,  9lj,  Sl,  in  einer  Ebene  liegen, 
und  wenn  in  dieser  drei  ent- 
sprechende Ebenen  (8,6^82)  ^^^'' 
einigt  sind,  so  dass  je  zwei 
Ebenenbüschel  perspectivisch 
liegen,  so  schneiden  sich  die 
drei  perspectivischen  Durch- 
schnitte (B,  B„  Bj),  die  ihnen 
zugehören,  in  einer  Geraden 
A,  oder  so  sind  sie  zugleich 
mit  einer  bestimmten  Geraden 
A  perspectivisch  (§27,  ni),  d.h. 
die  Puncte  a,  b,  ...,  in  welchen 
je  drei  entsprechende  Ebenen 
a, a^a,;  ß, ß„ß,;  ...  der  Ebenen- 
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werden,   bilden  einen  Ebencn- 
büschel  31." 

HI.  „Wenn  vier  projectivi- 
sche  Gerade  Ä,  Ä,,  Ä„  A,  sich 
in  einem  Puncte  schneiden, 
und  wenn  alle  unter  einander 
perspectivisch  sind,  so  liegen 
von  den  ihnen  zugehörigen 
sechs  Projectionspuncten  vier- 
mal drei  in  einer  Geraden,  und 
folglich  liegen  alle  sechs  in 
einer  Ebene,  und  folglich  lie- 
gen vier  entsprechende  Puncte, 
etwab,b,,b„6,,in  dieser  Ebene." 


IV.  „Bewegen  sich  n  Puncte 
a,  a,,a„  ...  an-i  nach  der  Reihe 
in  n  beliebigen  festen  Geraden 
A,  A,,  Aj,  ...  An— 1,  die  durch 
denselben  Punct  gehen,  und 
drehen  sich  die  n — 1  Geraden 
(a,  a,,  a,...  an-s),    welche    durch 

die    Punctepaare    an,,  (1,0,, 

ao-aa„-,  gehen,  nach  der  Reihe 
um  n— 1  feste  Puncte  (SB,©,, 
S„...©„_j),  so  dreht  sich  die 
Gerade  durch  je  zwei  jener 
Puncte  (a,  a,,  0,...)  um  einen 
festen  Punct." 


buschel  sich  schneiden,  liegei 
in  einer  Geraden  A." 

ni,  „Wenn  vier  projectifi- 
sche  Ebenenbflschel  9,  S,,  S^ 
3(j,  deren  Axen  in  einer  Ebene 
liegen,  unter  einander  perepee- 
tivisch  sind,  so  schneiden  Bich 
von  den  ihnen  zugehörigen 
sechs  perspectivischen  Dnreli- 
schnitten  viermal  drei  in  einet 
Geraden,  und  folglich  schnei- 
den sich  alle  sechs  in  eingn 
Puncte,  und  folglich  schneiden 
sich  vier  entsprechendje  Ebe- 
nen, etwa  ß,  ß,,  ß„  ß,,  in  diesen 
Puncte." 

rV.  „Drehen  sich  o  Ebenen 
a,  o,,  a„  . . .  an.,1  nach  der  Reihe 
um  n  beliebige  feste  Gerade 
St,  S(,,  Sl,,  . . .  Slo-i,  die  in  einer 
Ebene  liegen,  und  bewegen 
sich  die  n — 1  Durchschnitts- 
linicn  (a,  a,,  a,,  ...  Sa-i)  der 
Ebenenpaare  a  und  «,,  et,  and 
a,,  ...  a^-i  and  «n-i,  nach  der 
Reihe  in  a — 1  festen  Ebenen 
(B,  B„  B„  . . .  B„.-0,  so  bewegt 
sich  die  DurchsohnittsliDie  von 
jezwei  jener  Ebenen  (o,  et,,  e^,...) 
in  einer  festen  Ebene." 
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Puncte  gehen,  und  dessen  Ecken  nach  der  Reihe  in  jenen  Gera- 
den liegen. 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist  der  obigen  (§  25)  ähnlich,  so  dass 
jeder  sie  ohne  Schwierigkeit  wird  ausführen  können.  Ich  will  nur  be- 
merken, dass  die  gegenwärtige  Aufgabe  im  Allgemeinen  zwei  Auflösungen 
zulässt,  weil  die  Rangordnung  der  gegebenen  Elemente  nicht  verwechselt 
werden  kann.  Diese  Beschränkung  der  Zahl  der  Auflösungen  wird  auf- 
gehoben, wenn  die  Aufgabe  in  folgender  Gestalt  gegeben  wird: 

„Sind  n  beliebige  Ebenen  ß,  ß,,  ß^,  ...  p„_i  und  in  jeder 
irgend  ein  Punct,  also  n  Puncte  33,  33,,  33^,  ...  33n-i,  gegeben, 
so  sollen  n  andere  Ebenen  a,  a,,  a,,  ...  a„_i  so  gelegt  werden, 
dass  sie  nach  der  Reihe  durch  die  Seiten  des  durch  jene  Puncte 
bestimmten  n-Ecks  gehen,  und  dass  die  n  Durchschnittslinien 
der  aufeinander  folgenden  Ebenen  in  jenen  gegebenen  Ebenen 
liegen." 


ErsteAnmerkung. 

« 

Von  projectivischen  Gebilden,  die  in  einem  Strahlbüschel  im  Räume 

liegen. 

33.  Zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  ist  noch  eine  besondere  Zusammen- 
stellung von  projectivischen  Gebilden,  und  zwar  von  ebenen  Strahlbüscheln 
und  Ebenenbüscheln  näher  ins  Auge  zu  fassen,  nämlich  diejenige  Zusammen- 
stellung, bei  welcher  die  genannten  Gebilde  sämmtlich  zu  einem  Strahl- 
buschel  im  Räume  gehören  (§1,  V),  d.  h.,  bei  dieser  Zusammenstellung 
haben  alle  ebenen  Strahlbüschel  einen  und  denselben  Mittelpunct  und  die 
Axen  aller  Ebenenbüschel  gehen  durch  diesen  nämllchep  Punct,  welcher 
Mittelpunct  des  Strahlbüschels  im  Räume  heisst  und  durch  S)  bezeichnet 
werden  soll. 

Unter  diesen  Umständen  finden  off'enbar  zwischen  projectivischen  ebenen 
Strahlbüscheln  und  Ebenenbüscheln,  die  in  demselben  Strahlbüschel  35 
liegen,  durchweg  ähnliche  Beziehungen  statt,  wie  zwischen  projectivischen 
Geraden  und  ebenen  Strahlbüscheln,  die  in  derselben  Ebene  liegen  und 
von  denen  das  erste  Kapitel  handelt.  Denn  wird  der  Strahlbüschel  2)  durch 
irgend  eine  Ebene,  die  E  heissen  mag,  geschnitten,  so  wird  jeder  Ebenen- 
büschel in  einem  ebenen  Strahl büschel,  jeder  ebene  Strahlbüschel  in  einer 
Geraden,  und  jeder  Strahl  in  einem  Punct  geschnitten;  nun  können  alle 
diese  durch  den  Durchschnitt  erzeugten  Gebilde  in  der  Ebene  E  als  per- 
spectivisch  mit  den  ihnen  zugehörigen  Gebilden  im  Strahlbüschel  35  an- 
gesehen werden  (§  27,  III),  und  alsdann  werden,  wenn  irgend  zwei  Gebilde 
in  der  Ebene  E  projectivisch  sind,  auch  die  ihnen  entsprechenden  Gebilde 
im  Strahlbüschel  S)  projectivisch  sein  (§  30,  IV),    und  auch  umgekehrt; 
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daher  werden  fa»t  alle  Gesetze,  GigenschafteD,  Lehrsätze,  Forismen,  Auf- 
gaben u.  s.  w,,  die  bei  projectivischen  Gebilden  in  der  Ebene  E  atattfindok, 
auch  auf  ähnliche  Weise  bei  den  ihnen  entsprechenden  Gebilden  im  StraU- 
büschel  2)  statthaben,  so  dass  nur  einzelne  besondere  Eigenscbaften  md 
Umstände  hierbei  eine  Ausnahme  machen. 

Demnach  würden  alle  Untersuchungen,  die  im  ersten  Kapitel  übet 
Gebilde  in  der  Ebene  E  durchgeführt  worden,  auf  entsprechende  Weite 
bei  den  Gebilden  im  Strahlbüschel  S)  auszufuhren  sein;  da  aber  diese 
Untersuchung  im  Grunde  genommen  nichts  wesentlich  Neues  enthielte, 
weil  sie,  wie  wir  oben  gesehen,  unmittelbar  aus  der  Untersuchung  in  der 
Ebene  E  abgeleitet,  oder  auf  dieselbe  zurückgeführt  werden  kann,  so  werde 
ich  mich  hier  nicht  länger  damit  aufhalten,  indem  es  durchaus  nicht 
schwierig  ist,  bei  jedem  vorkommenden  Falle  nach  den  bereits  gegebenen 
Andeutungen  sich  zurecht  zu  finden.  Ich  will  nur  noch  eriuaem,  dam 
die  Figuren  in  der  Ebene  E  mit  den  ihnen  entsprechenden  Figuren  im 
Strablbüschol  ©  auf  gewisse  Weise  übereinstimmen,  d.  h.,  einem  Vieleck 
in  E  entspricht  ein  gleichnamiger  Körperwinkel  in  5),  z.  B.  dem  Dreieck 
ent-spricht  ein  dreikantiger  oder  dreiflächiger  Körperwinkel,  dem  Viereck 
entspricht  ein  vierkantiger  Körperwinkel,  u.  s.  w.,  und  dem  Kreise  ent-, 
spricht  ein  Kegel  (zweiten  Grades). 

Als  ein  zweckmässiges  Beispiel  zur  Erläuterung  des  Gesagten  m^ 
folgende  Aufgabe  dienen: 

„Wenn  zwei  projectivischo  ebene  Strahlbüschel  SB,,  S,  in 
einem  Strahlbüschcl  3)  per-'»pectivisch  liegen,  ho  dass  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  e„  c,  vereinigt  sind  (§28),  und  man  denkt 
sich  den  einen  Strahlbüscbel  fest,  während  der  andere  sich  im 
den  gemeinschaftlichen  Strahl  herumbewegt,  scr  ist  die  Frage, 
welche  Fläche  durch  die  Projectionsaxe  ä  (d.h.  Axe  des  Ebenen- 
büschels,  in  welchem  beide  Strahlbüschel  S,,  S^  liegen  (§  28))  beschrie- 
ben werde." 
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aus  dem  Scheitel  2)  auf  die  Ebene  E  des  Kreises  gefällte  Loth  e,e3  nicht 
den  Mittelpunct  (r)  des  Kreises  trifft.  „Also  beschreibt  die  Pro- 
jectionsaxe  31  eine  schiefe  Kegelfläche  die  von  jeder  Ebene, 
welche  zu  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  e^e^  der  Strahlbüschel 
33,,  33,  senkrecht  ist,  in  einem  Kreise  geschnitten  wird." 

Zweite   Anmerkung. 
Von  projectivischen  Gebilden  auf  der  Kugelfläche. 

34.  Denkt  man  sich  eine  Kugelfläche  K,  die  den  Mittelpunct  3)  des 
vorhin  zu  Grunde  gelegten  Strahlbüschels  im  Räume  (§  33)  zum  Mittel- 
punct hat,  so  wird  dieselbe  von  den  Gebilden,  die  im  Strahlbüschel  35  liegen, 
wie  folgt,  geschnitten:  von  jedem  Strahl  (a,  b, ...)  in  einem  Punct  (a,  b, .. .); 
**  von  jedem  ebenen  Strahlbüschel  33  in  einem  Hauptkreise  (grössten  Kreise) 
H,  dessen  Puncto  den  Strahlen,  und  dessen  Abschnitte  (Bogen)  den  Winkeln 
des  Strahlbüschels  entsprechen;  von  einem  Ebenenbüschel  31  in  einem 
sphärischen  Strahlbüschel  33,  d.  h.  in  einer  unzähligen  Menge  von 
Hauptkreisen,  die  den  Ebenen  des  Ebenenbüschels,  und  deren  Winkel  den 
Winkeln  der  letzteren  entsprechen,  und  die  alle  durch  denselben  Punct 
33  (üurchschnittspunct  der  Axe  31)  gehen,  welcher  Mittelpunct  des  sphä- 
rischen Strahlbüsehels  heissen  soll.  Werden  nun  irgend  zwei  Gebilde  (H 
und  33,  oder  H  und  H,,  oder  33  imd  33,)  auf  der  Kugelfläche  K,  wenn 
ihre  entsprechenden  Gebilde  (33  und  31,  oder  33  und  33,,  oder  31  imd  ä,) 
im  Strahlbüschel  3)  projectivisch  sind,  ebenfalls  projectivisch  genannt, 
so  folgt  mit  dieser  Erklärung  zugleich,  dass  die  wesentlichsten  projectivi- 
schen Beziehungen,  welche  zwischen  den  Gebilden  im  Strahlbüschel  S) 
(oder  zwischen  den  Gebilden  in  der  Ebene  E  (§  33))  stattfinden,  auch 
zwischen  den  Gebilden  auf  der  Kugelfläche  K  statthaben  müssen. 

Wie  man  hieraus  sieht,  sind  also  die  Betrachtungen  auf  der  Kugel- 
fläche K  durchaus  nichts  eigenthündich  Neues,  sondern  sie  sind  nur  als 
eine  besondere  Beschränkung  der  Betrachtungen  im  Strahlbüschel  2)  an- 
zusehen. Ueberhaupt  haben  Untersuchungen  auf  der  Kugelfläche  selten 
die  Wichtigkeit,  die  man  ihnen,  vermöge  einer  oberflächlichen  Ansicht, 
beizulegen  geneigt  ist.  Denn  oft  lassen  sich  dieselben  aus  entsprechenden 
Untersuchungen  im  Strahlbüschel  2)  oder  in  der  Ebene  E  ableiten,  und 
viele  derselben  Hessen  sich  dann  auch  auf  ähnliche  Weise  auf  andere 
krumme  Flächen  übertragen.  Ueber  die  Art  und  Weise,  wie  im  Allge- 
meinen Operationen  (Constructionen)  auf  der  Kugelfläche  ausgeführt  werden 
können,  werde  ich  später  handeln.  Man  kann  nämlich  die  Kugelfläche 
allein  als  Operationsfeld  annehmen,  oder  man  kann  die  entsprechenden 
Operationen  im  Strahlbüschel  2),  oder  in  irgend  einer  Ebene  E  ausführen, 
und  sodann  auf  die  Kugelfläche  K  übertragen.     Finge  man  mit  der  Con- 
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stmctioD  auf  der  Kugeltläche  K  an,  so  liessen  »ich  umgekehrt  die  gefoD- 
denen  Resultate  auf  den  Strahlbüschol  S)  oder  auf  die  Ebene  E  übertragen, 
weiches  aber  nicht  der  zweckmiUsigste  Gang  sein  möchte. 

Ueber  die  Betrachtung  projectiWscher  Gebilde  auf  der  Kugelflicb« 
will  ich  nur  noch  bemerken,  dasa  nur  wonige  von  den  EigeDscbafteD, '^ 
im  ersten  Kapitel  an  projecti  vi  sehen  Gebilden  in  der  Ebene  nachgewiesen 
worden,  nicht  auch  auf  entsprechende  Weise  bei  jenen  sich  vorfiDden;  m 
Holcher  Ausnahme  gehören  z.  B,  der  Parallelismus  der  Geraden,  und  ibe 
unendlich  entfernten  Puncte,  Dagegen  sind  die  Eigenschaften,  welche  nf 
die  projecti vische  Beziehung  gegründet  sind,  auf  ähnliche  Weise  vorband«!, 
wie  in  der  Ebene  E  oder  wie  im  Strahlbüschel  S).  Denn  da  offenbar  die 
Abschnitte  (Bogen)  eines  Hauptkreises  H  gerade  das  Maa-ss  der  ihnen  eol- 
sprechenden  (gegenüber  stehenden)  Winkel  des  zugehörigen  ebenen  Strahl- 
bflschels  SB  sind,  und  da  die  Winkel,  welche  die  Strahlen  eines  sphiriscben 
Strahlbüschels  39  mit  einander  bilden,  offenbar  die  nämlichen  sind,  welche 
die  ihnen  entsprechenden  Ebenen  im  zugehörigen  Ebcncnbüschel  9  ein- 
schliessen,  so  muss  folglich  auch  bei  projoctivi sehen  Gebilden  auf  der 
Kugelfläche  Gleichheit  der  Verhältnisse  stattfinden,  wenn  dazu  bei  Haapt- 
Vreisen  die  Sinus  der  Bogen,  und  bei  Strahl biischeln  (f&)  die  Sinns  der 
von  den  Strahlen  eingeschlossenen  Winkel  genommen  werden.  Daher 
folgt  z.  B.:  „dass  es  1)  bei  zwei  projectivischcn  Hauptkreisen  U, 
H,  zwei  entsprochende  Abschnitte  (Bogen)  giobt,  die  Quadranten 
sind;  2)  dass  es  bei  zwei  projectivischcn  sphärischen  Strahl- 
büscholn  35,  S,  zwei  entsprechende  rechte  Winkel  giebt;  »iißd 
3)  dass  es  bei  einem  Hauptkreise  H  und  einem  Strahlbüschel  9, 
die  projecttvisch  sind,  einen  Quadranten  und  einen  rechten  Win- 
kel giebt,  die  sich  entsprechen;  und  dass  in  Bezug  auf  diese 
cigenthiimlichen  Elemente  dasselbe  Gesetz  stattfindet,  wie  bei 
projectivischen  Strahlbüscheln  33,  SS,  in  der  Ebene  (§12,1,8,8,), 
oder  wie   bei  projectivischen  Ebenenbüscholn  ä,   St,    (§30,  V)*. 
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ähnliche  Umstände  statt,  wie  bei  den  entsprechenden  Betrachtungen  in 
§  16  und  §  31,  in ;  ferner  kann  dabei  eine  entsprechende  Aufgabe  gestellt 
und  auf  ähnliche  einfache  Weise  (mittelst  eines  Kreises  oder  irgend  eines 
sphärischen  Kegelschnittes)  gelöst  werden,  wie  in  §17,  welche  sodann 
eine  eben  so  fruchtbare  Anwendung  findet,  wie  die  letztere  bei  den  ihr 
nachfolgenden  Betrachtungen  u.  s.  w. 


Drittes  Kapitel. 

Erzeugung  der  Linien  und  der  geradlinigen  Flächen  zweiter 
Ordnung  durch  projectivische  Gebilde. 


35.  Bei  der  obigen  Untersuchung  projectivischer  Gebilde  wurde  bei 
der  schiefen  Lage  derselben  die  nähere  Erforschung  der  Gesetze,  welchen 
bei  zwei  Geraden  A,  Aj  die  Projectionsstrahlen  (§  9,  I),  bei  zwei  ebenen 
Strahlbüscheln  33,  33,  die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Strahlenpaare, 
oder  die  durch  entsprechende  Strahlenpaare  bestimmten  Ebenen  (wenn  33, 
33,  im  Strahlbüschel  35  liegen  (§  33)),  und  bei  zwei  Ebenenbüscheln  31, 
81,  die  Durchschnittslinien  der  entsprechenden  Ebenenpaare  (§31)  unter- 
worfen sind,  absichtlich  vermieden.  Diese  Untersuchung  soll  jetzt  nach- 
geholt werden.  Sie  führt,  wie  man  sehen  wird,  zu  den  interessantesten 
und  fruchtbarsten  Eigenschaften  der  Linien  zweiter  Ordnung,  oder  der  so- 
genannten Kegelschnitte,  aus  denen  sich  fast  alle  anderen  Eigenschaften 
der  letzteren  in  einem  umfassenden  Zusammenhange  auf  eine  überraschend 
einfache  und  anschauliche  Weise  entwickeln  lassen;  nämlich  sie  zeigt  die 
nothwendige  Entstehung  der  Kegelschnitte  aus  den  geometrischen  Grund- 
gebilden, und  zwar  zeigt  sie  dadurch  zugleich  eine  sehr  merkwürdige 
doppelte  Erzeugung  derselben  durch  projectivische  Gebilde.  Ebenso  zeigt 
sie  eiüe  doppelte  Erzeugung  der  geradlinigen  Flächen  zweiten  Gerades, 
d.  h.  aller  derjenigen  Flächen  zweiten  Gerades,  in  welchen  gerade  Linien 
liegen  (d.  i.  Kegel,  Cylinder,  eiofaches  Hyperbbloid,  hyperbolisches  Pära- 
boloid,  Ebenenpaar). 

Wenn  man  bedenkt,  mit  welchem  Scharfsinne  die  Mathematiker  in 
älterer  und  neuerer  Zeit  die  Kegelschnitte  erforscht,  und  welche  fast  zahl- 
lose Menge  von  Eigenschaften  sie  an  denselben  entdeckt  haben,  so  ist  es 
in  der  That  auffallend,  dass  die  vorgenannten  Eigenschaften  so  lange  ver- 
borgen bleiben  konnten,  da  doch  aus  ihnen,  wie  sich  zeigen  wird,  fast 
alle  bekannten  Eigenschaften  (nebst  vielen  neuen),  wie  aus  einem  Gusse 
hervorgehen,  ja  da  sie  gleichsam  die  innere  Natur  der  Kegelschnitte  vor 
unseren  Augen   aufschliessen.     Denn,    wenn   auch  Eigenschaften  bekannt 
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sind,  die  den  genannten  n&he  liegen,  so  finden  sich  doch  meines  Wisseng 
letztere  nirgends  bestimmt  ausgesprochen,  in  keinem  Falle  aber  wurde  ihre 
Wichtigkeit  erkannt,  die  sie  durch  die  gegenwärtige  Eotwickelung,  wo  sh 
zu  Fundamcntalsätzen  erhoben  werden,  erhalten;  übrigens  bin  ich  aodi 
nicht  einmal  durch  jene  auf  diese  geführt  worden. 

Da  der  hier  vorgesteckte  Zweck  die  Betrachtung  projectiviscber  Ge- 
bilde ist,  so  dürfen  die  Kegelschnitte  hier  noch  nicht  so  ausföhrlich  untw- 
sucht  werden,  ala  e.s  mittelst  der  erwähnten  Eigenschaften  leicht  geschehen 
könnte;  sondern  ich  werde  mich  bloss  auf  einige  wenige  Entwickelui^eD 
bescliränken,  die  entweder  aus  dem  Gange  der  Betrachtung  jener  Gebilde 
nothwendig  hervorgehen,  oder  die  zar  Erforschung  derselben  in  der  Folge 
dienlich  sind.  Später,  nach  vollendeter  Durchführung  der  Untersachimg 
projectivischer  Gebilde  sollen  alsdann  die  Eogelschnitte  einer  amfassenden 
Untersuchung  unterworfen  werde»,  die  sich  auf  ihre  vorerwähnte  Erzeugung 
durch  projectivische  Gebilde  gründen  wird,  wobei  letztere  sodann  nur  a]s 
untergeordnete  Hülfsmittel  dienen,  und  wodurch  die  vorstehenden  Behaup- 
tungen sollen  gerechtfertigt  werden. 


Gegenseitiger  Durchschnitt  der  Ebene  und  der  Segelfläche. 

36.  Zunächst  soll  hier  eine  kurze  Betrachtung  der  eigentlichen  Kegel- 
schnitte, wie  sich  dieselben  beim  Kegel  der  unmittelbaren  Anschauung 
darbieten,  vorangeschickt  und  dabei  vornehmlich  auf  einige  Umatändc, 
die  für  die  synthetische  Untersuchung  derselben  sehr  wesentlich  sind,  auf- 
merksam gemacht  werden.  Nur  muss  ich  bemerken,  dass  diese  Betrach- 
tung, genau  genommen,  dem  zweiten  Abschnitte  (folgendes  Heft)  aoge- 
hört,  woselbst  sie  in  einem  umfassenderen  Zusammenhange  aasgofuhrt 
werden  wird. 

Doiikt  man  alle  diejenigen  Strahlen  a,  a, .  a,,  ...  eines  Strahl büsdicl- 
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ebene  (berührende  Ebene),  weil  nämlich  nur  ein  einziger  Strahl  der  Kegel- 
fläche in  ihr  liegt,  nämlich  nur  derjenige,  welcher  durch  den  Berührungs- 
punct  ffl  der  genannten  Tangeute  geht.  Nun  nennt  man  femer  die  Durch- 
schnittsfigur,  welche  irgend  eine  Ebene  mit  der  Kegelfläche  bildet,  d.  h. 
die  Gesammtheit  aller  Puncte,  die  sie  mit  ihr  gemein  hat,  Kegelschnitt. 
Das  Gemeinschaftliche  und  das  Besondere  oder  Eigenthümliche  der  ge- 
sammten  Schnitte  eines  Kegels  lässt  sich  bequem  auffassen  und  übersehen, 
wenn  vorerst  die  Schnitte  derjenigen  Ebenen,  welche  durch  den  Mittel- 
punct  2)  gehen,  untersucht  werden.  Eine  solche  Ebene  kann  sich  auf  drei 
wesentlich  verschiedene  Arten  zum  Kegel  verhalten,  nämlich  wie  folgt: 

a)  kein  Strahl  der  Kegelfläche  liegt  in  der  Ebene,  sondern  alle 
werden  von  ihr  im  Puncte  3)  geschnitten;  dahin  gehört  also  jede 
Ebene,  die  den  Kreis  K  weder  schneidet  noch  berührt.  In  Bezug 
auf  jede  solche  Ebene  liegen  die  beiden  Theile  M,  M,  des  Kegels 
auf  entgegengesetzten  Seiten. 

b)  ein  Strahl  der  Kegelfläche  liegt  in  der  Ebene  und  alle  übrigen 
schneidet  sie  im  Puncte  3);  dahin  gehören  alle  sogenannten  Be- 
rührungsebenen des  Kegels  d.  h.  jede  Ebene,  welche  durch  eine 
Tangente  des  Kreises  K  gelegt  wird.  In  Bezug  auf  jede  solche 
Ebene  liegen  die  Theile  M,  M^  des  Kegels  auf  abwechselnden  Seiten. 

c)  zwei  Strahlen  der  Kegelfläche  liegen  in  der  Ebene  und  alle 
übrigen  werden  von  ihr  im  Puncte  3)  geschnitten;  dahin  gehört 
jede  Ebene,  die  den  Kreis  K  schneidet.  Jede  solche  Ebene  spaltet 
jeden  Theil  M,  M^  des  Kegels  in  zwei  Abschnitte,  so  dass  auf 
jeder  Seite  der  Ebene  zwei  Abschnitte  liegen,  in  denen  zusammen 
alle  Strahlen  vorkommen,  die  von  der  Ebene  geschnitten  werden. 

Da  nun  jede  andere  Ebene  im  Räume,  die  nicht  durch  den  Mittcl- 
punct  2)  geht,  nothwendigQr  Weise  mit  irgend  einer  unter  den  vorstehenden 
drei  Abtheilungen  begriffenen  Ebene  parallel  ist,  so  wird  sie,  ebenso  wie 
die  letztere,  die  Strahlen  der  Kegelfläche  entweder  alle  schneiden,  oder 
nur  einenf  oder  nur  zwei  derselben  nicht  in  der  That  schneiden,  son- 
dern nach  ihren  unendlich  entfernten  Puncten  gerichtet  sein,  d.  h.  mit 
ihnen  parallel  sein;  diese  besonderen  Strahlen  sind  nämlich  diejenigen, 
welche  in  jener  durch  den  Mittelpunct  3)  gehenden  Parallelebene  liegen. 
Daher  giebt  es  folgende  drei  Klassen  von  Kegelschnitten: 

I.  Jede  Ebene,  welche  mit  irgend  einer  unter  der  obigen  Abtheilung 
(a)  begriff'enen  Ebene  parallel  ist,  schneidet  alle  Strahlen  der 
Kegelfläche  in  endlicher  Entfernung,  und  zwar  schneidet  sie  nur 
einen  der  beiden  Theile  M,  Mj  der  Kegelfläche,  so  dass  also  der 
Durchschnitt,  wie  er  sich  der  unmittelbaren  Anschauung  darstellt, 
eine  geschlossene  krumme  Linie  ist  (durch  die  ein  Theil  der 
Ebene  ganz  begrenzt  wird).    Ein  solcher  Schnitt,  oder  eine  solche 
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Liuie  hcisst  Ellipse.  Die  Goradon,  in  welchen  die 
£bene  die  BcruhnjngBebenen  des  Kegels  schncidot,  sind  ümmtlidi 
Tangenten  der  Ellipse,  so  dass  also  letztere  in  jedem  ihrer  Pimct« 
von  einer  bestimmten  Geraden  berührt  wird.  Unter  dieser  Klasse 
von  Kegelschnitten  befinden  sich  insbesondere  auch  Kreise,  wie 
z.  B.  der  Kreis  K,  von  welchem  die  Betrachtung  aO^ing;  femei 
gehören  dahin,  als  Grenzfallo,  die  Schnitte  der  Ebenen  (a),  vobei 
nämlich  die  Ellipsen  sich  auf  den  einzigen  Punct  S)  c^uciren. 
Jede  Ebene,  die  mit  ii^nd  einer  unter  (b)  begriffenen  Ebeoe 
parallel  ist,  schneidet  nur  einen  der  beiden  Theile  U,  H,  det 
Kegellläche,  und  zwar  trifft  sie  alle  Strahlet)  in  endlicher  Entfer- 
nung bis  auf  denjenigen,  in  welchem  ihre  Parallelebene  den  K^ 
berührt,  und  nach  dessen  unendlich  entferntem  Puncto  aie  gerichtet 
ist,  so  dase  also  der  Schnitt,  wie  man  in  der  Vorstellung  sieht, 
eine  gebogene  knunme  Linie  ist,  deren  beide  Arme  sich  nach 
derselben  Seite  hin  ins  Unendliche  erstrecken,  nämlich  nach  dem- 
selben unendlich  entfernten  Puncto  hinstreben,  nach  welchem 
jener  besondere  Strahl  gerichtet  ist  Ein  solcher  Schnitt  heisst 
Parabel.  l>io  Durchschnittslinien  der  schneidenden  Ebene  und 
der  Berührungsobenen  des  Kegels  sind  Tangenten  der  Parabel, 
so  dass  also  letztere  in  jedem  ihrer  Puncto  von  einer  bestimmten 
Geraden  berührt  wird;  jene  Berühruugsebene  aber,  welche  der 
schneidenden  parallel  ist,  ist  nach  einer  unendlich  entfernten 
Tangente  gerichtet,  die  nämlich  dem  unendlich  entfernten  Ponde 
der  Parabel  zugehört. 

Die  Schnitte  der  unter  (b)  begriffenen  Ebenen  gehören  als  Grent 
fälle  hierher,  nämlich  bei  ihnen  reduciren  sich  die  Parabeln  anf 
die  einzelnen  Strahlen  der  Kegelfläche. 

Jede  Ebene,    welche    mit   irgend  einer  unter  der  Abtheilung  (c) 
begriffenen  Ebene  parallel  ist,  schneidet  die  mit  ihr  auf  einerlei 
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einzige  Linie  ausmachen.  Eine  solche  Linie  heisst  Hyperbel. 
Jede  Berührungsebene  des  Kegels  erzeugt  eine  Tangente  der 
Hyperbel,  so  dass  also  die  letztere  in  jedem  ihrer  Puncte  von 
einer  bestimmten  Geraden  berührt  wird;  diejenigen  zwei  Ebenen, 
welche  den  Kegel  in  den  genannten  zwei  besonderen  Strahlen  be- 
rühren, erzeugen  diejenigen  Tangenten,  die  den  unendlich  ent- 
fernten Puncten  der  Hyperbel  zugehören,  diese  Tangenten  selbst 
befinden  sich  in  endlicher  Entfernung,  vermöge  ihrer  besonderen 
Eigenschaft  heissen  sie  Asymptoten  der  Hyperbel. 

Die  Schnitte   der   unter  (c)   enthaltenen  Ebenen   gehören    als 
Grenzfalle  hierher,  nämlich   die  Hyperbel  reducirt  sich  dabei  auf 
zwei  Gerade,  auf  zwei  Strahlen  dei:  Kegel  fläche. 
Dieses  (I,  H,  IH)   sind  die   drei  Arten  von  Kegelschnitten;   für   die 
synthetische  Betrachtung  derselben  sind  die  Umstände:  „dass  die  Ellipse 
keinen,  die  Parabel  einen  und  die  Hyperbel  zwei  unendlich  ent- 
fernte Puncte,    und   dass   nur   die  Parabel   eine   unendlich   ent- 
fernte Tangente  hat,**    als   einfache    unterscheidende  Merkmale 
wohl  zu  berücksichtigen. 

Nach  der  obigen  Anmerkung  (§  33)  folgt  nun,  dass,  wenn  Eigenschaften 
irgend  eines  Kegelschnittes  aus  projectivischen  Gebilden  entspringen,  die- 
selben alsdann  auch  auf  entsprechende  Weise  bei  der  Kegelfläche  und  also 
auch  bei  jedem  anderen  Kegelschnitt  statthaben  müssen,  so  dass,  wenn 
z.  B.  ein  Kegelschnitt  durch  projectivische  Gebilde  erzeugt  werden  kann, 
dann  auch  die  Kegelfläche  und  jeder  andere  Kegelschnitt  aus  projectivi- 
schen Gebilden  entspringen  muss,  und  auch  umgekehrt.  Daher  kann  man 
zur  Erforschung  solcher  Eigenschaften  in  vielen  Fällen  sich  nur  an  den 
Kxeis,  den  bekanntesten  und  einfachsten  Kegelschnitt  (ausser  den  erwähnten 
Grenzfallen)  halten,  welcher  leicht  zu  behandeln  ist,  wie  z.  B.  in  der  fol- 
genden Betrachtung  geschehen  soll. 

Erzeugung  der  Kegelschnitte  und  der  Kegelfläche  durch  pro- 
jectivische  Gebilde. 

37.  Aus  der  Elementargeometrie  bekannte  Eigenschaften  des  Kreises 
zeigen  fast  unmittelbar  die  Erzeugung  desselben  durch  projectivische  Ge- 
bilde, nämlich  wie  folgt: 

Werden  aus  irgend  zwei  Puncten  S,  ffl,  einer  Kreislinie  ÜR  (Fig.  37) 
nach  allen  übrigen  Puncten  a,  b,  c,  . . .  derselben  Strahlen  a,  b,  c,  . . . ; 
a,,  b,,  Cp  ...  gezogen,  so  bilden  diese* unter  sich  gleiche  Winkel,  die 
paarweise  über  denselben  Bogen  stehen,  nämlich  es  ist  Winkel 

(ab)  =  (a, bj,    (ac)  =  (a, c,),    (bc)  =  (b,c,),  . . . , 

folglich  sind  die  dadurch  entstehenden  Strahlbüschel  S3,  S3p  in  Ansehung 
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dor  Stnhlenpaare  a  oiid  «,,  b  and  b,,  c  and  c,,  ...,  projectifbeh 
gleich  (§  13,  n).  DeaVt  Uno  sich  etwa  den  Punct  a  beweglich  and  türi 
ihn  dem  Pnncte  S  näher  rücken,  bU  er  endlich  mit  ihm  znaammentrilt, 
wie  t,  so  wird  nothwendiger  Weise  der  eine  logehörige  Strahl  e  den  Kirä 
berühren:  eb«i  »o  wird  för  den  Punct  h.  der  mit  9,  sasammenfällt,  da 
eine  zi^ehdrige  Strahl  d,  den  Kreis  berühren,  so  dass  also  die  däi  \tt- 
cinigten  Strahlen  e,,  d  entsprechenden  Strahlen  e,  d,  den  Kreis  in  9,9, 
berühren*).  Die  Strahlbnschel  9,  9,  befinden  sich  demnach  in  schiefer 
Lage  (§  14)  and  zwar  sind  sie.  wie  man  sieht,  gleichliegend*^ 
(§13,11). 

Sind  andererseits  A,  A,  (Fig.  38)  ii^nd  zwei  Tangenten  eines  KreiiM 
3Sl,  und  sind  q.  r  die  ihnen  parallelen  Tangenten  desselben,  von  denen  da 
wechselseitig  in  den  Poocten  r.  q,  getroffen  werden,  so  wird,  wie  leicht  n 
sehen,  die  Gerade  X(\,  durch  den  Mittelponct  ^  des  Kreises  gehilftet,  ta 
dass  SRr^SRq,  ist,  und  es  ist  der  Abschnitt  rt)  ^bq,  und  der  Winkd 
a^s,.  Ist  femer  s  eine  beliebige  andere  Tangente,  die  jene  ersterenA, 
A,  in  den  Poncten  a,  0,  schneidet,  so  bleibt,  wenn  man  diese  mit  dem  Hittd- 
punct  3R  des  Kreises  durch  die  Geraden  SRo,  SRo,  verbindet,  der  Winkel 
aWa,  von  unveränderlicher  Grösse,  wie  auch  die  Tangente  a  ihre  Lage 
ändern  mag,  nämlicb  er  (oder  sein  Nebenwinkel  bei  solchen  Tangenten 
wie  b)  ist  beständig  =a^a,*^.  und  ausserdem  sind  die  Winkel  p  =  p 
uud^^T^  daher  sind  die  Dreiecke  alRo,,  arHR,  Vtq,a,,  wegen  der  Gleich- 
heit ihrer  Winkel,  ähnlich,  so  da&s  man  vermöge  der  zwei  letzteren  hat 

ar:r9K  =  3»q,:q,a„ 
oder 

ar.a,q,  =1Sr.»lq,  =9»r'  =  a»q;, 
das   licisst:    das  Rechteck  ar.a,q,  unter  den  Abständen  der  Puncte  0,0,. 
in   wcichep    ii^eud   eine  Tangente  a   die   beiden   festen  Tangenten  A,  A, 
schneidet,    von   den   Durchschnitten  r,  q,    der    pvallelen   Tangenten  r,  q 
hat  eine  beständig  Grössei*),  nämlich  gleich  dem  Quadrate  über  3R[  oder 
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A,  Aj,  in  Ansehung  der  Puncto  paare  a  und  Oj,  b  und  b,,  . . .,  in  welchen 
sie  von  den  übrigen  Tangenten  a,  b,  ...  geschnitten  werden  (§  12, 1),  so 
dass  also  die  letzteren  die  Projectionsstrahlen  sind,  imd  dass  insbesondere 
r,  q,  was  schon  durch  ihre  Bezeichnung  angedeutet  ist  (§  9, 1),  die  Parallcl- 
strahlen  sind.  Lässt  man  in  der  Vorstellung  die  Tangente  a  sich  so  be- 
wegen, dass  der  Punct  a  sich  dem  Durchschnittspuncte  b  der  festen  Tan- 
genten A,  A,  nähert,  so  wird  gleichzeitig  sein  entsprechender  Punct  a, 
dem  Beriihrungspuncte  b,  der  Tangente  A,  näher  rücken,  und  zwar  der- 
gestalt, dass,  wenn  sich  a  mit  b  vereinigt,  dann  auch  a^  mit  bj  zusammen- 
fallt. Ebenso  folgt,  dass  der  dem  Borührungspuncte  e  der  Tangente  A 
entsprechende  Punct  e,  im  gegenseitigen  Durchschnitte  der  Tangenten 
A,  A,  liegt*). 

Aus  den  beiden  vorstehenden  Untersuchungen  folgen  also  nachste- 
hende Sätze: 

„Irgend  zwei  Tangenten  (A,  „Irgend  zwei  Puncto  35,  35, 
Aj)  eines  Kreises  sind  in  An-  eines  Kreises  sind  die  Mittel- 
sehung  der  entsprechenden  puncto  zweier  projectivischen 
Punctepaare,  in  welchen  sie  Strahlbüschel,  deren  entspre- 
von  den  übrigen  Tangenten  chende  Strahlen  sich  in  den 
geschnitten  werden,  projecti-  übrigen  Pun)!ten  der  Kreis- 
visch,  und  zwar  entsprechen  linie  schneiden,  und  zwar  ent- 
den  in  ihrem  Durchschnitte  sprechen  den  vereinigten  Strah- 
voreinigten  Puncton  b,  e,  ihro  len  d,  e,  die  wechselseitigen 
wechselseitigen  Berührungs-  Tangenten  dj,  e  in  jenen  Punc- 
puncte  b,,  e."  ton  35,  35,." 

38.  Wie  bereits  oben  bemerkt  worden  (§  36,  Ende),  folgen  nun  aus 
den  eben  aufgestellten  Sätzen  vom  Kreise  (§  37)  unmittelbar  entsprechende 
Sätze  vom  Kegel  zweiten  Grades  und  dessen  übrigen  Schnitten.  Denn, 
wenn  die  Tangenten  dos  Kreises  K  (Fig.  36)  projectivisch  sind, 'so  sind 
auch  die  ihnen  zugehörigen  ebenen  Strahlbüschol  im  Strahlbüschel  S), 
deren  Ebenen  den  dorn  Kreise  zugehörigen  Kegel  S)  berühren,  unter  sich 
projectivisch  (§  33),  und  wenn  die  Strahlbüschol  im  Kreise  projectivisch 
sind,  so  sind  auch  die  ihnen  zugehörigen  Ebononbüschel  im  Kegel  unter 
sich  projectivisch,  so  dass  also  unmittelbar  nachstehende  Sätze  folgen: 

I.     „In  irgend   zwei  Beruh-  I.      „Irgend    zwei    Strahlen 

rungsebenen  eines  Kegels  zwei-        einer  Kegolfläche  zweiten  Gra- 
ten Grades  befinden  sich  zwei        des  sind  die  Axon  zweier  pro- 


*)  Dieser  Qmstand  kann  auch  daraus  bewiesen  werden,  dass  man,  wenn  man  sich 
die  Gerade  fWb  denkt,  dann  vermöge  der  rechtwinkligen,  einander  ähnlichen  Dreiecke 
rüWb,  reSW  hat  re.rb  =  r3W.rSW,  und  da  rb  =  q,fi,  also  auch  re.qiCi  =  riK.rSW,  woraus 
man  sieht,  dass  e,  ti  die  obige  Bedingung  zweier  entsprechenden  Puncte  erfüllen, 
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projectivische  obeoc  Strafal- 
btisch ol,  deren  entsprechcDde 
Strahlenpaare  nämliufa  in  den 
iibrigon  Berührungsebcnen  lie- 
gen, und  insbesondere  ent- 
Mprcchen  den  im  Durchschnitte 
jencrEbeoen  vereinigten  Strah- 
len (d,  e,)  diejenigen  Strahlen 
(d,,  e),  in  welchen  dieselben 
den  Kegel  berühren." 

Und  nmgokehrt: 


jecti  vischen  Ebenen  büschel, 
deren  entsprechende  Ebencn- 
paare  sich  in  den  äbrigei 
Strahlen  schneiden,  and  ias- 
bßsondere  entsprechen  den  ii 
der  Ebene  jener  Strahlen  ver- 
einigten Ebenen  (S,  e,)  diejeni- 
gen Ebenen  (S,,  s),  welche  den 
Kegel  in  denselben  beröbren.* 


II.  „Jede  zwei  schieflie- 
gende projectivische  ebene 
Strahlbüschel  S,  S,,  die  sich 
in  demselben  Strahlbüschel  ^ 
beHnden,  erzeugen  einen  Ke- 
gel zweiten  Grades,  der  ihre 
Ebenen  berührt,  d.  h.,  die  durch 
die  entsprechenden  Strahlen- 
paare  bestimmten  'Ebenen, 
nebst  den  Ebenen  der  Strahl- 
büschel, sind  die  gesammten 
Berührungsebenen  eines  be- 
stimmten Kegels  zweiten  Gra- 
des, und  zwar  berührt  er  die 
Ebenen  der  Strahlbüschel  in 
denjenigen  Strahlen  (d,,  e),  de- 
ren entsprechende  (d,  ej  im 
Durchschnitte   derselben    ver- 


n.  „Jede  zwei  schieflie- 
gende projectivische  Ebenen- 
büschel  3[,  31,,  die  sich  in  dem- 
selben Strahlbüschel  ^  befin- 
den, erzeugen  einen  Kegel 
zweiten  Grades,  der  durch  ihre 
Axen  geht,  d.  h.,  die  Durch- 
schnittslinien  der  entsprechen- 
den Ebenenpaare,  nebst  den 
Axen  der  Ebenenbuschel,  sind 
die  gesammten  Strahlen  eines 
bestimmten  Kegels  zweiten 
Grades,  und  zwar  wird  er  in 
jenen  Axen  (9(,  8,)  von  denje- 
nigen Ebenen  ($,,  e)  berührt, 
deren  cntspre  chende  in  der 
durch  dieselben  bestimmten 
Ebene  vereinigt  sind." 
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Tangenten  geschnitten  werden,  büschel,   deren   entsprechende 

projectivisch,    und    zwar   ent-  Strahlen    sich    in  den   übrigen 

sprechen  den  in  ihrem  Durch-  Puncten   desselben  schneiden, 

schnitte    vereinigten    Puncten  und  zwar  entsprechen  den  ver- 

(b,  C,)  ihre  wechselseitigen  Be-  einigten    Stra,hlen    (d,  e,)    die 

rührungspuncte  (b,,  c)."  Tangenten  (d,,  e)  in  den  gegen- 
seitigen Mittelpuncten  (33,, SB)." 

Und  umgekehrt: 

IV.  „Jede  zwei  in  einer  IV.  „Jede  zwei  in  einer 
Ebene  schiefliegende  projecti-  Ebene  schiefliegende  projecti- 
vische  Gerade  A,  A,  erzeugen  vische  (ebene)  Strahlbüschel 
einen  Kegelschnitt,  der  siebe-  33,  33,  erzeugen  einen  Kegel- 
berührt,  d.  h.,  sie  und  alle  ihre  schnitt,  der  durch  ihre  Mittel- 
Projectionsstrahlen  sind  die  puncte  geht,  d.  h.,  diese  und 
gesammten  Tangenten  eines  die  Durchschnitte  der  ent- 
bestimmten Kegelschnittes,  sprechenden  Strahlenpaare 
und  zwar  berührt  dieser  die  sind  die  gesammten  Puncte 
Geraden  in  denjenigen  Punc-  eines  bestimmten  Kegelschnit- 
ten (c,  b,),  deren  entsprechende  tes,  und  zwar  wird  dieser  in 
(c,,  b)  in  ihrem  Durchschnitte  jenen  Mitte4puncten  von  den- 
vereinigt sind."  jenigen  Strahlen  (e,  d,)  berührt, 

deren  entsprechende  (e,,  d)  ver- 
einigt sind." 

Es  darf  kaum  erwähnt  werden,  dass  zufolge  der  obigen  zweiten  An- 
merkung (§  34),  bei  projectivischen  Gebilden  auf  der  Kugelfläche  ent- 
sprechende Sätze  stattfinden. 

39.  Die  soeben  aufgestellten  neuen  Sätze  über  den  Kegel  zweiten 
Grades  und  dessen  Schnitte  (§  38)  sind  für  die  Untersuchung  dieser  Fi- 
guren wichtiger  als  alle  bisher  bekannten  Sätze  über  dieselben,  denn  sie 
sind  die  eigentlichen  wahren  Fundamontalsätze,  weil  sie  nämlich  so  um- 
fassend sind,  dass  fast  alle  übrigen  Eigenschaften  jener  Figuren  auf  die 
leichteste  und  klarste  Weise  aus  ihnen  folgen,  und  weil  auch  die  Methode, 
nach  der  sie  daraus  hergeleitet  werden,  jede  bisherige  Betrachtungsweise 
an  Einfachheit  und  Bequemlichkeit  übertrifft.  Wiewohl  ich  mir  vorbehalte, 
die  genannten  Figuren  erst  späterhin  ausführlich  zu  untersuchen,  so  kami 
ich  doch  nicht  umhin,  hier  schon  einige  der  nächsten  Folgerungen  aus 
jener  Hauptquelle  zu  ziehen,  die  zur  Bestätigung  der  eben  ausgesprochenen 
Behauptung  als  eine  kleine  Probe  dienen  mögen. 

Was  nämlith  den  weiteren  Fortgang  der  gegenwärtigen  Betrachtung 
betrifft,  so  soll  nun  zunächst  noch  auf  einige  besondere  Umstände  und 
Grenzfalle  der  erwähnten  Sätze  auimerksam  gemacht  werden;  und  sodann 
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sollen  einige  wesentliche  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  (sowie  des  Eegtfa), 
die  zum  Behufe  späterer  Untersuchungen  über  projectivische  Gebilde  Aieaa, 
sowie  auch  einige  Porismen  aas  denselben  in  kurzen  Ändeutm^en  est- 
wickelt  werden.  Nachgchends  soll  zum  eigentlichen  Hauptgegenstande  st 
röckgekehrt,  und  zwar  die  Erzeugnisse  projectivischer  Gebilde,  die  im 
Räume  beliebig  liegen,  untersucht  werden. 


Besondere     Fälle. 

40.  Bei  den  obigen  Sät/.cn  (§  38,  II  und  IV)  ist  zuvörderst  noeh 
anzugehen,  welche  verschiedene  Oestalten  die  erzeugten  Figuren  haboi 
können;  woran  zu  erkennen,  zu  "welcher  Klasse  (§  36)  der  durch  iwä 
projectivische  Gebilde  erzeugte  Kegelschnitt  gehöre,  und  ob  durch  dieselben 
zwei  Gebilde,  je  nachdem  sie  andei-s  liegen,  ein  Kegelschnitt  anderer  Art 
erzeugt  werde?  Für  einige  Fälle  folgt  die  Antwort  auf  diese  Fragen  dd- 
mittelbar  aus  vorangegangenen  Sätzen,  für  die  übrigen  wird  sie  später 
folgen.  Folgendes  lässt  sich  nämlich  in  Beziehung  auf  diese  Fragen  un- 
mittelbar angeben. 

I.  Da  zwei  projectivisch  ähnliche  Gerade  Ä,  A,  einen  unendlich  ent- 
fernten Projectionsstrahl  haben,  und  umgekehrt  dieselben  ähnlich  sind, 
wenn  ihre  unendlich  entfernten  Puncto  sich  entsprechen,  oder  wenn  sie 
einen  unendlich  entfernten  Projectionsstrahl  haben  (§  13,  I),  und  da  von 
den  Kegelschnitten  nur  die  Parabel  eine  unendlich  entfernte  Tangeute  hat 
(§  36,  II),  so  folgt  also  (§  38,  IV): 

„üass  zwei  in  einer  Ebene  schiefliegende  projectivisch  ähn- 
liche Gerade  Ä,  A,   eine  Parabel  erzeugen."     Und  umgekehrt: 

„Dass  je  zwei  Tangenton  einer  Parabel  von  allen  übrigen 
Tangenten  derselben  projectivisch  ähnlich  geschnitten  werden." 

Der  letztere  Satz  ist,  mit  anderen  Worten  ausgesprochen,  allgemem 
bekannt.     Da   hei   zwei    projectivisch    ähnlichen   Geraden   keine   Parallel- 
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dass,  wenn  eins  derselben  im  Durchschnitte  der  Geraden  vereinigt  ist,  als- 
dann die  letzteren  unter  einem  bestimmten  Winkel  einen  Kreis  erzeugen. 
Werden  insbesondere  die  Durchschnitte  r,  C{^  der  Parallelstrahlen,  d.  h. 
die  Puncte,  deren  entsprechende  r,,  q  unendlich  entfernt  sind,  im  Durch- 
schnitte der  Geraden  vereinigt,  so  ist  der  Kegelschnitt  offenbar  eine  Hy- 
perbel und  die  Geraden  sind  die  Asymptoten  derselben  (§  36,  HI  und  §  38, 
IV);  daher  folgen  unmittelbar  die'  bekannten  Eigenschaften  der  Hyperbel: 
^Dass  das  Rechteck  unter  den  Abschnitten  ra,  q^o^,  oder  rb, 
q^bj,  ...,  welche  eine  beliebige  Tangente  a,  oder  b,  ...  von  den 
Asymptoten  (A,  Aj)  abschneidet,  eine  beständige  Grösse  hat 
(§  12);"  „dass  daher  auch  der  Inhalt  des  Dreiecks  rao,,  welches 
die  Tangente  mit  den  Asymptoten  einschliesst,  constant  ist,"  und 
andere  Eigenschaften  mehr,  die  später  vollständig  aufgezählt  werden  sollen. 
'  Da  die  Geraden  A,  A,  im  gegenwärtigen  Falle  (wo  sie  nicht  ähnlich 
sind)  ParaUelstrahlen  r,  q  haben,  so  folgt  also: 

„Dass  sowohl  bei  der  Ellipse  als  bei  der  Hyperbel  die  Tan- 
genten paarweise  parallel  sind"*). 

Hierbei  folgt  auch  unmittelbar  der  oben  (§  37)  in  der  Note  erwähnte 
Satz  von  Brianchon,  in  Bezug  auf  die  Durchschnitte  r,  q,  der  Parallel- 
strahlen, wie  leicht  zu  sehen. 

Beobachtet  man.  die  Geraden  A,  A,,  während  sie  allmälig  aus  der 
schiefen  in  die  perspectivische  Lage  übergehen,  so  sieht  man,  dass  der 
Kegelschnitt  zuletzt  in  diejenige  Gerade  (eej  übergeht,  welche  den  ent- 
stehenden Projectionspunct  33  mit  dem  Durchschnitte  (cc,)  der  Geraden 
verbindet,  und  zwar  geht  die  Ellipse  in  das  durch  die  Puncte  (cc,),  33 
begrenzte  Stück,  die  Hyperbel  in  die  beiden  übrigen  (unendlichen)  Stücke, 
und  die  Parabel,  bei  welcher  der  Projectionspunct  33  sich  ins  Unendliche 
entfernt  (§  13,  I),  in  die  eine  Hälfte  der  durch  den  Punct  (cc,)  getheilten 
Geraden  (ee,)  über. 

II.  So  wie  bei  zwei  projectivischen  ebenen  Strahlbüscheln  33,  33, ,  die 
in  einer  Ebene  concentrisch  liegen,  entweder  zwei,  oder  nur  ein,  oder 
gar  kein  Paar  entsprechende  Strahlen  sich  vereinigen  (§  16,  U),  gleicher- 
massen  werden,  wenn  die  Strahlbüschel  beliebig  liegen,  entweder  zwei, 
oder  nur  ein,  oder  gar  kein  Paar  entsprechende  Strahlen  parallel  sein; 
denn  lässt  man,  von  jener  Lage  ausgehend,  den  einen  Strahl büschel  sich 
so  bewegen,  dass  sich  jeder  Strahl  sich  selbst  parallel  bewegt,  so  hat  man 
die  letztere  Lage,  und  die  zuvor  vereinigten  entsprechenden  Strahlenpaare 
werden  sodann  parallel  sein.  Sind  aber  zwei  entsprechende  Strahlen 
parallel,  so  zeigt  dies  an,  dass  der  erzeugte  Kegelschnitt  einen  unendlich 


♦)  Diese  Eigenschaft  folgt  auch  leicht  aus  der  obio^en  Betrachtung  des  Kegels  (§  36), 
wie  man  im  zweiten  Abschnitte  sehen  wird. 
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entfernten  Punct  habe,  nach  welchem  sie  gerichtet  sind,  daher  köonen  dü- 
Helben  zwei  Strahlbüschet  im  Allgemeinen  Kegelschnitte  von  allen  im 
Arten  erzeugen,  jo  nachdem  sie  gegen  einander  gerichtet  sind  (§  36  und 
§  16,  II),  und  zwar,  wie  folgt:  ' 

a)  „Zwei  gleichliegende  projectivi»che  ebene  Strahlbüscbel 
35,  S,  können  Ellipsen,  Parabeln,  oder  Hyperbeln  erzeugen,  j» 
nachdem  sie  gegen  einander  gerichtet  sind,  nämlich  ianerbtlb 
eines  bestimmten  Spielräume«  erzeugen  sie  nur  Ellipsen,  an 
den  beiden  Grenzen  desselben,  also  in  zwei  bestimmten  Rich- 
tungen, wo  die  Strahlen  g,  g,,  oder  h,  h,  parallel  sind  (§16,0), 
erzeugen  sie  Parabeln,  und  jenseits  dieser  Grenzen  erzeugeo 
sie  nur  Hyperbeln."     Und 

b)  „Sind  die  Strahlbiischel  ungleichliegend.  so  erzeugen  sir 
nur  Hyperbeln," 

Da,  im  Falle  die  Strahlbiischel  eine  Hyperbel  erzeugen,  die  zwei  Pur 
paralleler  entsprechender  Strahlen  notliwendiger  Weise  den  Asymptoten  pi- 
rallel  »ein  müssen,  weil  sie  mit  diesen  nach  denselben  unendlich  entfernten 
Puncten  gerichtet  sind,  und  da  die  Hy[>erbel  gleichseitig  heisst,  wem 
die  Asymptoten  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  folgt  also:  „Dass  dit 
Strahlbüschel  in  beiden  vorstehenden  Fällen  (a,  b)  eine  gleicli- 
seitigc  Hyperbel  erzeugen,  wenn  man  sie  so  gegen  einander 
richtet,  dass  die  Schenkel  (s  und  s^,  t  und  t,)  der  entsprechenden 
rechten  Winkel  (§  9,  11)  parallel  sind.« 

Sind  insbesondere  die  Strahlbüschel  S,  9,  gleich,  so  erzeugen  sie 
im  Falle  (a)  einen  Kreis  (§  37)  und  im  Falle  (b)  eine  gleichseitige  Hyperbel 

Lässt  man  die  beliebigen  Strahlbüschol  S9,  33,  allmälig  in  perspec- 
tivische  Li^e  übei^ehen,  nämlich  dadurch,  dass  zwei  parallele  entsprechende 
Stralilcn  auf  einander  fallen,  welche.i  also  nur  von  der  hyperbolischen  und 
parabolischen  Lage  aus  geschehen  kann,  so  sieht  man,  dass  der  Kegelschnitt 
zuletzt  in  zwei  bestimmte  Gerade  übergeht,  wovon  die  eine  der  entstehende 
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Der  von  zwei  projecti vischen  Ebenenbüscheln  31,  Slj  oder  ebenen 
Strahlbüschehi  33,  33,  erzeugte  Kegel  (§38, 11^  ändert  nothwendiger  Weise 
seine  Gestalt,  je  nachdem  die  Gebilde  so  oder  anders  gegen  einander  ge- 
richtet sind,  er  kann  runder  oder  platter  werden,  und  wenn  insbesondere 
die  Gebilde  in  perspectivische  Lage  kommen,  so  geht  der  Kegel  in  fol- 
gende Grenzfalle  über:  bei  den  Ebenen büscheln  )l,  9,  in  zwei  Ebenen, 
wovon  die  eine  der  perspectivische  Durchschnitt  35  (§  31)  derselben  und 
die  andere  die  durch  beide  Axen  Sl,  Sl,  gehende  Ebene  (es,)  ist  Qn  wel- 
cher letzteren  zwei  entsprechende  Elemente  e,  e,  vereinigt  sind),  und  bei 
den  Strahlbüschebi  35,  33,  in  diejenige  Ebene,  welche  durch  die  Projec- 
tionsaxe  Ä  derselben  und  durch  die  Durchschnittslinie  (ee,)  der  Ebenen 
33,  33,  geht. 

Lasst  man  die  nämlichen  zwei  Ebenenbüschcd  31,  9,  ihre  Lage  all- 
mälig  so  ändern,  bis  ihre  Axen  91,  9,  paraUel  ^ind,  so  müssen  noth- 
wendiger Weise  alle  Strahlen  des  Kegels  m\t  denselben,  parallel 
werden,  so  dass  sich  sein  Mittelpunct  S)  ins  Uij^ndliche  entfernt.  In 
diesem  besonderen  Falle  heisst  die  erzeugte  Figur  nfipht  mehr  Kegel,  son- 
dern „Cylinder",  uud  zwar  Cylindcr  zweiten  0rades.  Bei  dieser 
besonderen  Lage  der  Ebenenbüschel  91,  9,  können,  epenso  wie  bei  zwei 
projectivischen  ebenen  Strahlbüscheln  35,  35,  in  einer  Ebene  (II),  entweder 
zwei  oder  nur  ei^n  oder  gar  kein  Paar  entsprechende  Ebenen  parallel 
sein  (§  31,  ÜI),  und  daher  kann  die  Cylindcrlläche  entweder  zwei  oder 
nur  einen  oder  gar  keinen  unendlich  entfernten  Strahl  haben,  wodurch 
sich  drei  Klassen  von  Cylindem  von  einander  unterscheiden,  die  nach  der 
Reihe  hyperbolische,  parabolische  und  elliptische  Cylinder  heissen. 
Die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Ebenenbüschel  den  einen  oder  den 
anderen  dieser  drei  Cylinder  erzeugen,  sind  den  obigen,  unter  welchen  die 
ebenen  Strahlbüschel  33,  35,  den  einen  oder  anderen  der  drei  Kegelschnitte 
erzeugen  (IT),  ganz  ähnlich.  Dies  gilt  auch  von  dem  besonderen  Falle, 
wenn  die  Ebenenbüschel  31,  Sl,  gleich  sind,  in  welchem  Falle  sie  näm- 
lich entweder  den  sogenannten  geraden,  oder  den  gleichseitig  hyper- 
bolischen Cylinder  erzeugen. 

Wird  der  Cylinder  von  irgend  einer  Ebene  E  geschnitten,  so  werden 
die  ihn  erzeugenden  Ebenenbüschel  91,  S(,  in  zwei  ebenen  Strahlbüscheln 
33,  33,  geschnitten,  die  sich  nothwendiger  Weise  in  Hinsicht  paralleler 
entsprechender  Strahlen  in  gleichem  Falle  befinden,  als  die  Ebenenbüschel 
9,  9(i  in  Hinsicht  paralleler  entsprechender  Ebenen  (weil  parallele  Ebenen 
von  jeder  anderen  Ebene  in  parallelen  Geraden  geschnitten  werden),  daher 
kann  die  Ebene  E  den  ersten  Cylinder  nur  in  einer  Hyperbel,  den  zweiten 
nur  in  einer  Parabel  und  den  dritten  nur  in  einer  Ellipse  schneiden 
(II).  Wird  die  schneidende  Ebene  E  den  Strahlen  der  Cylindcrlläche  oder 
den  Axen  91,  Sl,  parallel,    so  geht   der  Schnitt  in   zwei  solche   Strahlen 
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über,  daher  folgt:  „dass  zwei  parallele  Gerade  als  Granzfall  so- 
wohl von  der  Hyperbel,  als  auch  von  der  Parabel,  oder  yod 
der  ElltpKe  anzuaehen  sind." 

Andererseits  kann  der  Cylinder  nur  durch  solche  besondere  ebene 
Strabibüschel  S,  S3,  erzengt  werden,  die  aus  parallelen  Strahlen  bestebea. 
Es  findet  bei  ihnen  Aehnlichea  statt,  wie  oben  bei  den  Geraden  A,  A,  (O' 

Der  von  zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln  31,  31,,  oder  von  iwej 
projectivischen  ebenen  Strahlbüscheln  S,  S,  (deren  Strahlen  parallel  sind) 
erzeugte  Cylinder  geht,  wenn  die  Gebilde  in  perapectivische  Lage  gelai^eo, 
im  ersten  Falle  in  zwei  und  im  anderen  Falle  in  eine  Ebene  über,  «tf 
dieselbe  Weise  wie  oben  der  Kegel. 

Einige  Eigenscbsrten  der  Kegelschnitte. 

41.  Wie  bereits  oben  erwähnt  (§  39),  sollen  nun  einige  bemerkens- 
werthe  Sätze  über  die  Kegelschnitt«  aun  den  obigen  FundamentalsäUen 
(§  38,  III,  IV)  in  gedrängter  Kürze  entwickelt  werden. 

I.  Da  die  projectivische  Beziehung  zweier  Geraden  A,  A,  bestimmt 
ist,  sobald  irgend  drei  Paar  entsprechende  Puncte  oder  irgend  drei  Pro- 
jectionsatrahlen  a,  b,  c  gegeben  sind,  und  da  ebenso  die  projectiviscbt 
Beziehung  zweier  Strahlbüschel  SS,  ©,  durch  drei  entsprechende  Strahlen- 
paare  a  und  a^  b  und  b,,  c  und  c,,  oder  durch  deren  Durchschnitte  d, 
6,  c,  bestimmt  ist  (§  10,  ß),  so  folgen  unmittelbar  nachstehende  Sitae 
(§  38,  IV): 

„Durch     irgend    fünf   Tan-  „Durch  irgend   fünf  Pnncle 

genten  (A,  A,,  a,  b,  c)  ist  ein  (S,  9,,  a,  b,  c)  in  einer  Ebene 
Kegelschnitt  bestimmt,  d.  h.  ist  ein  Kegelschnitt  bestimmt, 
fünf  beliebige  Gerade  in  einer  d.  h.  fünf  beliebige  Puncte  io 
Ebene  können  allemal  von  einer  Ebene  liegen  allemal  in 
uem        einem,  aber  nur  in  einem  ein- 
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andere  Tangenten    oder   beliebige    andere  Puncte    desselben    mitteM    des 
Lineals  allein  zu  finden  sind. 
ra.    Nach  §  18  folgt: 
1.  „dass  durch  irgend  einen 
Punctin  der  Ebene  einesKegel- 
schnittes  im  Allgemeinen  und 
höchstens  nur  zwei  Tangenten 
des  letzteren  gehen.     Nämlich 
es    gehen   zwei    oder  nur  eine 
oder  gar  keine  Tangente  durch 
den  genannten  Punct,  je  nach- 
dem derselbe  ausserhalb,  oder 
in    oder   innerhalb   des  Kegel- 
schnittes liegt." 


1.  „dass  irgend  eine  Ge- 
rade in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittes den  letzteren  im  All- 
gemeinen und  höchstens  nur 
in  zwei  Puncten-  schneidet. 
Nämlich  die  genannte  Gerade 
kann  den  Kegelschnitt  ent- 
weder in  zwei  Puncten  schnei- 
den oder  nur  in  einem  Punct 
treffen,  d.  h.  ihn  berühren, 
oder  ihm  gar  nicht  begegnen." 

Diese  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  bewirkt,  dass  dieselben  „Linien 
der  zweiten  Klasse"*)  und  „Linien  der  zweiten  Ordnung"  genannt 
werden.  Dieselben  Eigenschaften  lassen  sich  auch,  mittelst  des  Kegels 
(§  36),  vom  Kreise  herleiten. 

Es  folgt  femer  (§  18) : 
2.  „dass  und  wie  man,  wenn 
fünf  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes gegeben  sind,  ohne 
dass  er  selbst  gezeichnet  vor- 
liegt, die  durch  irgend  einen 
Punct  gehenden  Tangenten 
desselben  bloss  durch  Hülfe 
des  Lineals  ziehen  könne,  so- 
bald in  derselben  Ebene  ir- 
gend ein  Kreis  (oder  sonstiger 
Kegelschnitt)  gegeben  ist." 


2.  dass  und  wie  man,  wenn 
fünf  Puncte  eines  Kegelschnit- 
tes gegeben  sind,  ohne  dass  er 
selbst  gezeichnet  vorliegt,  die 
in  irgend  einer  Geraden  lie- 
genden Puncte  desselben  bloss 
durch  Hülfe  des  Lineals  fanden 
könne,  sobald  in  derselben 
Ebene  irgend  ein  Kreis  (oder 
sonstiger  Kegelschnitt)  ge- 
geben ist." 

42.  L  Da  durch  fünf  Elemente  ein  Kegelschnitt  bestimmt  ist  (§  41, 
I),  so  müssen  zwischen  sechs  Elementen  desselben  noth wendiger  Weise 
bestimmte  Beziehungen  stattfinden;  diese  Beziehungen  sind  zum  Theil  in 
§  24,  I  enthalten  und  lassen  sich  hier,  wie  folgt,  übertragen  (§  38,  IV): 


1.  „Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitte umschriebenen  Sechs- 
seit  (d.  h.  dessen  Seiten  Tan- 
genten des  Kegelschnittes 
sind)  treffen  die  drei  Haupt- 


1.  „Bei  jedem  einem  Ke- 
gelschnitte eingeschriebenen 
Sechseck  (d.  h.  dessen  Ecken 
im  Kegelschnitte  liegen)  liegen 
die   drei   Durchschnittspuncte 


*)  Gergonne  nennt  eine  Curve,  an  welche  von  irgend  einem  Puncte  aus  höchstens 
n  Tangenten  gehen,  eine  Gurre  der  nten  Klasse. 
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diagonalen,     welche     nämlich        der     einander     gegenäberst«- 
dic  gogenüberstehendeo  Ecken       henden    Soitenpa&re    allenal 
verbiDden,     in    irgend    einem        in  irgend  einer  Geraden." 
Puncte  zusammen." 

Und  nmgekehrt: 
2.    „Treffen  die  drei  Haupt-  2.    „Liegen  die  drei  Darch- 

diagonalen  eine»  Sechssoits  schnitte  der  gegeDÜbersteheo- 
in  irgend  einem  Puncte  zu-  den  Seitenpaare  eines  Sechs- 
sammen,  so  Verden  seine  Sei-  ocks  in  irgend  einer  Geraden, 
ten  von  irgend  einem  bestimm-  so  liegen  seine  Ecken  io  irgend 
ten  Kegelschnitte  berührt."  einem  Kegelschnitte." 

Den  Satz  rechts  (1)  hat  Pascal*)  und  den  links  Brümchon**)  loerat 
bekannt  gemacht.  Pascal  nannte  das  betreffende  Sechseck  „Haeofframmtm 
mysttcum."  In  einer  Abhandlung,  die  verloren  gegangen  ist,  soll  er  eine 
vollständige  Behandlung  der  Kegelschnitte  auf  seinen  Satz  gegründet  haben. 
Später  wurde  der  Pascalschc  Satz  vornehmlich  von  Mac-Laurin,  Robfri 
Simson  und  Camot  bewiesen,  und  auch  Schicab  theilt  denselben,  im  An- 
hange zu  Euklide»  Data,  insbesondere  vom  Kreise  mit.  Seit  BrUmdu» 
seinen  Satz  entdeckt  hat,  erkannte  man  besonders  die  Wichtigkeit  der 
beiden  Sätze  für  die  Betrachtung  der  Kegelschnitte,  und  deshalb  wurdoi 
sie  in  neuerer  Zeit  so  häufig  und  verschiedenartig  bewiesen,  wie  nur  seit«) 
geometrischen  Sätzen  gleiche  Aufmerksamkeit  zu  Theil  ward.  Namentlich 
haben  sich  damit  die  französischen  Mathematiker  Gergonne,  Poncdet,  Chatla, 
Sturm,  Bolnllier  u.a.m.,  der  belgische  Dandelin  und  die  deutschen 
Moebius  und  Plvcker  beschäftigt.  Die  gegenwärtige  Ableitung  der  Sätie 
beleuchtet  sie  von  einer  neuen  Seite,  sie  zeigt,  dass  dieselben  nicht  dit 
eigentliche  Grundlage  für  die  Untersuchung  der  Kegelschnitte  sind,  sondern 
dass  sie  vielmehr,  mit  vielen  anderen  Eigenschaften  zugleich,  aus  einer 
umfassenderen  Quelle,  nämlich  aus  der  Beziehung  projectivischcr  Gebilde, 
sehr  leicht  und  klar  hervorgclion.    Eine  wosiiiitllchc  Vervollsl.iirnli^iiii»  M 
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selben  sechs  Elemente  bestimmt  sind,  nämlich  statt  des  umschriebenen 
Sechsecks  diejenigen  zwei  Dreiecke,  wovon  das  eine  die  erste,  dritte  und 
fünfte,  und  das  andere  die  zweite,  vierte  und  sechste  Ecke  des  Sechsecks 
zu  Ecken  hat,  und  statt  dos  eingeschriebenen  Sechsecks  diejenigen  zwei 
Dreiecke,  von  denen  das  eine  die  erste,  dritte  und  fünfte,  und  das  andere 
die  zweite,  vierte  und  sechste  Seite  desselben  zu  Seiten  hat.  In  dieser 
Hinsicht  lauten  die  Sätze,  wie  folgt: 

3.  „Treffen  die  drei  Gera-  3.  „Liegen  die  drei  Puncto, 
den,  welche  die  Ecken  zweier  in  welchen  die  Seiten  zweier 
in  einer  Ebene  liegenden  Drei-  in  einer  Ebene  liegenden  Drei- 
ecke, in  irgend  einer  Ordnung  seite,  in  irgend  einer  Ordnung 
paarweise  genommen,  verbin-  paarweise  genommen,  sich 
den,  in  irgend  einem  Puncto  schneiden,  in  irgend  einer 
zusammen,  so  werdeti  die  Geraden,  so  liegen  die  übrigen 
übrigen  sechs  Geraden,  welche  sechs  Puncto,  in  welchen  die 
die  Ecken  des  einen  Dreiecks  Seiten  des  einen  Dreiseits  die 
mit  denen  des  anderen  ver-  des  anderen  schneiden,  allemal 
binden,  allemal  von  irgend  in  irgend  einem  Kegelschnitte.'^ 
einem  Kegelschnitte  berührt  Und  auch  umgekehrt. 
Und  auch  umgekehrt. 

IL  Vermöge  der  Schlussbemerkungen  in  den  Sätzen  (§  38,  IV)  folgt, 
dass,  wie  bei  der  obigen  Aufgabe  (§  24,  III,  b,  ß)  bei  zwei  schiefliegenden 
projectivischen  Gebilden  (A,  A,  oder  33,33,)  die  den  vereinigten  Elementen 
(b,  C,  oder  d,  ej  entsprechenden  Elemente  (b,,  C  oder  d,,  e)  gefunden 
worden,  durch  dasselbe  Verfahren  auch: 

„wenn  fünf  beliebige  Tan-  „wenn  fünf  beliebige  Puncto 
genten  eines  Kegelschnittes  eines  Kegelschnittes  gegeben 
gegeben  sind,  die  Berührungs-  sind,  die  Tangenten  in  den- 
puncte  derselben  nur  mit  Hülfe  selben  nur  *mit  Hülfe  des  Li- 
des Lineals  gefunden  werden  neals  gefunden  werden  kön- 
können/^  nen." 

Es  sind  darin  zugleich  die  nachstehenden  bekannten  Sätze  enthalten: 

„Bei  jedem  einem  Kegel-  ??Bci  jedem  einem  Kegel- 
schnitte umschriebenen  Fünf-  schnitte  eingeschriebenen 
eck  treffen  die  Diagonalen,  Fünfecke  liegen  die  Durch- 
weiche irgend  zwei  Ecken-  schnittspuncte  irgend  zweier 
paare  verbinden,  und  die  Ge-  Soitenpaare  und  der  Durch- 
rade, welche  die  jedesmalige  schnittspunct,  welchen  die  je- 
fünfte  Ecke  mit  dem  Beruh-  desmalige  fünfte  Seite  mit 
rungspuncte  der  gegenüber-  der  Tangente  in  der  gegen- 
stehenden     Seite     verbindet,  überstehenden     Ecke     bildet, 
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einander      Id      irgend      einem 
Puncte." 

in.    Die  Sätze  in  §  24,  II 
wie  folgt,  wiederholen  (§  3S,  IV): 

1.  „Bei  allen  einem  Kegel- 
schnitte umschriebenen  Vier- 
aoitcn,  bei  welchen  ein  Paar 
gegenäbersteheude  Seiten  in 
irgend  zwei  festen  Tangenten 
desselben  sich  befinden,  liegt 
der  Durchschnittspunct  der 
Geraden,  welche  durch  die 
gegenüberstehenden  Ecken  ge- 
hen (Diagonalen),  in  einerund 
derselben  bestimmten  Gera- 
den, die  nämlich  durch  die 
Berührungapuncte  jener  zwei 
festen  Tangenten  geht." 

Diese  allgemein  bekannten  Sätze 
sprechen : 

2.  „Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitte umschriebenen  Vier- 
säit  gehen  die  beiden  Diago- 
nalen und  die  Gerade,  welche 
die  Berührungspuncte  zweier 
gegenüberstehender  Seiten 
verbindet,  durch  einen  und 
denselben  Punct." 

Oder  für  das  vollständige  Vierseit 


allemal  in  irgend  einer  Gera- 
den," 
lassen  sich  hier,   mit  anderen  Wortto, 


1.  „Bei  allen  einem  Kegel- 
schnitte eingeschriebenen  Vier- 
ecken, bei  welchen  das  eine 
Paar  gegenüberstehende  Ecken 
in  irgend  zwei  festen  Puncten 
desselben  sich  befinden,  gehl 
die  Gerade,  welche  die  Durek- 
schnittspuncte  der  gegenüber- 
stehend eu  Seiten  verbindet, 
durch  einen  und  denselben  be- 
stimmten Pnnct,  der  nämlich 
in  den  zu  jenen  festen  PancteD 
gehörigen  Tangenten  liegt  (ihr 
Durchschnittspunct  ist)." 

werden  kürzer,  wie  folgt,  aa^ 

2.  „Bei  jedem  einem  Keg^- 
schnitte  eingeschriebeaen  Vier- 
ecke liegen  die  Durohschuitts- 
puncte  der  gegenüberstehen- 
den Seiten  und  der  Doreh- 
schnitt  der  Tangenten  in  zwei 
gegenüberstehendeo  Ecken  in 
einer  Geraden." 

,   welches   durch  ii^nd   vier  Tan- 
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fallen  mit  den  drei  Geraden  ten  des  vollständigen  Vierecks 
f9?  fij  98i  welche  die  Durch-  fallen  mit  den  drei  Durch- 
schnitte ;r,  ^,  j  der  gegenüber-  schnitten  f,  ^,  J  der  Diagonalen 
stehenden  Seiten  des  vollstän-  des  vollständigen  Vierseits 
digen  Vierecks  verbinden,  zu-  zusammen.^ 
sammen.'^ 

Zufolge  dieses  Satzes  kann  man  also,  wie  man  sieht,  sehr  leicht 
mittelst  des  Lineals: 

4.  „wenn  irgend  vier  Tan-  4.  „wenn  irgend  vier 
gentenA,A^,A,,  A3  eines  Kegel-  Puncte  a,  a,,  a,,  0,  eines  Kegel- 
schnittes und  der  Berührungs-  Schnittes  und  die  Tangente  in 
punct  einer  derselben,  etwa  a,  einem  derselben,  etwa  A,  ge- 
gegeben sind,  die  Berührungs-  geben  sind,  die  Tangenten  A,, 
puncte  0,,  a„  a,  der  drei  übri-  A,,  A3  in  den  drei  übrigen 
gen  Tangenten  finden."  Denn  Puncten  finden."  Denn  durch 
durch  die  vier  Tangenten  sind  die  die  vier  Puncto  sind  die  Geraden 
Puncte  ;r,  9,  j  gegeben,  durch  diese  ]C^,  fg,  ^J  bestimmt,  durch  diese 
und  durch  a  werden  die  Strahlen  und  durch  A  sind  die  Puncte  b,  c, 
d,  c,  b  bestimmt,  welche  durch  die  b  gegeben,  welche  in  den  gesuchten 
gesuchten  Puncte  a^^  ttj,  ttj  gehen.  Tangenten  A3,  A^,  A,  liegen. 

rV.  Die  Sätze  in  11  und  in,  nebst  vielen  anderen  Sätzen,  kann  man, 
wie  es  einige  französische  Mathematiker  gethan  haben,  dadurch  aus  den 
Sätzen  in  I  ableiten,  dass  man  von  den  jedesmaligen  sechs  Elementen 
des  Kegelschnittes  allmälig  ein  oder  zwei  Paar  u.  s.  w.  sich  vereinigen 
lässt.  Auf  diese  Weise  folgen  z.  B.,  wenn  man  in  I,  3  die  beiden  Drei- 
ecke (sowohl  links  als  rechts)  sich  allmälig  so  verändern  lässt,  dass  die 
Seiten  des  einen  zuletzt  den  Kegelschnitt  berühren,  wobei  dann  nothwen- 
diger  Weise  die  Ecken  des  anderen  in  die  Berührungspuncte  der  Seiten 
des  ersteren  zu  liegen  kommen,  unmittelbar  nachstehende  bekannte  Sätze: 

1.  „Bei  jedem  einem  Kegel-  1.  »Bei  jedem  einem  Ke- 
schnitte  umschriebenen  Drei-  gelschnitte  eingeschriebenen 
seit  treffen  die  drei  Geraden,  Dreiecke  liegen  die  drei 
welche  die  Ecken  mit  den  Be-  Puncte,  in  welchen  die  Seiten 
rührungspuncten  der  gegen-  von  den  Tangenten  in  den 
überstehenden  Seiten  verbin-  gegenüberstehenden  Ecken  ge- 
den,  in  irgend  einem  Puncte  schnitten  werden,  in  irgend 
zusammen.^  einer  Geraden." 

Und  umgekehrt: 

2.  „Zieht  man  aus  den  2.  „Schneidet  man  die 
Ecken  eines  Dreiecks  durch  Seiten  eines  Dreiecks  durch 
irgend    einen   Punct   drei    Ge-       irgend    eine   Gerade,    so    sind 
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radc,  so  begegnen  «lieNe  den 
gegenüberstehenden  Seiten  in 
drei  Bolchcn  Puncton,  in  wel- 
chen sie  von  irgend  einoni  be- 
stimm ton  Kegelschnitte  be- 
rührt worden." 


die  drei  Geraden,  welche  die 
DurchHchnittc  mit  den  gegei- 
übcrRtehenden  Ecken  verbin- 
den, Tangenten  irgend  eines 
boNtimmton,  dem  Dreiecke  nm- 
Hchriehonen  Kcgelscbnittes.' 


Man  sieht,  wio  man  vermögo  dieser  Sätze  sehr  leicht: 


H.  „wenn  irgend  drei  Tan- 
genten eines  Kegelschnittes 
und  die  Berührungspuncte 
zweier  derselben  gegeben  sind, 
den  Rerührungspunct  der  drit- 
ten finden  kann." 


3.  „wenn  irgend  <lr«i 
Pancte  eines  Kegel  achnitt«« 
und  die  Tangenten  in  zweien 
derselben  gegeben  »ind,  di« 
Tangente  im  dritten  finden 
kann." 


Die  voi'stehenden  8ät»e  sind  vieler  Folgerungen  fähig,  die  aber  gegen- 
wärtig nicht  ausgeführt  werden  dürfen;  später  soll  ein  Theil  davon  ent- 
wickelt werden.  Eine  grosse  Reihe  von  Sätzen,  mit  denen  sie  in  Bezie- 
hung stehen,  habe  ich  im  ersten  und  zweiten  Hefte  des  XIX.  Bandes  der 
Amudes  de  Math^aliquea  bekannt  gemacht*). 

43.  I.  Andere  Beziehungen  zwischen  sechs  gicidinamigeu  Elementen 
eines  Kegelschnittes  (§  42,  1)  gründen  sich  auf  die  Gleichheit  der  Doppel- 
Verhältnisse  bei  projectivischen  Gebilden  und  lauten,  wie  folgt  (§  10,  « 
und  §  38,  DI): 


1.  „Bei  irgend  sechs  Tan- 
genten eines  Kegelschnittes 
werden  je  zwei  von  den  jedes- 
maligen vier  übrigen  so  ge- 
schnitten, dass  die  Doppelvor- 
hältnisse aus  den  Abschnitten 
gleich  sind,"     Oder 

Jrf;..Mul      vinr      foHtc     T 


1.  „Bei  irgend  sechs  Pnnc- 
ten  eines  Kegelschnittes  be- 
stimmen je  zwei  mit  den  vier 
übrigen  solche  Strahlen,  dass 
die  Doppelverhältnisse  der  Si- 
nusse der  dazwischen  liegen- 
den Winkel  gleich  sind."  Oder 
Irgend     vier    feste    Pu 
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niss  geschnitten  werden,  sind,  beness    Doppelverhältniss    zu- 

sammt   den   vier  festen   Gera-  kommt,  liegen  in  irgend  einem, 

den,    Tangenten    irgend    eines  durch    die    vier   festen  Puncte 

bestimmten  Kegelschnittes."  gehenden  Kegelschnitt." 

Die  Sätze  links  sind,  unter  anderer  Form  abgefasst,  bekannt. 

Die  vielen  Folgerungen,  die  sich  aus  den  vorstehenden  Sätzen  ziehen 
lassen,  müssen  hier  übergangen  werden;  nur  der  nachstehende  besondere 
Fall  soll  gegenwärtig  in  Betracht  gezogen  werden. 

II.  Wenn  bei  den  vorigen  Sätzen  die  erwähnten  Doppel  Verhältnisse 
den  besonderen  Werth  =1  haben,  so  dass  also  die  jedesmaligen  be- 
treffenden vier  Elemente  harmonisch  sind  (§  12,  II),  so  lauten  die  Sätze 
ilisbesondere,  wie  folgt: 

1.  „Schneiden  vier  Tan-  1.  „Bestimmen  vier  Puncte 
genten  eines  Kegelschnittes  eines  Kegelschnittes  mit  ir- 
irgend  eine  fünfte  harmonisch,  gend  einem  fünften  harmo- 
so  schneiden  sie  auch  jede  nische  Strahlen,  so  thun  sie 
andere  Tangente  desselben  mit  jedem  anderen  Puncte 
ebenso."  desselben  ein  Gleiches." 

Und  umgekehrt: 

2.  „Alle  Geraden,  welche  2.  „Alle  Puncte,  welche 
von  irgend  vier  festen  Gera-  mit  irgend  vier  festen  Punc- 
den  harmonisch  geschnitten  ten  vier  harmonische  Strahlen 
wetdon,  berühren  einen  be-  bestimmen,  liegen  in  einem 
stimmten  Kegelschnitt,  wel-  bestimmten  Kegelschnitt,  der 
eher    auph    von    jenen    festen  durch  jene  festen  Puncte  geht." 

Geraden  berührt  wird." 

* 

Die  vier  festen  Tangenten  sollen  in  Bezug  auf  den  betreffenden  Kegel- 
schnitt „vier  harmonische  Tangenten",  und  umgekehrt  soll  der  Kegel- 
schnitt in  Bezug  auf  das  durch  jene  gebildete  Vierseit  „der  einge- 
schriebene harmonische  •Kegelschnitt"  genannt  werden.  Eben  so 
sollen  andererseits  die  vier  festen  Puncte  in  Bezug  auf  den  zugehörigen 
Kegelschnitt  „vier  harmonische  Puncte,"  und  umgekehrt  der  Kegel- 
schnitt in  Bezug  auf  das  durch  die  Puncto  bestimmte  Viereck  „der  um- 
schriebene harmonische  Kegelschnitt"  heissen.  Um  diese  Eigen- 
schaften vollständig  aufzuklären,  müssen  hier  noch 'folgende  Betrachtungen 
hinzugefügt  werden. 

Sind  A,  Aj,  A,,  A,  (Fig.  40)  irgend  vier  harmonische  Tangenten 
eines  Kegelschnittes,  und  ist  A^  eine  beliebige  fünfte  Tangente  desselben, 
so  sind  also  die  vier  Puncte  1^,  i,  f,  l,  in  welchen  sie  von  jenen  geschnitten 
wird,  harmonisch,  ^un  sind  z.  B.  A  und  A^  in  Ansehung  der  Puncte, 
in   welchen   sie  von   den   übrigen  Tangenten  geschnitten  werden,    projec- 
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tivisch,  und  zwar  entspricht  dem  Puncte  ^  in  Ä^  der  Berähmngquinct  | 
in  A  (§  38,  m),  so  i&sA  abo  den  vier  Pnncten  E),  i,  {,  I  in  A^  die  mt 
Puncto  a,  b,  c,  t>  in  A  entsprechon;  folglich  sind  auch  die  vier  lefarton 
l'unct«  harmonisch.  Gleiches  folgt  für  die  drei  übrigen  Tangent«n  ii,, 
A„  A,.  Wenn  aber  sowohl  c,  b,  a,  b  als  c,  e,  a,,  g  harmonisch  wA, 
so  müssen  die  drei  Geraden  be,  aa„  bg  einander  in  einem  und  demsdboi 
Puncl«  f  treffen  (§  12  und  §  14).  Aus  gleicheu  Gründen  liegen  die  Bfr 
rührungspuDcte  a,,  a,  der  sich  zugoordjieten  harmonischen  Tangente  A,, 
A,  mit  dem  Durchschnitte  c  der  beiden  übrigen  Ä,  Ä,  in  einer  Geraden  CO,!^. 

Sind  andererseits  33,  39,,  S,,  39,  (Fig.  41)  ii^nd  vier  harmoniscbe 
E^lncte  in  einem  Eogelschnitte,  und  ist  Sß^  ein  beliebiger  fünfter  Ponrf 
desselben,  so  sind  also  die  vier  Strahlen  h,  i,  k,  1  harmonisch,  und  dt 
die  Strahlbüschel  39^  und  S  in  Ansehung  der  Strahlen  h,  i,  k,  1  und  i, 
b,  c,  d,  wo  nämlich  a  die  Tangente  im  Mittolpunctc  18  ist,  projectiviscb 
sind  (§  38,  III),  so  sind  folglich  auch  die  vier  Strahlen  a,  b,  c,  d  hir- 
monisch.  Gleiches  fmdot  für  die  drei  übrigen  Puncto  39,,  S8„  33,  stitL 
Wenn  aber  sowohl  c,  b,  a,  d  als  c,  e,  a„  g  harmonisch  sind,  so  müssen 
die  drei  Puncte  35,,  c,  S,  in  einer  Geraden  liegen  (§  12  und  14).  Aus 
ähnlichen  Gründen  müssen  die  Tangenten  a,,  a,  in  den  zwei  sich  ni- 
geordneten  harmonischen  Puncton  39,,  S,  mit  der  durch  die  zwei  übrigm 
(zugeordneten)  Puncte  SS,  Sßj  bestimmten  Geraden  c  in  einem  Puncte  f 
zusammentreffen. 

Aus  dioscr  Betrachtung  fliesst  Folgendes: 
3.     „Irgend    vier   harmoni-  3.      „Irgend     vier     harmo- 

Mchc  Tangenten  eines  Kegel-  nische  Puncto  eines  Kegel- 
schnittes haben  solche  Bezio-  Schnittes  haben  solch«  Besie- 
hung zu  einander,  dass  a)  dor  hung  zu  einander,  dass  a)  die 
Berührungspunct  einer  jeden  Tangente  in  jedem  zu  den  drei 
zu  don  drei  Puncten,  in  welchen  Strahlen,  welche  er  mit  deo 
sie   von    den   drei   übrigen  ge-        drei    übrigen    bestimmt,     der 
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Tangenten  eines  Kegelschnit-  eine  der  zwei  Bedingungen  (a), 

tes  eine  der  zwei  Bedingungen  (ß),   so   sind   sie  harmonisch.^ 
(a),  (ß),  80  sind  sie  harmonisch. **    .   Daher  folgt  weiter  (7 links):  8)  „dass 

Daher   folgt   weiter  (y  rechts):    8)  vier   Tangenten   eines  Kegel- 

„dass  vier  harmonische  Tan-  Schnittes,  die  ihn  in  vier  har- 

genten    eines  •  Kegelschnittes  monischen  Puncten  berühren, 

diesen    in   vier  harmonischen  ebenfalls  harmonisch  sind.^ 
Puncten  be-rühren.** 

Mittelst  dieser  Eigenschaften  lassen  sich  nachstehende  Aufgaben  sehr 
leicht  losen:' 

4.  »Die  einem  gegebenen  4.  „Die  einem  gegebenen 
Vierseit  eingeschriebenen  drei  Viereck  umschriebenen  drei 
harmonischen  Kegelschnitte  harmonischen  Kegelschnitte 
zu  finden,  d.  h.  die  Puncto  an-  zu  finden,  d.  h.  die  Tangenten 
zugeben,  in  welchen  sie  die  anzugeben,  von  welchen  sie 
gegebenen  Geraden  berühren."  in  den  gegebenen  Puncten  be- 
rührt werden." 

Da  nämlich  die  Seiten  des  gegebenen  Viersei ts,  etwa  A,  A^,  A3,  A, 
(Fig.  42),  auf  dtei  verschiedene  Arten  einander  zugeordnet  werden  können 
(§  4),  nämlich  entweder  a)  A  und  A,,  A,  und  A„  oder  b)  A  und  A,, 
A,  und  A,,  oder  c)  A  und  A, ,  A,  und  Aj,  so  giebt  es  auch  drei  einge- 
schriebene harmonische  Kegelschnitte,  deren  Bcrührungspuncte  unmittelbar, 
wie  folgt,  gefunden  werden.  Sind  ]C,  X),  g  die  Durchschnitte  der  drei  Dia- 
gonalen des  Yierseits,  so  müssen,  im  Falle  (a)  die  Bcrührungspuncte  t,  i, 
einerseits  mit  g  (3,  ß),  und  andererseits  mit  g  (§42,  III)  in  einer  .Gera- 
den liegen,  folglich  müssen  sie  in  der  Geraden  gj  liegen.  Ebenso  sind 
die  zwei  übrigen  Bcrührungspuncte  i,,  l,  durch  die  Gerade  bj  gegeben. 
Aus  gleichen  Gründen  sind  im  Falle  (b)  die  beiden  Paar  Bcrührungspuncte 
a  und  a,,  a,  und  a,  mittelst  der  Geraden  f^,  c^  gegeben;  und  ebenso 
werden  im  Falle  (c)  die  gesuchten  zwei  Paar  Bcrührungspuncte  1^  und  l^,, 
1^,  und  1^3  bloss  durch  Ziehen  der  Geraden  CJ,  bj  gefunden.  —  Anderer- 
seits, d.  h.  bei  der  Aufgabe  rechts,  werden  die  gesuchten  Tangenten  durch 
ein  entsprechendes  Verfahren  gefunden,  was  Jeder  leicht  wird  ausführen 
können. 

5,  „Zu  irgend  drei  gegebe-  5.  „Zu  irgend  drei  gogobe- 
nen  Tangenten  eines  Kegel-  nenPuncten  einesKegelschnit- 
schnittes  die  vierte  harmo-  tes  den  vierten  harmonischen 
nische  zu  finden."  zu  finden." 

Es  darf  kaum  erinnert  werden,  dass  die  Auflösung  dieser  Aufgaben 
anmittelbar  aus  (3,  ß)  folgt.  Jeder  Aufgabe  kommen,  vermöge  der  ver- 
schiedenen Zuordnungen,  drei  Auflösungen  zu. 
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So  wie  KU  zwei  feHten  PuDcten  ff,  f  in  einer  Geradea  A,  (Fig.*0) 
unzählige  Paaro  von  zugeordneten  harmoiuscheD  Puncten  t,  1  möglich  nad 
(§  8,  III),  ebenso  mnd  also  auch  zu  irgend  zwei  fcKtcii  Tangenten  A,  A, 
eines  Kegelschnittes  unzählit;c  Paare  von  zugeordneten  harmoniachm  Tu- 
gcntcn  A,,  A,  möglich,  und  es  muss  (zufolge  3,  ß)  der  Durchschnitt | 
einea  jeden  der  letzteren  Paaro  in  der  Geraden  00,  liegen,  welche  durch 
die  Perührnngspuncte  jenes  festen  Tangontenpaarcs  geht,  und  die  w- 
schiedcnon  Paare  Bcriihrungs puncto  dorscIl>en  müssen  in  Geraden  0,0,)  ■-■ 
liegen,  welche  sämmtlich  durch  den  Durchschnitt  c  der  festen  TangeDtoi 
gehen.  Andererseits  folgt  Entsprechendes.  Daher  folgen  weiter  Dieb- 
stehende  Sätze: 

6.      „In    Bezug    auf    irgend  6.      „In   Bezug    auf  irgend 

zwei  Tangenten  A,  A,  eines  zwei  Puncte33, 39,  einesKegel- 
Kcgelschnittes  giebt  es  nn-  schnitte»  gicbt  es  unzählige 
zählige  zugeordnete  harmoni-  zugeordnete  harmonische 
sehe  Tangentenpaare,  nämlich  Punctopaare,  nämlich  jede 
jede  zwei  Tangenton  (Aj,  A,),  zwei  Puncto  (35,,  33,),  die  in 
deren  Durchschnitt  (f)  in  der-  einer  Geraden  (f)  liegen,  wel- 
jenigon  Geraden  aa,  liegt,  che  durch  den  Durchschnitt 
welche  durch  die  Rerührungs-  der  Tangenten  in  jenen  Punc- 
puncte  jener  zwei  geht,  sind  ton  geht,  sind  ein  solches 
(fin  solches  Paar,"  Paar." 

Diese  Sätze  gestatten  verschiedene  Umkehrungen ,  wovon  einige,  ab 
Theilu  umfassenderer  Sätze,  im  nächsten  Paragraph  folgen*). 


44.  Aus  vorhergehenden  Sätzen  folgt  leicht  eine  merkwürdige  Eigen- 
schaft <ler  Kegelschnitte,  die  für  mancherlei  Untersuchungen  sehr  Iruchtbv 
untl  in   neuerer  Zeit,    seit  Monge  sie  in  Anregung  gebracht,   mit  gutem 
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schneiden  (§8,  II),  so  dass  sowohl  die  vier  Puncto  a,  r,  ttj,  f,  als  a,  ^, 
a,,  u,  als  ttp  9,  a„  Ö,  als  a^,  ö,  Oj,  jr  harmonisch  sind.  Vermöge  dieser 
Puncte  sind  ferner  sowohl  die  vier  Strahlen  fa,,  f^,  fa,,  fö,  als  eo,,  Co, 
CO,,  C]C  harmonisch.  Da  zu  den  drei  Puncten  a,  ttj,  u  nur  ein  einziger, 
dem  u  zugeordneter,  vierter  harmonischer  Punct  Xj  möglich  ist,  so  muss 
also,  wenn  der  Kegelschnitt  nebst  den  Tangenten  A,  Ä,  und  der  Geraden 
CU  fest  bleiben,  die  Berührungssehne  ttja,  der  Tangenten  A,,  Aj  stets 
durch  denselben  festen  Punct  Xj  gehen,  wo  man  auch  den  Durchschnitt 
f  der  Tangenten  auf  der  festen  Geraden  cu  annehmen  mag;  aus  ähnlichen 
Gründen  muss,  wenn  der  Kegelschnitt  nebst  den  Tangenten  A,  A,  und 
der  Geraden  br  fest  bleiben,  die  Gerade  a,aa,  welche  die  Berührungspuncte 
der  Tangenten  A^,  A^  verbindet,  immerhin  durch  den  festen  Punct  f  gehen, 
wo  man  auch  den  Durchschnitt  c  dieser  Tangenten  längs  der  festen  Gera- 
den br  hinrücken  mag.  Wird  noch  bemerkt,  dass  (zufolge  §  43,  II,  3,  ß) 
die  Gerade  be  durch  die  Berührungspuncte  p,  q  der  sich  in  f  schneiden- 
den Tangenten  ;rp,  fq  geht  (dies  würde  auch  folgen,  wenn  man  die  drei 
Puncte  e,  Oj,  a,  allmälig  mit  p  oder  q  zusammenfallen  liesse),  so  folgen 
zosammengenonmien  nachstehende  Sätze: 


I.  „Dreht  sich  eine  Gerade 
(0,0,  oder  OjaJ,  die  einen  Kegel- 
schnitt schneidet,  um  irgend 
einen  (in  ihr  liegenden)  festen 
Punct  (9  oder  jr),  a)  so  ist  der 
Ort  desjenigen  Punctes  (ö  oder 
§i)y  welcher  zu  den  zwei  Durch- 
schnittspuncten  (o,,  0,  oder  Oj, 
0,)  und  dem  festen  Puncte  der 
vierte,  und  zwar  dem  letzte- 
ren zugeordnete,  harmonische 
Punct  ist,  eine  bestimmte  Ge- 
rade (y  oder  x);  und  ß)  in  dieser 
Geraden  bewegt  sich  zugleich 
der  Durchschnitt  (f  oder  c)  der- 
jenigen zwei  Tangenten  (A,, 
A,  oder  A,,  A,),  durch  deren 
Berührungspuncte  jene  be- 
wegliche schneidende  Gerade 
geht" 

Vermöge  dieser  merkwürdigen  gegenseitigen  Beziehung  des  Punctes  t) 
oder  f  und  der  Geraden  y  oder  x  im  Verhältniss  zum  Kegelschnitt  (a) 
«oll    in  der  Folge  die  Gerade   „die  Harmonische  des  Punctes",   und 


I.  „Bewegt  sich  ein  Punct 
(f  oder  c)  in  einer  festen  Gera- 
den (y  oder  x)  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnittes,  a)  so 
geht  diejenige  Gerade  (v  oder 
s),  welche  zu  den  zwei  durch 
den  Punct  gehenden  Tangen- 
ten (Aj,  Aj  oder  A,,  A,)  und  der 
festen  Geraden  die  vierte,  der 
letzteren  zugeordnete,  harmo- 
nische Gerade  (Strahl)  ist,  durch 
einen  bestimmten  Punct  (t) 
oder  f);  und  ß)  um  diesen  Punct 
dreht  sich  zugleich  diejenige 
Gerade  (a,a,  oder  ajOj),  welche 
durch  die  Berührungspuncte 
(a,,  0,  oder  Oj,  a,)  der  jedesma- 
ligen zwei  Tangenten  geht." 
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der  Punct  „der  harmonische  Pol  der  Geraden"  in  Bezog  auf  da 
Kegelschnitt  heissen*).  Mao  sieht,  das»,  je  nachdem  der  Ponct  inneilialb, 
wie  Q,  oder  ausserhalb,  wie  }:,  des  Kegelschnittes  liegt,  seine  Hnafr- 
nUchc  dem  Kegelschnitt  gar  nicht  begegnet,  wie  y,  oder  ihn  schneidtt, 
wie  X,  und  zwar  ihn  in  den  Berührungspuncten  f),  (\  der  durch  denPonii 
j:  gehenden  TangenteD  schneidet,  wie  bereite  oben  bemerkt  worden;  m 
daas  also  «der  Durchschnitt  irgend  zweier  Tangenten  eioei 
Kegelschnittes  der  harmonische  Pol  der  durch  die  Berührnngi- 
puucte  gehenden  Geraden  ist;"  dass  also  z.  B.  e  die  HanDonisdie 
des  Punctes  e,  f  die  Harmonische  des  Punctes  f,  c  die  Hannoniscbe  im 
Punctes  c,  u.  s.  w.  ist.  -Demnach  geht  die  Hannoniache  jedes  PmidM 
(fi  Ci  J^t  ■  ■  0  der  Geraden  y  durch  den  harmonischen  Pol  der  letxtem. 
Gleiches  findet  auch  bei  der  Geraden  x  statt,  nämlich  nicht  Dur  die  Hir- 
monischen  der  ausserhalb  des  Kegelschnittes  liegenden  Puncte  e,  b,  .... 
sondern  auch  die  der  innerhalb  liegenden,  wie  etwa  3,  gehen  dnrch  den 
Pol  f,  denn  da  die  vier  Puncte  a,,  3.  u,,  f  harmonisch  sind,  so  liegt; 
in  der  Harmonischen  s  des  Punctes  S.  Daher  folgt  (was  zum  Theil,  nut 
anderen  Worten  ausgesprochen,  im  vorstehenden  Satze  (I,  ß)  enthalten  ist): 

11.   „Die  harmonischen  Pole  11.     „Die  Harmonischen  al- 

aller  Geraden,  die  durch  irgend  1er  Puncte,  die  in  irgendeiner 

einen    Punct  (g  oder  f)   gehen,  Geraden    (y  oder  x)    liegen,   in 

in    Bezug    auf    einen    Kegel-  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt, 

schnitt,    liegen    in    einer    bc-  gehen  durch  einen  bestimmten 

stimmten    Geraden   (y  oder  x).  Punct  (q  oder ;[),  nämlich  durch 

nämlich  in  der  Harmonischen  den    harmonischen    Pol   jener 

jenes  Punctes."  Geraden." 

Oder  kürzer: 

„Geht    eine    Gerade    durch  B^-iögt  ein  Punct  ia  irgend 

irgend    einen    Punct,    so    geht  einer  Geraden,  so  liegt  der  Pol 
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]r  und  3,  ^  und  j,  u.  s.  w.  zwei  zugeordnete  harmonische  Pole.  Ferner 
sollen  je  drei  Gerade,  von  denen  jede  durch  die  harmonischen  Pole  der 
zwei  übrigen  geht,  wie  z.  B.  x,  y,  z  oder  x,  e,  s,  „drei  zugeordnete 
Harmonische",  und  ebenso  je  drei  Puncto,  von  denen  jeder  der  Durch- 
schnitt der  Harmonischen  der  zwei  übrigen  ist,  wie  z.  B.  ]C,  tj.  J  oder  jr, 
C,  ö,  „drei  zugeordnete  harmonische  Pole"  genannt  werden.  Die 
Durchschnitte  dreier  zugeordneten  Harmonischen  sind,  wie  man  sieht,  zu- 
gleich drei  zugeordnete  harmonische  Pole,  und  auch  umgekehrt. 

Da  die  drei  Geraden  x,  y,  z,  sowie  die  drei  Puncto  ]r,  ^,  J  sowohl 
durch  das  vollständige  Vierseit  AA^A2A3,  als  durch  das  vollständige  Vier- 
eck aOiO^a,  bestimmt  werden,  so  folgen  unmittelbar  nachstehende  Sätze: 

in.  „Alle  einem  vollstän-  UI.  „Alle  einem  (vollstän- 
digen Vierseit  AA^A,Aj  einge-  digen)  Viereck  aajagCls  um- 
schriebenen Kegelschnitte  ha-  schriebenen  Kegelschnitte  ha- 
ben gemeinschaftlich  drei  zu-  bcn  gemeinschaftlich  drei  zu- 
geordnete Harmonische  und  geordnete  harmonische  Pole 
drei  zugeordnete  harmonische  und  drei  zugeordnete  Harmo- 
Pole,  nämlich  die  drei  Dia-  nische,  nämlich  die  drei  Durch- 
gonalen  x,  y,  z  des  Vierseits  schnitte  der  gegenüberstehen- 
und  ihre  Durchschnitte  ]C,  5,  g.  den  Seiten   und  die  durch  sie 

bestimmten  Geraden." 

Nach  dem  festgestellten  Plane  darf  diese  fruchtbare  Betrachtung  gegen- 
wärtig nicht  weiter  entwickelt  werden;  nur  folgende  Aufgaben,  die  mittelst 
des  Lineals  sehr  leicht  zu  lösen  sind,  mögen  hier  noch  Platz  finden: 

rV.     „Die  Harmonische  ir-  IV.    „Den  harmonischen  Pol 

gend    eines   gegebenen    Punc-  einer   gegebenen    Geraden    in 

tes   in  Bezug  auf  einen  gego-  Bezug    auf    einen    gegebeneu 

benen  Kegelschnitt  zu  finden."  Kegelschnitt  zu  finden." 

Es  sei  etwa  ]C  oder  Q  der  gegebene  Punct  (links).  Man  ziehe  durch 
denselben  irgend  zwei  den  Kegelschnitt  schneidende  Geraden  d,  e  oder 
c,  f,  verbinde  die  jedesmaligen  vier  Durchschnitte  ö,  Cl,,  a,,  0,  paarweise 
durch  zwei  Paar  Geraden  b  und  g,  c  und  f,  oder  b  und  g,  d  und  e,  so 
liegen  die  Durchschnitte  j,  tf  oder  3,  jr  dieser  Geradenpaare,  zufolge  der 
oben  angegebenen  Beziehimgen,  in  der  gesuchten  Harmonischen  x  oder  y, 
welche  also  gefunden  ist.  Auf  diese  Weise  suche  man,  um  die  Aufgabe 
rechts  zu  lösen,  zu  irgend  zwei  Puncten  der  gegebenen  Geraden  die  Har- 
monischen, so  ist  der  Durchschnitt  der  letzteren  der  verlangte  Pol  (H). 

V.  „An  einen  (gezeichnet  vorliegenden)  Kegelschnitt  mittelst 
des  Lineals  Tangenten  zu  ziehen,  die  durch  einen,  ausserhalb 
desselben  liegenden,  gegebenen  Punct  f  gehen. 
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Maa  RUche,  nach  (IV)  linkä,  die  Harmonische  x  dos  gegebenen  Poneta 
;r  und  verbinde  die  Puncte  )),  q,  in  -welchen  sie  dem  Kegelschnitte  be- 
gognot,  mit  dem  gegebenen  Puncte  durch  Gerade,  so  liind  diese  die  nr 
langten  Tangenten  (zufolge  der  oben  stehenden  Betrachtung).    . 

45.  Die  vorhin  (§  44)  entwickelten  Satze  über  harmonisch  G«nde 
und  Pole  sind  die  Fundamentalsätze  von  einer  sehr  frochtbaren  geomi^ 
sehen  Untersuchung,  die  in  der  neuesten  Zeit  von  französiachen  Mil^ 
mstikcrn  mit  grossem  Erfolge  angewandt  und  ausgebildet  worden.  }A 
muss  mir  vorbehalten,  später  auf  diesen  Gegenstand  zurückzukommeQ  Qm 
vierten  Abschnitte),  wo  alsdann  nicht  allein  grosse  Reihen  von  Sätzen  nud 
merkwürdigen  Eigenschaften  entwickelt  werden,  sondern  auch  das  eigent- 
liche Wesen  des  Gegenstandes  gründlicher  und  umfassender  enthüllt  wer- 
den wird.  Denn  in  der  That  wird  sich  zeigen,  dass  weder  das  Yonte- 
hende  (was  hier  nur  beiläufig  entwickelt  wurde),  noch  die  Art  und  Weise, 
wie  der  Gegenstand  bisher  von  Anderen  behandelt  worden,  über  die  innen 
Natur  und  die  eigentliche  Bedeutung  dieser  Eigenschaften  gehörige  Aus- 
kunft giebt,  sondern  dass  vielmehr  dieser  Gegenstand,  wie  er  bisher  u^ 
gefasst  und  erkannt  worden,  nur  ein  Theil  eines  umfassenderen  Gvaa 
ist,  wovon  der  andere  Theil,  der  mit  jenem  in  sehr  naher  Beziehung  steht 
unter  anderer  Gestalt  längst  allgemein  bekannt  war,  und  dass  endlich  dit 
gemeinschaftliche  Urquelle  beider  Theüe  aus  einer  eigcnthümlichen 
Verbindung  projcctivischcr  Gebilde  entspringt*). 

Um  hier  nur  an  einem  Beispiele  die  fruchtbare  Anwendung  der  in 
Vorhergehenden  aufgestellten  Eigenschaften  der  harmonischen  Geraden  und 
Pole  zu  zeigen,  soll  ein  von  Briancii/m  gefundener  merkwürdiger  Satz  üb« 
Kegelschnitte**)  durch  dieselben  bewiesen  werden.  Der  Satz  wird  durch 
folgende  Aufgabe  herbeigeführt: 

„Wenn  in  einer  Ebene  sich  „Wenn  in  einer  Ebene  sieb 

irgend   zwei   Kegelschnitte  K,        irgend   zwei   Kegelschnitte  E, 
K,    befinden,    welchem  Gesetz        K,    befinden,    welchem   Geseti 
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Es  seien  a,  b,  c,  d,  e,  f  irgend  sechs  Tangenten  des  Kegelschnittes 
Kj,  und  a,  B,  c,  b,  c,  f  die  ihnen  entsprechenden  hannonischen  Pole.  Das 
Sechsseit  abcdef  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  drei  Diagonalen,  welche 
die  gegenüberstehenden  Ecken  verbinden,  einander  in  irgend  einem  Puncte 
treffen  (§  42, 1, 1),  daher  müssen  die  drei  Durchschnitte  der  gegenüber- 
stehenden Seiten  des  Sechsecks  abcbef  in  einer  Geraden  liegen,  weil  sie 
die  harmonischen  Pole  jener  Diagonalen  sind  (§  44,  II);  folglich  muss  das 
Sechseck  abcbef  irgend  einem  Kegelschnitte  K^  eingeschrieben  sein  (§  42, 
I,  2);  und  da  dieser  Kegelschnitt  durch  irgend  fünf  Puncte,  etwa  durch 
a,  b,  c,  b,  c,  bestimmt  ist  (§  41,  I),  so  ist  er  folglich  der  Ort  der  harmo- 
nischen Pole  der  Tangenten  des  Kegelschnittes  K,,  weil  jede  beliebige 
andere  Tangente  statt  jeuer  sechsten  f  genommen  werden  kann.  Lässt 
man  die  bewegliche  Tangente  f  allmälig  mit  einer  der  festen,  etwa  mit 
a,  zusammenfallen,  so  wird  sich  der  Durchschnitt  beider  Tangenten  mit 
dem  Berührungspuncte  a,  der  festen  Tangente  a  vereinigen,  und  dann 
müssen  auch  ihre  Pole  f,  a  sich  vereinigen,  und  also  die  Secante  af  des 
Kegelschnittes  K^  in  die  Tangente  a,  im  Puncte  a  übergehen,  und  zwar 
muss  diese  Tangente  a,  die  Harmonische  jenes  Berührungspunctes  a^  sein. 
Also  folgen  nachstehende  Sätze: 

„Wenn  in  einer  Ebene  sich  irgend  zwei  Kegelschnitte  K,  K, 
befinden,  so  liegen  die  den  Tangenten  a,  b,  c,  ...  des  zweiten  K,, 
in  Beziehung  auf  den  ersten  K,  entsprechenden  harmonischen 
Pole  a,  b,  c,...  in  irgend  einem  bestimmten  dritten  Kegelschnitt 
K,,  und  es  berühren  die  den  Puncten  a,,  b,,  c„  ...  des  zweiten 
K,  entsprechenden  Harmonischen  a,,  b,,  c,,  ...  einen  und  den- 
selben dritten  Kegelschnitt  K^,  und  zwar  dergestalt,  dass  jeder 
Tangente  a  und  ihrem  Berührungspuncte  a,  des  zweiten  Kegel- 
schnittes K,  ein  bestimmter  Punct  a  und  dessen  zugehörige 
Tangente  a,  im  dritten  Kegelschnitt  K,  entspricht" 

Wofern  der  i  zweite  Kegelschnitt  K,  nicht  (oder  wenigstens  nicht 
ganz)  von  dem  ersten  K  eingeschlossen  wird,  folgt  aus  diesem  Satze 
vermöge  §  44,  immittelbar  der  anfangs  erwähnte  Satz  des  Brianclum^ 
nämlich: 

„Bewegen  sich  zwei  veränderliche  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes K  so: 


Gesetze  unterworfen  sind,  so  kann  gefragt  werden,  welchem  Gesetze  die  ihnen  in  Be- 
zug anf  den  Kegelschnitt  entsprechenden  harmonischen  Pole  oder  Geraden  unterworfen 
seien,  und  eine  ähnliche  Frage  kann  aufgeworfen  werden,  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiten  Grades  im  Räume.  Die  aus  diesen  Fragen  entspringende  Untersuchung  haben 
die  französischen  Mathematiker  „Theorie  des  polaires  r€c%proques*^  genannt. 
Das  allgemeine  Gesetz,  welches  dieser  Untersuchung  zu  Gninde  liegt,  hat  auch  Moebins 
(B&rycentrischer  Calcül,  §  287)  auf  sehr  geschickte  Weise  bewiesen. 

Steiner'i  Werke.    1.  23 
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dass  die  Gerade  durch  ihre 
.  BerührungspuDcte  stets  irgend 
einen  7.weiten  Kegelschnitt  K, 
berührt,  so  durchläuft  ihr 
Durchschnitt  irgend  einen 
dritten  Kegelschnitt  K,"  *). 


das3  ihr  Durchschnitt  irge-^ 
einen  zweiten  Kegelschoitt  f^ 
durchläuft,  so  berührt  die  G 
rade  durch  ihre  Berührunb^. 
puncte  »tets  irgend  einen  drj-^ 
ten  Kegelschnitt  K,"*). 


46.     Durch  Zusammenstellung  oder  Verbindung  projectivischer  Gebill^ 
(Gerade  und  ebene  Strahl büsciiel)  gelangt  man,   mit  Berücksichtigung  der 
Erzeugung  der  Kegelschnitte  durch  sie  (§  38,  IIJ,  IV),  zu  zahlreichen  merk- 
würdigen Sätzen  und  Porismen,    wovon,    gemäss  der  obigen  Feststellnng 
(§  39),  beispielsweise  hier  einige  entwickelt  werden  sollen. 

I,  Sind  iii  einer  Ebene  ii^end  zwei  Gerade  A,  A,  (Fig.  45)  pe^ 
spectivisch,  und  ist  S,  ihr  Projectionspunct,  und  sind  sie  femer  mit  ii^nd 
zwei  Strahl büschcln  S,  9,  perspectivisch,  nämlich  A  mit  33,  Ond  A,  mit 
iB|,  so  sind  diese  Strahlböschol  33,  33i  unter  sich  projcctivisch  (§  11, 111), 
und  erzeugen  folglich  (§  38,  IV)  einen  Kegelschnitt,  d,  h,  die  Durchschnitte 
dj,  b,,  ...  ihrer  entsprechenden  Strahlen,  also  insbesondere  auch  der 
Durchschnitt  et^  der  Geraden  A,  A,,  weil  in  ihm  zwei  entsprech^ide 
Strahlen  e,  o,  sich  treffen,  liegen  in  ii^end  einem  Kegelschnitt,  der  forlu 
durch  [3335,]  bezeichnet  werden  soll.  —  Sind  andererseits  35,  SB,  (Fig.  44) 
irgend  zwei  perspectivische  Strahlbüschcl ;  ist  A,  ihr  perspectivischer  Dorcb^ 
schnitt,  und  sind  sie  femer  mit  irgend  zwei  Geraden  A,  A,  perspectivisch, 
so  sind  diese  unter  sich  projectivisch  und  erzeugen  also  irgend  einen  Kegel- 
schnitt [AAJ.  Hieraus  gehen  unmittelbar  folgende  bekannte  Sätze  hervor: 
„Bewogen    sich    die    Ecken  „Drehen  sich  die  Seiten  a, 
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en  Kegelschnitt  [AA,], 
inlich  auch  die  beiden 
n  Geraden  A,  A,  nebst, 
»raden  ee,  durch,  die 
Puncte  25,  33,  zu  Tan- 
hat." 

und  umgekehrt: 


gelschnitt  [3333,],  in  welchem 
nämlich  auch  die  beiden  ersten 
Puncte  35,  35,  nebst  dem  Durch- 
schnitte ec,  der  festen  Geraden 
A,  A,  liegen." 


wegt  sich  eine  Seite  n.^ 
eränderlichen  Dreiecks 
s  Tangente  eines  festen 
ihnittes  [AA,],  und  dre- 
h  die  zwei  übrigen  Sei- 
i,  um  irgend  zwei  feste 
33,  35,  in  einer  Tan- 
esselben,  und  bewegen 
e  diesen  Seiten  gegen- 
genden  Ecken  a,  a,  des 
:s  in  irgend  zwei  ande- 
ren Tangenten  A,  A,  des 
;hnittes,  so  durchläuft 
;te  Ecke  o,  irgend  eine 
nte  Gerade  A,."  Ebenso 
le  der  zwei  Geraden  A,  A,, 
ier  der  zwei  Puncte  33,  35, 
;e  der  jedesmaligen  fünf 
Gebilde  gesetzt  werden. 


„Bewegt  sich  eine  Ecke  a^ 
eines  veränderlichen  Dreiecks 
aa,(L,  in  irgend  einem  festen 
Kegelschnitte  [3533,],  während 
die  zwei  'übrigen  Ecken  a,  a, 
irgend  zwei  feste  Geraden  A, 
A, ,  deren  Durchschnitt  ce,  im 
Kegelschnitt  liegt,,  durchlau- 
fen, und  drehen  sich  die  die- 
sen Ecken  gegenüberliegenden 
Seiten  a,  a,  um  irgend  zwei 
feste  Puncto  35,  35,  dos  Kegel- 
schnittes, so  geht  die  dritte 
Seite  aj  stets  durch  irgend 
einen  bestimmten  Punct  353." 
Ebenso  kann  jeder  der  zwei  Puncte 
35,  35,,  sowie  jede  der  zwei  Gera- 
den A,  A,  als  Folge  der  jedesma- 
ligen fünf  übrigen  Gebilde  gesetzt 
werden. 


Sind  irgend  vier  Gebilde  A,  A,,  35,  35,  (Fig.  46)  unter  einander 
isch,  und  zwar  liegen  sowohl  A  und  35,  als  A,  und  35,  perspec- 
iagcgen  sowohl  A  und  A,,  als  35  und  35,  schief,  so  dass  also  die 
5teren  Paare  irgend  zwei  Kegelschnitte  [AA,],  [3335,]  erzeugen,  so 
1  Ansehung  der  entsprechenden  Elemente,  wie   etwa  a,  a,;  a,  a, 

durch  diese  erzeugten  a,,  0,,  unmittelbar  nachstehende  Sätze: 

, Drehen   sich  zwei  Sei-  1.  „Bewegen  sich  zwei  Ecken 

k  eines  veränderlichen  a,  a,  eines  veränderlichen  Drei- 
ecks aa,a2  in  irgend  zwei  festen 
Tangenten  A,  A,  eines  festen 
Kegelschnittes  [AA,],  während 
die  ihnen  gegenüberliegenden 
Seiten  a, ,  a  sich  um  irgend 
zwei   feste  Puncte  35,,  35   dre- 

23* 


:s  aa,a2  um  irgend  zwei 
jncte  33,  33,  eines  festen 
:hnittes  [3333,],  während 
cn  gegenüberliegenden 
a,  ,^a  in  irgend  zwei 
Geraden  A,,  A    sich  be- 
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wegen  und  die  dritte  Ecke  a,  hen  und  die  dritte  Seite  «, 
den  Kegelschnitt  durchläuft,  stets  den  Kegelschnitt  be- 
BO  bewßgt  sich  die  dritte  Seite  rührt,  so  durchläuft  die  dritte 
a,  als  Taugeute  irgend  eines  Ecka  0,  irgend  einen  sadereu 
liestimmteu  Kegelschnittes  bestimmten  Kegelschnitt 
[AA,],  der  nämlich  auch  jene  [S^,],  der  nämlich  allemal 
zwei  festen  Geraden  berührt."  durch  jene  zwei  festen  Puncte 
geht." 

Die  Abfassung  der  übrigen  Sätze,  wo  nämlich,  statt  wie  hier  auf  <he 
Kegelschnitte  [SSS,],  [AA,],  umgekehrt  auf  eins  der  Gebilde  A,  A,,  S,  9, 
geschlossen  wird,  überiasse  ich  dem  Leser. 

Die  beiden  Kegelschnitte  [AAJ,  [SBSBJ  haben  eine  eigentbümliclw 
Beziehung  zu  einander,  die  sich,  so  lange  [AA,]  ganz  oder  zum  Theil 
innerhalb  [S33,]  Hegt,  durch  folgende  merkwürdige  Eigenschaft  kundgiebt 
Gelangt  nämlich  der  bewegte  Punct  a,  in  die  Durchschnitte  b, ,  c,,  b,,  ^ 
der  Geraden  A,  A,  und  des  Kegelschnittes  [SßS,],  so  vereinigen  sich 
oifenbar  sowohl  die  Strahlen  b,  und  b,,  als  c,  und  Cj,  als  d  und  d,,  ab 
e  und  e,,  so  dass  also  jedes  der  zwei  Dreiecke  b,c,S9,,  b,e,33  dem  Kegel- 
schnitte [S35i]  eingeschrieben  und  dem  Kegelschnitte  [AA,]  umscfariebeD 
ist.  Da  durch  diese  zwei  Dreiecke  und  durch  den  einen  oder  den  anderen 
der  beiden  Kegelschnitte  die  oben  angegebenen  projecti vischen  Beziehungen 
der  Gebilde  A,  A,,  $,  SS,  bestimmt  sind,  wie  mau  leicht  bemerken  wüd. 
so  folgen  also  nachstehende  bekannte  Sätze: 

2.      „Sind      zwei     Dreiecke  2.     „  Sind     zwei     Dreiecke 

b,c,SB,,  b,e,SB  einem  Kegel-  b,c,©, ,  b,e,©  einem  Kegel- 
schnitte [SSBJ  eingeschrieben,  schnitte  [AA,]  umschrieben,  so 
so  sind  sie  zugleich  irgend  sind  sie  zugleich  irgend  einem 
einem  anderen  Kegelschnitte  anderen  Kegel  schnitte  [99S,] 
[AA,]  umschrieben."  eingeschrieben." 
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projectivischen  Beziehungen,  noch  solche  besondere  Lage  zu  einander, 
dass  A  und  A,  auf  einander  und  93  und  93,  concentrisch  liegen,  wie  in 
Fig.  23,  und  geht  irgend  ein  Kegelschnitt  durch  den  gemeinschaftlichen 
Mittelpunct  (3333,)  der  Strahlbüschel,  welcher  die  Strahlen  der  letzteren 
in  a,  p,  7,  . . .;  a,,  Pj,  Yn  . . .  schneidet,  ßo  werden,  wenn  man  etwa  a 
und  a,  als  Mittelpuncte  zweier  Strahlbüschel  a,  a,  annimmt,  sowohl  die 
Strahlbüschel  a  und  33,  in  Ansehung  der  Strahlen  a^,  \,  c,,  ...  und  a,, 
b,,  c,,  ...,  als  die  Strahlbüschel  a,  und  33  in  Ansehung  der.  Strahlen 
^f  b,  1  ^3 ,  ...  und  a,  b,  c,  . . .  projectivisch  sein  (§  38,  IIT),  daher  sind 
auch  die  Strahlbüschel  a  und  a,  in  Ansehung  der  Strahlen  a^,  b^,  Cj,  ... 
und  a^,  b,,  c,,  ...  projectivisch  (§11,  HI),  und  zwar,  da  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  a,,  aj  vereinigt  sind,  liegen  sie  perspectivisch,  so 
dass  also  die  Gerade  ß^ifj  oder  A,,  ihr  perspectivischer  Durchschnitt  ist. 
Diu'ch  jeden  Punct  der  Geraden  A,  sind  demnach  irgend  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  Strahlbüschel  a,  a,  bestimmt,  wie  z.  B.  durch  ß^  die  Strahlen 
b,,  b„  und  durch  die  Puncto  ß,,  ß,  in  welchen  diese  Strahlen  dem  Kegel- 
schnitte begegnen,  sind  wiederum  zwei  entsprechende  Strahlen  b,,  b  der 
Strahlbüschel  33,,  33  bestimmt;  daher  ist  klar,  dass  die  auf  diese  Art  von 
den  Puncten  s,  x,  in  welchen  die  Gerade  A^  vom  Kegelschnitte  getroffen 
wird,  abhängigen  entsprechenden  Strahlenpaaro  e  und  e, ,  k  und  k,  der 
Strahlbüschel  33  und  33,  nothwendiger  Weise  auf  einander  fallen  müssen, 
and  dass  daher  auch  in  den.  Puncten,  in  welchen  diese  Strahlen  den  auf 
einander  liegenden  Geraden  A,  A,  begegnen,  entsprechende  Punctepaare 
c  und  c,,  f  und  f,  der  letzteren  vereinigt  sind,  was  bei  der  obigen  Auf- 
lösung angenommen  wurde. 

Wenn  man  anstatt  des  Kegelschnittes,  der  durch  den  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunct  (3333,)  der  Strahlbüschel  33,  33,  geht,  einen  anderen 
Kegelschnitt  zu  Hülfe  nähme,  der  die  auf  einander  liegenden  Geraden  A, 
A,  berührte,  so  würde  man  den  Beweis  für  die  entgegengesetzte  Auflösung 
erhalten,  welcher  oben  (§17,  II,  b)  Erwähnung  geschah.  Die  Ausführung 
wird  dem. Leser  überlassen. 

IV.  Wird  ausser  den  oben  (II)  vorausgesetzten  Beziehungen  der  vier 
Gebilde  A,  A,,  33,  33,,  dass  sie  nämlich  unter  einander  projectivisch  seien, 
und  sowohl  A  und  33,  als  A,  und  33,  perspectivisch  liegen,  nun  noch 
angenommen,  es  sollen  entweder  die  Geraden  A,  A,  gleich  sein,  auf 
einander  liegen  und  gleichliegend  sein,  wie  etwa  in  Fig.  48,  oder-  es 
sollen  die  Strahlbüschel  33,  33,  gleich  sein,  concentrisch  liegen  und  gleich- 
liegend sein,  wie  etwa  in  Fig.  47,  so  folgen  unmittelbar  nachstehende  be- 
kannte Sätze: 

„Bleibt  der  Winkel  (aa,)  an  „Bleibt   die  Grundlinie  aa, 

der  SpitÄe  eines  veränderli-  eines  veränderlichen  Dreiecks 
eben    Dreiseits   aa,a^    (Fig.  47)        aa^a,  (Fig.  48)  der  Grösse  nach 
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der  Grösse  nach  beständig, 
aber  dreht  er  sich  am  seinen 
festen  Scheitelpunct  (_^^,), 
während  die  zwei  übrigen 
Ecken  a,  a,  des  Dreiecks  ir- 
gend zwei  feste  Geraden  A,  A, 
durchlaufen,  so  bewegt  sich 
die  Grundlinie  &,  als  Tan- 
gente irgend  eines  bestimmten 
Kegelschnittes  [AÄ,],  der  auch 
die  zwei  festen  Goraden  be- 
rührt." Ist  sowohl  der  Winkel 
(dd,)  als  (ee,)  dem  beständigen 
Winkel  (as,)  gleich,  so  sind  b,  e, 
diejenigen  Puncto,  in  welchen  die 
Geraden  A,  A,  vom  Kegelschnitte 
berührt  werden  (§  38,  IV).  Später 
wird  sich  zeigen,  dass  der  Punct 
(33S3,)  allemal  Brennpunct  dos  Ke- 
gelächnittoB  ist*). 

V,    Sind   vier  Gorade  A,  Ä,, 


beständig,  aber  bewegt  m 
sich  in  irgend  einer  festen 
Geraden  (AA,),  während  die 
zwei  übrigen  Seiten  a,  a,  sieb 
um  zwei  feste  Puncto  9,  S, 
drehen,  so  durchläuft  die 
Spitze  0,  des  Dreiecks  eintD 
bestimmten  Kegelschnitt 
[391B,],  der  namentlich  dnrcb 
die  zwei  festen  Puncto  geht* 
Ist  sowohl  bb,  als  ee,  gleich  itt 
beständigen  Grundlinie  aa,,  so  sind 
d,  e,  die  den  Pimcten  S,  S,  in- 
gehörigen  Tangenten  des  K^el- 
schnittes  (§  38,  IV).  Da  die  nn- 
endltch  entfernten  Puncto  der  Ger»- 
den  A,  A,  einander  eotsprechea 
(§  16,  m),  so  muss  nothwendi| 
(AA,)  Asymptot«  des  Eegelschnit- 
tos,  und  folglich  muss  dieser  eine 
Hyperbel  soin;  u.  s.  w. 
A,,  A,  unter  einander  projectiviscb, 
und  sind  sowohl  A  und  A„  als  A,  und  A,  gleich,  und  liegen  sowohl  die 
orsteren,  als  die  letzteren  auf  einander  und  sind  gleichliegend  (wie  etwa 
in  Fig.  49),  und  befinden  sich  A  und  A,  in  perspectivischor,  dagegen  so- 
wohl A  und  A„  als  A,  und  A„  als  A,  und  A,  in  schiefer  Lage,  wonach 
also  jene  einen  Projectionspunct  SB  haben  und  die  letzteren  drei  Kegel- 
schnitte [AA,],  [Ä,A,],  [A,A,]  erzeugen;  —  und  sind  andererseits  von 
vier  projectivischen  Strahlbüachehi  33,  35, ,  SB,,  S3,  (Fig.  50)  sowohl  S 
und  S9j,  als  33,  uud  SÖ^  gleich,  concciitriHch  und  jiloichliügend.  und  betin- 
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den  sich  93  und  S3,  in  perspectivischer,  dagegen  sowohl  93  und  S,,  als 
S,  und  S5j,  als  33,  und  33,  in  schiefer  Lage,  wonach  also  jene  einen  per- 
spectivischen  Durchschnitt  A  haben,  und  die  letzteren  drei  Kegelschnitte 
erzeugen  müssen,  so  ergeben  sich  aus  dieser  Zusammenstellung  unmittelbar 
folgende  zum  Theil  bekannte  Sätze: 

„Bleiben  zwei  gegenüber-  „Bleiben  zwei  gegenüber- 
stehende Seiten  aa,,  a^aj  eines  stehende  Winkel  (aa,),  (a^a,) 
verändiBrIichen  vollständigen  eines  veränderlichen  vollstän- 
Vierecks  aajajO,  (Fig.  49)  der  digen  Vierseits  aaja^a,  (Fig.  50) 
Grösse  nach  beständig,  aber  der  Grosse  nach  bests^ndig, 
bewegen  sie  sich  in  irgend  aber  drehen  sie  sich  um  ihre 
zwei  festen  Geraden  (AA^),  festen  Scheitelpuncte  (3333,), 
(AjA,),  während  eine  dritte  (33,33,),  während  eine  dritte 
Seite  aa^  sich  um  irgend  Ecke  (aaj  sich  in  irgend  einer 
einen  festen  Punct  33  dreht,  festen  Geraden  A  bewegt,  so 
so  bewegen  sich  die  drei  übri-  durchlaufen  die  drei  übrigen 
gen  Seiten  aa,,  a,a,,  a,a,  als  Ecken  (aa,),  (a,aj),  (a^a,)  irgend 
Tangenten  dreier  Kegel-  drei  Kegelschnitte  [3323,], 
schnitte  [AA,],  [A,A,],  [A,A,],  [33,33,],  [33,33,],  wovon  jeder 
wovon  jeder  jene  zwei  feäten  durch  jene  zwei  festen  Puncto 
Geraden  berührt.«  *)  geht.«  *) 

47.  Von  der  grossen  Menge  von  Verbindungen  projectivischer  Gera- 
den und  ebener  Strahlbüschel  soll  hier  nur  noch  folgende  Verbindung 
Platz  finden,  welche  zu  solchen  zusammengesetzten  Sätzen  (oder  Porismen) 
und  Aufgaben  führt,  die  nach  der  Art,  wie  man  dergleichen  Sätze  und 
Aufgaben  bei  der  bisher  gewöhnlichen  Darstellungsweise  zu  würdigen  pflegt, 
leicht  für  bedeutender  und  schwieriger  gehalten  werdemudürften,  als  sie 
es  nach  Maassgabe  dex  gegenwärtigen  Entwickelung  in  der  That  sind. 

Es  seien  in  einer  Ebene  n  beliebige  projectivische  Gerade  A,  A,, 
Ä,,  ..•  An-i  gegeben,  wovon  je  zwei  sich  in  schiefer  Lage  befinden 
(mithin  je  zwei  einen  Kegelschnitt  erzeugen),  so  erzeugen  sie  im  Ganzen 
in(n — 1)  Kegelschnitte,  und  zwar  wird  durch  je  eine  Reihe  entsprechen- 
der Puncte,  wie  etwa  durch  a,  a,,  a,,  ...  an-i,  ein  vollständiges  h-Eck 
bestimmt,  von  dessen  in(n — 1)  Seiten  (§  19)  jede  einen  von  jenen  Kegel- 

•)  Den  Satz  rechts  (wenn  nämlich  nur  der  Kegelschnitt  [S^z^a]  berücksichtigt  wird) 
hat  Newton  zur  Erzeugung  oder  Beschreibung  der  Kegelschnitte  angewandt  {Princip. 
phU.  not.  m(Eth.\  und  Mac-Laurin  benutzte  ihn  in  seiner  organischen  Geometrie. 

Die  obigen  Sätze  sind  übrigens,  wie  man  bemerken  wird,  nur  besondere  Fälle  von 
denjenigen  Sätzen,  die  stattfinden,  wenn  einerseits  A  und  Ai,  und  andererseits  ^  und 
^  nicht  perspectivisch,  sondern  schief  liegen,  wo  alsdann 'die  Seite  aoi  sich  als  Tan- 
gente eines  die  Geraden  A,  Ai  berührenden  Kegelschnittes  bewegen,  und  anderseits  die 
Ecke  (aai)  einen  durch  die  Puncte  09,  09 1  gehenden  Kegelschnitt  durchlaufen  muss. 
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i^chnitten  berührt.  Durch  □ — 1  der  genannten  Kegelschnitte,  die  i 
von  allen  Geraden  abhängen,  etwa  durch  die  Kegelschnitte  [AAJ,  [A,ÄJ, 
[A,Aj],  ...  [Ab-bAd— i],  d.  h.  durch  die  n — 1  Kegelschnitte,  welche,  won 
man  die  Geraden  in  eine  Reihe  geordnet  hat,  von  den  unmittelbar  aufein- 
ander folgenden  Geraden  abhängen,  ist  ofTonbar  umgekehrt  die  projectiTisek« 
Beziehung  der  Geradon,  und  sind  somit  auch  alle  übrigen  Kegelschnitte 
bestimmt.  —  Da  andererseits  Entsprechendes  stattfindet,  so  folgen  aln 
nachstehende  omfassende  Sätze: 

1.     „Wenn   in    einer   Ebene  I.     „Wenn   in  einer  Eben« 

sich  n  beliebige  feste  Gerade  aich  n  beliebige  feste  Punctt 
A,  Ä,,  A,,  ...  An-,  befinden,  »,  ©,,  SS,,  ...  SB„^,  befinden, 
von  denen,  der  Reihe  nach  von  denen,  der  Reihe  nach 
genommen,  je  zwei  unmittel-  genommen,  je  zwei  unmittel- 
bar auf  einander  folgende  bar  auf  einander  folgende 
von  irgend  einem  beliebigen  in  irgend  einem  beliebigen 
festen  Regelschnitte  berührt  festen  Kegelschnitte  Hegen, 
werden,  so  dass  also  im  Gan-  so  dass  also  im  Ganzen  n — 1 
zen  n— 1  Kegelschnitte  [AA,],  Kegelschnitte  [SSfflJ,  [33,©,],  ... 
[Ä,A,],  ...  [An_sA,_,]  vorhan-  [»„_jSB„_,]  vorhanden  sind, 
den  sind,  und  wenn  ein  und  wenn  ein  veränder- 
veräuderliches  vollständiges  liches  vollständiges  n  -  Seit 
n-Eck  'aa,a,...an-]  sich  so  be-  aa^a,,  ...  an-i  sich  so  bewegt, 
wegt,  dass  seine  Ecken  a,  a,,  dass  seine  Seiten  a,  a,,  a„...a_t 
0,,  ■■■  Qn-i  der  Reihe  nach  der.  Reihe  nach  sich  um  jene 
jene  festen  Geraden  durchlau-  festen  Puncte  drehen,  während 
fen,  während  diejenigen  n — 1  diejenigen  n — 1  Ecken  dessel- 
Seitcn  desselben,  welche  die  ben,  in  welchen  sich  die  nach 
nach  der  Ordnung  unmittelbar  der  Ordnung  unmittelbar  aof 
auf  einander  folgenden  Ecken  einander  folgenden  Seiten 
erbiudeu,  also  die  Suiten  aa,,       sclmeidon,  also  die  Ecken  aa;. 
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IL    „Drehen  sich  die  Seiten 


a,  a. 


a« 


Zu  der  grossen  Menge  besonderer  Fälle,  welche  in  den  vorstehenden 
Sätzen  enthalten  sind,  und  die  namentlich  dadurch  entstehen,  dass  man 
den  Gebilden  A,  A,,  A,,  ...  oder  33,  SSj,  35,,  ...  eigenthümliche  Lage 
zukommen  lässt,  oder  sie  als  gleich,  oder  die  ersteren  als  ähnlich  an- 
ninunt,  u.  s.  w.,  gehören  z.  B.  auch  folgende,  wo  nämlich  angenommen 
wird,  von  den  Gebilden  A,  Aj,  ...  A„_i,  oder  35,  35,,  ...  35n-i  befinden 
sich,  nach  der  Reihe,  je  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  in  per- 
spectivischer  Lage.  In  diesem  Falle  voreinfachen  sich  die  obigen  Sätze 
auf  folgende  bekannte  Sätze: 

IL  „Durchlaufen  die  Ecken 
a,  a,,  0,,  ...  ün-i  eines  ver- 
änderlichen vollständigen 
n-Ecks  nach  der  Reihe  n  be- 
liebige feste  Gerade  A,,  A,,  . . . 
An-i,  die  in  einer  Ebene  lie- 
gen, während  n — 1  Seiten  des- 
selben, die  irgend  einem  ein- 
fachen n-Eck  angehören,  aus 
welchen  das  vollständige  be- 
steht, etwa  die  Seiten  aa,, 
a,a„  ...  an-3Ön-i,  sich  um  eben 
so  viele  beliebige  feste  Puncto 
35,  35i,  .-.  35n-i  drehen,  so  be- 
wegen sich  die  ^(n — l)(n — 2) 
übrigen  Seiten,  einzeln  ge- 
nommen, als  Tangenten  um 
eben  so  viele  Kegelschnitte, 
von  denen  jeder  diejenigen 
zwei  festen  Geraden  berührt, 
welche  die  zwei  Ecken,  die  in 
der  zugehörigen  Seite  liegen, 
durchlaufen."  Auf  die  genannten 
n — 1  Seiten  aa,,  döj,  ...  an-2Cln-i 
könnte  man  femer  den  nebenstehen- 
den Satz  anwenden,  wodurch  der 
diesseitige  Satz  noch  ausgedehnter 
würde. 


,,,  „pj,  ...  an-i  eines  ver- 
änderlichen vollständigen 
n-Seits  nach  der  Reihe  um  n 
beliebige  feste  Puncto  33,  33,, 
33a,  ...  33n-i,  ^^®  ^^  einer  Ebene 
liegen,  während  n  —  1  Ecken 
desselben,  die  irgend  einem 
einfachen  n-Eck  angehören, 
aus  welchen  das  vollständige 
besteht,  etwa  die  Ecken  aa,, 
a,a2,  ...  an-2an-j,^eben  so  viele 
beliebige  feste  Gerade  A, 
A,,^  ...  An-2  durchlaufen,  so 
durchlaufen  die  ^(n — l)(n — 2) 
übrigen  Ecken,  einzeln  genom- 
men, eine  gleiche  Anzahl  be- 
stimmter Kegelschnitte,  von 
denen  nämlich  jeder  durch  die- 
jenigen zwei  festen  Puncte 
geht,  um  welche  sich  die  zwei 
Seiten,  die  sich  in  der  isuge- 
hörigen  Ecke  schneiden,  dre- 
hen." Auf  die  genannten  h — 1 
Ecken  aa,,  aja,,  ...  an-aan-i  könnte 
man  ferner  den  nebenstehenden  Satz 
anwenden,  wodurch  der  diesseitige 
Satz  noch  vollständiger  würde. 

Der  Satz  links  wurde  zuerst  von  Bratkenindge  bewiesen*);  uin  die 
Erfindung  eines  Theiles  dieses  Satzes  stritt  er  sich  mit  Afac-Laurin  (Phil. 
Trans.). 


*)  Exercitatio  geometrica  de  descriptione  linearum  curranim. 


362  Eneugoisse  projectiviacher  Gebilde^  iL 

Dass  und  inwiefern  die  obigen  Sätze  (§  22,  II)  viederunt  bestKideR 
Fälle  der  vorstehenden  Sätze  sind,  wird  man  leicht  wahrnehmen. 

Die  folgenden  zwei  Aufgaben  sind  auf  ähnliche  Weise  umfassend,  wie 
die  oben  stehenden  Sätze  (I).: 

III.  „Werden  von  den  Sei-  III.  „Liegen  von  den  Eckes 
ten  A,  A„  ...  A»-,  eines  belle-  SB,  ©,,  ...  SÖ._i  eines  beliebi- 
bigen  n-Ecks  je  zwei  unmittel-  gen  n-Ecks  je  zwei  unmittel- 
bar auf  einander  folgende  von  bar  auf  einander  folgende  in 
irgend  einem  Kegelschnitte  irgend  einem  Eegeschnitte, 
berührt,  welches  im  Ganzen  welches  im  Ganzen  n  Eegel- 
nKcgel8chDitte[AA,];[A,A,],...  schnitte  [SS,],  [33,8,],  ■-. 
[A„_|A]  sind,  so  soll  ein  an-  [So— iS]  sind,  so  soll  ein  an- 
deres n-Eck  beschrieben  wer-  deres  n-Eck  beschrieben  wer- 
den, dessen  Ecken  a,  0,, ...  Oo-i,  den,  dessen  Seiten  a,  a„ ...  a^,, 
nach  der  Reihe,  In  den  Seiten  nach  der  Reihe,  durch  die 
jenes  n  -  Ecks  liegen,  und  Ecken  jenes  n  -  Ecks  gehen, 
dessen  Seiton  aa„  a,a„  ...  an-id,  und  dessen  Ecken  aa,,  a,s„  ... 
nach  der  Reihe,  jene  Kegel-  a„l]a,  nach  der  Reihe,  in  jenen 
schnitte  berühren."  Kegelschnitten  liegen." 

Die  Mittel,  durch  welche  die  vorliegenden  Aufgaben  leicht  gelost 
werden,  sind  in  dem  Bisherigen  enthalten  und  bereits  mehrfach  ai^ 
wandt,  Sü  dass  ich  die  Autlösung  dem  Lcs^er  zur  Selbstiibung  überlaswo 
darf.  Die  frühere  Aufgabe  in  §  25  ist  übrigens  ein  besonderer  Fall  vui 
jeder  der  zwei  vorstehenden  Aufgaben. 


erinnern,  dass  die  von  §  41 
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Erzeugnisse   projectiviscber   Gebilde   im   Räume. 

49.  Es  ist  nun  noch  zu  untersuchen  (§  3^,  was  für  Figuren  durch 
die  entsprechenden  Elementenpaare  irgend  zweier  projectivischen  Gebilde, 
die  sich  weder  in  derselben  Ebene,  noch  in  demselben  Strahlbüschel,  son- 
dern beliebig  im  Räume  befinden,  erzeugt  werden.  Die  drei  Arten  von 
Gebilden,  Gerade,  ebene  Strahlbüschel  und  Ebenenbüschel,  geben  in  dieser 
Hinsicht,  wenn  sie  paarweise  genommen  werden,  folgende  sechs  Fälle: 

1)  eine  Gerade  A  und  ein  Ebenenbüschel  9(, 

2)  zwei  ebene  Strahlbüschel  33,  33,, 

3)  ein  Ebenenbüschel  Sl  und  ein  ebener  Strahlbüschel  33, 

4)  ein  ebener  Strahlbüschel  33  und  eine  Gerade  A, 

5)  zwei  Gerade  A,  A,  und 

6)  zwei  Ebenenbüschel  21,  21,. 

Von  diesen  sechs  Fällen  sind  der  fünfte  und  sechste  ungleich  wich- 
tiger und  folgenreicher,  als  die  vier  übrigen;  letztere  sollen  daher  zuerst 
beseitigt  werden. 

I.  Liegen  zwei  projectivische  Gebilde,  eine  Gerade  A  und  ein  Ebenen- 
bäschel  9,  beliebig  im  Räume,  d.  h.  befinden  sie  sich  in  schiefer  Lage, 
so  findet  kein  unmittelbares  Erzeugniss  duich  ihre  entsprechenden  Ele- 
mentenpaare statt.  Ein  mittelbares  Erzeugniss  wird  unten  im  Anhange 
gegeben  (§  60,  26). 

n.  Liegen  zwei  projectivische  ebene  Strahlbüschel  33,  33,  beliebig  im 
Räume,  so  geben  sie  ebenfalls  kein  unmittelbares  Erzeugniss,  wohl  aber 
findet  bei  ihnen  der  folgende  Umstand  statt: 

„Legt  man  von  irgend  einem  beliebig  angenommenen  Puncte 
3)  aus  Gerade,  welche  die  entsprechenden  Strahlenpaare  a  und 
aj,  b  und  b,,  c  und  c,,  ...,  der  Strahlbüschel  33,  33,  schneiden,  so 
liegeii  alle  diese  Geraden  in  einer  Kegelfläche  5)^^)  zweiten  Grades.** 

Dieser  Satz  gründet  sich  auf  den  früheren  (§38,  II,  rechts).  Denn 
denkt  man  sich  zwei  Ebcnenbüschel  21,  2(,,  deren  Axen  durch  den  Punct 
3)  gehen,  und  welche  mit  den  gegebenen  ebenen  Strahlbüscheln  33,  33, 
perspectivisch  sind,  so  werden  dieselben  unter  sich  projectiviscb  sefti,  und 
mithin  werden  die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Ebenenpaare  a  und  a,, 
ß  und  ßj,  Y  und  y,,  . . .,  zufolge  des  angeführten  Satzes,  in  einer  Kegel- 
fläche 5)^^  liegen,  und  da  diese  Durchschnitte  oifenbar  die  genannten,  durch 
den  Punct  3)  gelegten  Geraden  sind,  so  folgt  daraus  die  Richtigkeit  des 
vorstehenden  Satzes. 

in.  Liegen  zwei  projectivische  Gebilde  21,  33  —  ein  Ebenenbüschel 
und  ein  ebener  Strahlbüschel  —  beliebig  im  Räume,  „so  liegen  offen- 
bar die  Puncte,  in  welchen  die  entsprechenden  Elementenpaare 
a  und  a,    ß  und  b,    7  und  c,  . . .  sich  schneiden,  in  irgend  einem 
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KcgelüchDitt."  Denn  die  Ebene  des  Strahlbüschels  39  schnddet  da 
Ebencnhüscbel  9  in  einem  ebenen  Strahl biischel  9,,  welcher  mit  dea 
AtrahlbÜBchel  S  projectivisch  int  und  mit  ihm  den  geoannten  Kegelschnitt 
erzeugt. 

IV.  Liegen  zwei  projectiviachc  Gebilde  A,  $Q  —  eine  Gerade  und 
ein  ebener  Strahl bütjchcl  —  beliebig  im  Räume,  so  wird  durch  je  im 
entsprechende  Elemcnt<t  derselben  eine  Ebene  bestimmt,  d.  h.  dorcli  jedco 
Funct  a,  b,  c,  . . .  der  Geraden  A  und  durch  den  ihm  entsprechenda 
Strahl  a,  b,  c,  . . .  dos  StrahlbüKchck  39  geht  eine  bestimmte  Ebene,  und 
es  fragt  sich,  welchem  Gesetz  Aicsa  Ebenen  insgesammt  unterworfen  seien? 
Diese  Frage  kann  leicht  durch  frühere  Sätze  beantwortet  werden,  i.  B. 
wie  folgt 

Denkt  man  sich  einen  Strahl  bÜKchcl  S3,,  welcher  mit  dem  gegelram 
S  concentrisch  und  mit  der  Geraden  A  perspectivi.sch  ist,  so  wird  also 
derselbe  mit  95  projectivisch  sein,  und  die  Ebenen,  welche  durch  die  ent- 
sprechenden Strahlcnpaare  der  beiden  Strahlbüschcl  33,  33;  gehen,  werden 
ülTenbar  die  vorgenannten,  zu  untersuchenden  Ebenen  sein.  Nun  wetdoi 
alle  diese  Ebenen,  zufolge  §38,  II,  von  einem  Kegel  zweiten  Gndet 
berührt,  und  zwar  findet  dabei  der  besondere  Umstand  statt,  dass  dit 
Ebenen  der  Strahlbüsehel  33,  SS,  vom  Kegel  in  denjenigen  zwei  Sb^en 
berührt  werden,  deren  entsprechende  in  ihrem  Durchschnitte  vereinigt  sind. 
Daher  werden  auch  die  Gebilde  A,  33  vom  Kegel  in  denjenigen  Elomeaten 
berührt,  deren  entsprechende  in  ihrem  gegenseitigen  Durchschnitte  in- 
sammentrefFon,  d.  h.  trifft  die  Gerade  A  den  Strahl  d  des  Strahlbüacbels 
S,  und  wird  sie  von  demselben  im  Puncte  e  getroffen,  so  wird  sie  vom 
Kegel  im  Puncte  b  und  die  Ebene  des  Strahlbüschels  wird  von  demselben 
im  Strahle  e  berührt.     Dcmgemäss  folgt  der  nachstehende  Satz: 

„Befinden  sich  eine  Gerade  A  und  ein  ebener  Strahlbüscbel 
35,  die  projectivisch  sind,  im  Räume  in  beliebiger  Lage,  so  he- 
iih 
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50.  Von  den  obigen  sechs  Fällen  sind  nun  noch  die  zwei  wichtigsten 
zu  untersuchen  (§  49,  5,  6),  nämlich  es  ist  noch  zu  untersuchen,  welchen 
Gesetzen  bei  zwei  projectivischen  Geraden  A,  A,,  die  im  Räume  beliebig 
liegen,  die  sämmtlichen  Projectionsstrahlen,  und  bei  zwei  projectivischen, 
im  Räume  beliebig  liegenden  Ebenenbüscheln  21,  81,  die  Durchschnitts- 
linien der  entsprechenden  Ebenenpaare  unterworfen  sind,  d.  h.  welche 
Figuren  durch  sie  erzeugt  werden,  und  welche  bemerkenswerthe  Umstände 
dabei  stattfinden.  Nach  der  Art,  wie  vorhin  die  vier  übrigen  Fälle  be- 
trachtet wurden,  lassen  sich  über  die  gegenwärtigen  Fälle  vorläufig  fol- 
gende Eigenschaften  angeben. 

Befinden  sich  zwei  projectivische  Gerade  A,  A,  in  beliebiger  Lage 
im  Räume,  so  wird  jeder  beliebige  Punct  5)  mit  allen  ihren  Projections- 
strahlen ein  System  von  Ebenen  bestimmen,  welche  die  gesammten  Be- 
rührungsebenen eines  Kegels  5)^^)  zweiten  Grades  sind.  Denn  denkt  man 
sich  zwei  ebene  Strahl büschel  33,  33,,  deren  Mittelpuncte  in  3)  liegen,  und 
welche  mit  den  gegebenen  Geradon  A,  A,  perspectivisch  sind,  so  sind  die- 
selben unter  sich  projectivisch  (§  11,  HI)  und  erzeugen  (zufolge  §  38, 11)  den 
genannten  Kegel,  weil  offenbar  die  Ebenen,  welche  durch  die  entsprechenden 
Strahlenpaare  der  Strahlbüschel  33, 33,  gehen,  dieselben  sind,  wie  diejenigen, 
welche  durch  den  Punct  3)  und  durch  die  entsprechenden  Punctepaare 
(oder  die  Projectionsstrahlen)  der  Geraden  A,  A,  bestimmt  werden,  wo- 
her denn  die  R.ichtigkeit  der  eben  ausgesprochenen  Behauptung  erhellt. 

Befinden  sieh  andererseits  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  Sl,  21, 
in  beliebiger  schiefer  Lage  im  Räume,  so  wird  irgend  eine  Ebene  E  die 
gesammten  Durchschnittslinien  ihrer  entsprechenden  Ebenenpaare  in  einem 
Kegelschnitte  schneiden,  d.  h.  die  Puncto,  in  welchen  die  Ebene  allen  jenen 
Durchschnittslinien  begegnet,  bilden  irgend  einen  Kegelschnitt.  Denn  die 
Ebene  E  schneidet  die  gegebenen  Ebenenbüschel  21,  31,  in  zwei  ebenen 
Strahlbüscheln  33,  33,,  welche  projectivisch  sind  (weil  21  und  31,  es  sind), 
und  welche  also  (zufolge  §  38,  IV)  einen  Kegelschnitt  erzeugen,  der 
offenbar  der  vorgenannte  Kegelschnitt  ist. 

Demnach  folgt  also  zuvörderst: 

„Wenn   zwei  projectivische  „Wenn  zwei  projectivische 

Gerade  A,  A,  im  Räume  belie-  Ebenenbüschel  21,21,  im  Räume 
big  liegen,  80  sind  die  Ebenen,  beliebig  liegen,  so  wird  die 
welche  irgend  ein  beliebig  an-  Figur  (Fläche),  welche  durch 
genommener  Punct  3)  mit  allen  die  gesammten  Durchschnitts- 
ihren  Projectionsstrahlen  be-  linien  ihrer  entsprechenden 
stimmt,  die  gesammten  Be-  Ebenenpaare  bestimmt  wird, 
rührungsebenen  eines  Kegels  von  jeder  beliebigen  Ebene  E 
zweiten  Grades,  welcher  jenen  in  irgend  einem  Kegelschnitte 
Punct  zum  Mittelpunct  hat."  geschnitten." 
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51.  Um  die  bcgonDeno  Untersuchung  (§  ^)  nach  ihrem  ganzen  Um- 
fange durchzurühren,  diene  folgende  Betrachtung,  durch  welche  der  Ge^n- 
»tand  vollständig  und  klar  dargestellt  wird. 

r.  Sind  zwei  Gerade  A,  A,  mit  einem  und  demselben  EbenenbÜMM 
A,  (welcher  zur  Zweckmässigkeit  für  die  gegenwärtige  Betrachtung  dorek 
A, ,  statt  durch  91,,  wie  bisher,  bezeichnet  werden  soll)  perspecUvisck 
(§  28,  ni),  so  sind  sie  unter  sich  projectivisch,  und  wenn  sie  eitundtf 
nicht  schneiden,  so  wird  man  ihre  Lage  als  eiae  beliebige  schiefe  Ugi 
im  Räume  ansehen  können.  Da  die  entsprechenden  Punctepaare  a  und  fl,, 
b  und  b,,  c  und  c,  u.  s.  w.  der  Geraden  A,  A,  in  den  Ebenen  o,,  ^,  ^, 
u.  s,  w.  des  Ebenenbüschels  A,  liegen,  so  müssen  auch  ihre  Projections- 
»trahlen  aa,,  bb,,  cc,  u.  s.  w.,  oder  a,  b,  c,  . ..  in  diesen  Ebenen  liegen: 
daher  schneiden  alle  Projoctionsstrahlon  a,  b,  c,  ...  die  Äxe  A,,  m 
dass  also  dieselben  ein  System  von  Geraden  bilden,  wovon  jede  die  drei 
Geraden  A,  A,,  A,  schneidet.  —  Sind  andererseits  zwei  EbeoeDbüschel 
A,  A,  mit  einer  und  derselben  Geraden  A,  perspectivisch,  also  unter  sict 
projcätivisch,  und  liegen  ihre  Axen  A,  A,  nicht  in  einer  Ebene,  so  dus 
also  ihre  Lage  als  beliebig  schief  angesehen  werden  kann,  so  begegnea 
die  Durchschnittslinien  je  zweier  entsprechender  Ebenen  derselben,  d.  h. 
die  Durchschnittslinien  der  Ebenenpaare  a  und  a,,  ß  und  ß,,  "j  und  7,, 
u.  B.  w.  offenbar  jeder  der  drei  Geraden  A,  A,,  A,. 

II.  Geht  man  umgekehrt  von  der  Forderung  aus,  es  sollen,  wenn  hn 
Räume  irgend  drei  Gerade  A,  A,,  A,,  wovon  keine  zw«  in  einer  Ebene 
liegen,  gegeben  sind,  andere  Gerade  a,  b,  c,  d,  . . .  gefunden  werd^ 
welche  jene  drei  schneiden,  so  wird  man  nach  dem,  was  man  aoeben 
(I)  gesehen  hat,  auf  folgende  zwei  Arten  der  Aufgabe  ihrem  ganzen  Um- 
fange nach  gentigen: 

a)  Durch  eine  der  drei  gegebenen  Geraden,  etwa  durch  A,,  denke 
man  sich  eine  beliebige  Ebene  a,,  so  wird  diese  die  zwei  übrigen  Gera- 
den  A,   A,  in  zwei  Puncten  a,  a,  schneiden,    durch  welche  eine  Gerade 
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schneiden,  projectivisch  geschnitten,  so  dass  diese  Schaar  Gerader  ihre 
Projectionsstrahlen  sind.  Diejenigen  zwei  schneidenden  Geraden  oder  Pro- 
jectionsstrahlen  q,  r,  welche  nach  den  unendlich  entfernten  Puncten  q,  tj 
der  Geraden  A,  A,  gerichtet  sind,  also  die  Parallelstrahlen  (§9),  erhält 
man,  wenn  die  bewegte  Ebene  o,  in  die  Lage  kommt,  wo  sie  mit  A  oder 
A,  parallel  ist;  ist  sie  nämlich  mit  A  parallel,  so  wird  sie  die  andere 
Gerade  A,  im  Pnncte  q^  schneiden,  und  ist  sie  mit  A,  parallel,  so  wird 
sie  der  A  im  Poncte  r  begegnen,  und  alsdann  sind  die  Strahlen,  welche 
man  durch  diese  Puncto  q,,  r  den  Geraden  A,  A,  parallel  zieht,  die  ge- 
nannten Parallelstrahien  q,  r.  Hierdurch  ist  auch  zugleich  die  Aufgabe  ge- 
löst: ^Diejenige  Gerade  (q  oder  r)  zu  finden,  welche  irgend  zwei 
(im  Räume)  gegebene  Gerade  (A^  und  A,,  oder  A,  und  A)  schneidet 
und  mit  irgend  einer  «gegebenen  dritten  Geraden  (A  oder  A,)  pa- 
rallel ist.« 

Gleich  wie  die  zwei  Geraden  A,  Aj  von  der  Schaar  Gerader  a,  b,  c, 
d,  . . .  projectivisch  geschnitten  werden,  eben  so  werden  auch  die  zwei 
Geraden  A,  A,,  oder  A,,  Aj,  und  also  alle  drei  Geraden  A,  A,,  Aj  von 
denselben  projectivisch  geschnitten. 

b)  In  einer  der  drei  gegebenen  Geraden,  etwa  in  A,,  nehme  man 
einen  beliebigen  Punct  o,  an,  und  denke  sich  durch  diesen  und  durch  die 
zwei  fibrigen  Geraden  A,  Aj  zwei  Ebenen  a,  a^,  so  wird  die  Durchschnitts- 
linie a  der  letzteren  offenbar  der  obigen  Forderung  genügen,  d.  h.  sie 
wird  die  drei  Geraden  A,  A,,  A,  schneiden.  Lässt  man  nun  in  der  Vor- 
stellung den  Punct  a,  sich  in  der  Geraden  Aj  fortbewegen,  so  wird,  die 
genannte  Durchschnittslinie  a  längs  der  drei  festen  Geraden  A,  A,,  A, 
fortgleiten,  und  zwar  so,  dass  sie  nach  und  nach  in  die  Lage  jeder  an- 
deren Geraden  b,  c,  d,  . . .  gelangt,  die  der  Aufgabe  genügt.  Durch  jeden 
Punct  der  Geraden  A,  geht  demnach  eine,  und  nur  eine  Gerade,  welche 
die  drei  festen  Geraden  A,  A,,  A,  schneidet.  Während  der  Punct  a^  die 
Gerade  A,  durchläuft,  drehen  sich  die  genannten  Ebenen  a,  a^  um  die 
Axen  A,  Aj  und  beschreiben  also  zwei  Ebenenbüschel  A,  A, ,  die  unter 
sich  projectivisch  sind,  weil  beide  mit  der  Geraden  A,  perspectivisch  sind, 
und  deren  entsprechenden  Ebenen  a  und  a,,  ß  und  ß,,  y  und  7,,  u.  s.  w. 
jene  Schaar  Gerader  a,  b,  c,  . . .  zu  Durchschnittslinien  haben.  Im  Falle, 
wo  der  unendlich  entfernte  Punct  der  Geraden  A,  an  die  Stelle  des  be- 
wegten Punctes  0,  tritt,  werden  offenbar  die  zugehörigen  Ebenen  (a,  aJ 
der  Geraden  A^  parallel,  und  folglich  wird  auch  ihre  Durchschnittslinie 
dieser  Geraden  parallel,  so  dass  man  also  daraus  ein  zweites  Verfahren 
entnehmen  kann,  um  die  vorhin  (a)  angeführte  besondere  Aufgabe:  „eine 
Gerade  zu  finden,  welche  irgend  zwei  gegebene  Gerade  A,  A, 
schneidet  und  mit  irgend  einer  gegebenen  dritten  Geraden  A, 
parallel  ist,«   zu  lösen;,  legt  man  nämlich  durch  A,  A,  diejenigen  zwei 


368  Erzeugnisse  projectiv isolier  Gebilde.  H 

Ebenen,  welche  der  Ä,  parallel  sind,  so  ist  ihre  Durcbschnittslioie  dk 
verlangte  Gerade. 

Ebcni^o  wie  die  gonanntc  Schaar  schneidender  Geraden  a,  b,  c,  d,  ... 
die  Durchschnittslinicn  der  entsprechenden  Ebonenpaare  a  und  o,,  ß  nnd 
ß,,  u.  8.  w.  zweier  projccti  vi  sehen  Ebenenhüschel  A,  A,  sind,  sind  «e  «t 
auch  sowohl  von  zwei  projeetivischcn  EbcDcnbfischeln  A,  A,,  als  A,,  A, 
und  mithin  von  drei  projectivischen  Ebencnbüschcin  A,  A,,  A,. 

III.  li^cnd  drei  beliebige  Gefade  A,  A,,  A,  im  Räume,  wovon  käx 
zwei  in  einer  Ebene  liegen,  können  also  (II)  von  jiiner  unzähligen  Schav 
anderer  Geraden  a,  b,  c,  d,  . . .  geschnitten  werden,  und  zwar  finden  di- 
bci  die  Umstände  statt,  dass  jo  zwei  von  jenen  drei  Geraden  durch  die 
Schaar.  Gerader  projectivisch  geschnitten  werden,  und  dass  sie  anderersöb 
die  Axen  zweier  projectivischen  Ebeneubüschel  sind,  deren  entsprechend* 
Ebenen  die  Schaar  von  Geraden  zu  Durchi^chnittslinion  haben.  Da  die  läge 
von  zwei  solchen  projectivischen  Geraden  oder  Ebcnenbüscheln,  wie  etwa  A 
und  A,,  als. eine  beliebige  schiefe  Lage  angesehen  werden  kann,  so  ist  za 
vermuthen,  dass  auch  umgekehrt  die  Projectiousstrahlen  a,  b,  c,  d,  . , .  irgend 
zweier    schiefliegender    projoctivischor   Geradon   A,   A,,    oder   die   Dnidt- 

schnittslinien  a,  b,  c,  d, der  cnteprechenden  Ebenenpaare  irgend  zweier 

schiefliegenden  projectivischen  Ebeneobüschel  A,  A,  allemal  von  fielen 
anderen  Geraden,  wie  etwa  A,,  geschnitten  werden  können.  Diese  Ver- 
muthung  wird,  wie  folgt,  als  wahr  erwiesen: 

a)  Befinden  sich  zwei  projccti vischc  Gerade  A,  A,  in  beliebiger 
schiefer  L^  im  Räume,  und  man  legt  irgend  eine  Gerade  A,  so,  dass 
sie  irgend  drei  Projectionsstrahlen  derselben  schneidet,  etwa  die  ProjectiiHU- 
strahlen  a,  b,  c  (II),  so  werden,  wenn  man  sich  für  einen  Augenblick  die 
Schaar  Gerader  denkt,  welche  die  drei  Geraden  A,  A,,  A,  schneiden,  die 
beiden  gegebenen  Geradeii  A,  A,  von  denselben  projoctivisch  geschnitta 
(H),  da  nun  die  drei  Geraden  a,  b,  c  sowohl  zu  dem  einen  als  zu  den 
anderen  System  von  Projectionsstrahlen  der  Geraden  A,  A,  gehören,  mid 
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linien  entsprechender  Ebenen  begegnen;  denn  wollte  man  sich  um  die 
nämlichen  Axen  A,  A,  zwei  andere  Ebenenbüschel  denken,  die  unter  sich 
projectivisch  und  zwar  beide  zugleich  mit  jener  Geraden  A^  perspectivisch 
wären,  so  dass  je  zwei  entsprechende  Ebenen  derselben  durch  den  näm- 
lichen Punct  der  Geraden  A,,  gingen,  so  würden  dieselben  nicht  von  den 
gegebenen  Ebenenbüscheln  A,  A,  verschieden  sein  können,  weil  sie  mit 
diesen  die  genannten  drei  entsprechenden  Ebenonpaare  gemein  hätten, 
durch  welche  eben  die  projectivische  Beziehung  bestimmt  ist. 
Aus  beiden  vorstehenden  Betrachtungen  (a,  b)  folgt  also: 

1)  „Die  Projectionsstrahlen  1)  „Die  Durchschnittsli- 
a,  b,  c,  d,  ...  zweier  projecti-  nien  a,  b,  c,  d,  ...  der  entspre- 
vischen  Geraden  A,  A,,  die  sich  chenden  Ebenen  zweier  schief- 
in beliebiger  schiefer  Lage  im  liegenden  projectivischen  Ebe- 
Raume  befinden,  können  von  nenbüschel  A,  A,  können  von 
unzähligen  Geraden  A,,  A,,  unzähligen  Geraden  A^,  A,, 
A^,  .  .  .  geschnitten  werden,  A^,  .  .  .  geschnitten  werden, 
und  zwar  schneidet  jede  der  und  zwar  schneidet  jede  der 
letzteren  alle  jene  Projections-  letzteren  alle  jene  Durch- 
strahlen, sobald  sie  irgend  schnittslinien,  sobald  sie  ir- 
drei  derselben  begegnet."  gend  drei  derselben  begegnet.'^ 

2)  „Demnach  haben  die  Projectionsstrahlen  zweier  schief- 
liegenden projectivischen  Geraden  A,  A^  im  Räume  und  die 
Durchschnittslinien  de4r  entsprechenden  Ebenen  zweier  schief- 
liegenden projectivischen  Ebenenbüschel  A,  Aj  gleiche  Eigen- 
schaft, nämlich  sie  sind  eine  Schaar  von  Geraden  a,  b,  c,  d,  e,  ..., 
welche  von  einer  anderen  Schaar  von  unzähligen  Geraden  A,  A,, 
A,,  A,,'  A^,  ...  geschnitten  werden,  und  zwar  sind  (zufolge  U): 

je    zwei   Gerade,    die    zu    der  je    zwei    Gerade,    die    zu    der 

einen     oder    zu    der    anderen  einen     oder    zu    der    anderen 

Schaar    gehören,     unter    sich  Schaar  gehören,  die  Axen  pro- 

projectivisch,    und   die  jedes-  jectivischer     Ebenenbüschel, 

malige  andere  Schaar  Gerader  deren    entsprechende    Ebenen 

sind  ihre  Projectionsstrahlen."  die   andere  Schaar  zu  Durch- 

schnittslinien  haben." 

Oder  (II): 

3)  »Wenn  im  Räume  irgend  3)  „Wenn  im  Räume  irgend 

drei  Gerade  A,  A,,  A,,  wovon  drei  Ebenenbüschel  A,  A„  A^, 

keine  zwei  in  einer  Ebene  lie-  von  deren  Axen  keine  zwei  in 

gen,  gegeben  sind,  so  giebt  es  einer    Ebene    liegen,    gegeben 

in     denselben    unzählige    Mal  sind,   so  giebt  es  in  denselben 

drei  solche  Puncto,  die  in  einer  unzählige  Mal  drei  solche  Ebe- 

St«lB«r't  Werke.    L  24 
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GeradcD  Hegen,  so  dass  also  nen,  die  sich  in  einer  Geridfi 
dioflelben  von  einer  unzähligen  schneiden,  welche  den  dr« 
Schaar  Gerader  a,  b,  c,  d,  . . .  Axen  begegnet,  so  dass  als* 
geschnitten  werden  können,  diese  von  einer  Schaar  Geii- 
und  diese  letzteren  können  dergeschnitten  werden,  welcki 
hinwieder  von  einer  anderen  ebenfalls  von  einer  anderei 
Schaar  Gerader  geschnitten  Schaar  Gerader  geschnitUii 
werden,  zu  welchen  auch  jene  werden,  zu  welcher  jene  drei 
drei  Geraden  gehören;  oder:  Axen  gehören;  oder:  { 

„Wenn  im  Räume  irgend  drei  Gorade  A-,  A,,   A,   irgend  dr»i   ■ 
andere  Gerade  a,  b,  c  schneiden,    so  schneiden  alle  Geradea  d, 
c,  ...,  welche  den  drei  ersten  begegnen,  alle  Geraden  A,,  A„ .... 
welche    den    drei    letzten    begegnen*);    und    es   haben   die  i»ei   ■ 
Schaaren  Gerader  A,  A,,  Aj,  A^,  A,,  , . ,  a,  b,  c,  d,  c,  . . .  solche  Be- 
ziehung zu  einander:    ' 

dass  je  zwei  Gerade,  die  der  dass  je  zwei  Gerade  aus  einer 
nämlichen  Schaar  angchörco,  Schaar  dio  Axen  projectivi- 
unter  sich  projectivisch  sind  scher  Ebenenbüschel  sind,  dt- 
und  zwar  dio  andere  Schaar  ren  entsprechende  Ebenen  die 
Gerader  zu  Projectionsstrah-  andere  Schaar  zu  Dnrck- 
len  haben."  schnittslinien  haben." 

rV.    Zwei  solche  zuäammongehörige  Schaaren  von  Geraden,    die  ein- 
ander  gegenseitig   schneiden,    erfüllen   eine   windschiefe,    krumme  FlÜcbe 
zweiter  Ordnung,  nämlich  das  „einfache  Hyperboloid"  (hyperMoidei 
une  nappe).   Man  kann  daher,  den  vorstehenden  Sätzen  gemäss,  auch  sagen: 
1)    „Irgend  z^ei  im  Räume  1)    „Irgend  zwei  im  Räume 

beliebig  schiefliegende  projec-  beliebig  schiefliegende  projec- 
tivische  Gerade  A,  A,  erzeugen  tivische  Ebenenbüschel  A,  A, 
ein  einfaches  Hyperboloid,  d.  h.        erzeugen  ein  einfache^  Hyper- 
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Aus  dem  Obigen  folgen  ferner  unmittelbar  nachstehende  Eigenschaften 
des  einfachen  Hyperboloids: 

2)  „Das  einfache  Hyperboloid  kann  auf  zwei  Arten  durch 
Bewegung  einer  Geraden  a  oder  A,  welche  sich  längs  drei  festen 
Geraden  A,  A,,  A,  oder  a,  b,  c  fortbewegt,  erzeugt  werden  (HI,  3); 
oder  eis  enthält  zwei  Schaaren  von  Geraden  (oder  zwei  Systeme 
von  Strahlen),  welche  einander  schneiden,  und  welche  die  vor- 
hin (HI,  3)  angegebene  Beziehung  zu  einander  haben,  nämlich: 
dass     die     Geraden     jeder  dass     die     Geraden     jeder 

Schaar  unter  sich  projectivisch  Schaar  Axen  projectivischer 
sind,  und  zwar  die  andere  Ebenenbüschel  sind,  deren  ent- 
Schaar  Gerader  zu  Projections-  sprechende  Ebenen  die  andere 
strahlen  haben."  Schaar     Gerader     zu    Durch- 

schnittslinien haben." 

Da  hiemach  jede  Gerade  aus  der  einen  oder  aus  der  anderen  Schaar 
Axe  eines  Ebenenbüschels  ist,  dessen  Ebenen  durch  die  jedesmalige  andere 
Schaar  Gerader  gehen,  so  folgt  also  von  selbst  die  bekannte  Eigenschaft: 

3)  „Jede  Ebene,  welche  das  einfache  Hyperboloid  in  irgend 
einer  Geraden  schneidet,  schneidet  dasselbe  allemal  noch  in 
irgend  einer  anderen  Geraden,  und  diese  zwei  Geraden  gehören 
nicht  zu  einerlei  Schaar." 

Jede  solche  Ebene,  in  der  zwei  Strahlen  des  Hyperboloids  liegen, 
heisst  „Berührungsebene"  des  Hyperboloids,  und  der  Punct,  in  welchem 
sich  die  zwei  in  ihr  liegenden  Strahlen  schneiden,  heisst  ihr  „Berüh- 
rungspunct."  Mit  Rücksicht  auf  diese  Bemerkung  lassen  sich  jetzt  die 
obigen  Sätze  (§  50),  wie  folgt,  aussprechen: 

4)  „Alle  Berührungsebenen  4)  „Der  gegenseitige  Durch- 
eines  Hyperboloids,  die  durch  schnitt  eines  einfachen  Hyper- 
irgend  einen  bestimmten  Punct  boloids  und  irgend  einer  belie- 
3)  gehen,  umhüllen  einen  Ke-  bigen  Ebene  E  ist  irgend  ein 
gel  zweiten  Grades."                          Kegelschnitt." 

Da  je  zwei  Gerade  aus  einer  Schaar  projectivisch  sind  und  die  andere 
Schaar  zu  Projectionsstrahlen  haben  (2),  und  da  sie  im  Allgemeinen,  wenn 
sie  nämlich  nicht  ähnlich  sind,  Parallelstrahlen  haben  (§  9, 1),  so  müssen 
also  irgend  zwei  Gerade  aus  der  anderen  Schaar  mit  ihnen  parallel  sein, 
und  daher  folgt  weiter: 

5)  „Die  zwei  Schaaren  Gerader  eines  einfachen  Hyperboloids 
sind  paarweise  parallel,  d.  h.  mit  jeder  beliebigen  Geraden  aus 
der  einen  Schaar  ist  eine  bestimmte  Gerade  aus  der  anderen 
Schaar  parallel." 

Später,  im  dritten  Band,  wird  durch  weitere  Entwickelung  zu  dem 
letzten  Satze  noch  folgende  Eigenschaft  hinzugefügt  werden: 

24* 
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6)  „Alle  Ebenen,  welche  sich  durch  die  verschiedenen  Paar« 
paralleler  Geraden  (5)  eines  einfachen  Hyperboloids  legen  lassea, 
schneiden  einander  in  einem  und  demselben  Puncte,  nämlich  im 
Mittelpuncte  des  Hyperboloids,  und  alle  berühren  einen  be- 
stimmten Kegel  zweiten  Grades,  welcher  Asymptoten-Eegel  dei 
Hyperboloids  genannt  wird." 

Angenommen  es  seien  etwa  a  und  A  zwei  parallele  Gerade,  so  wetdeo, 
wenn  man  sich  den  Ebenenbüschel  A  denkt,  dessen  Ebenen  ß,  7,  S,  ... 
sämmtlich  der  Geraden  a  parallel  sein,  und  da  dieselben  durch  die  Schau 
Gerader  b,  c,  d,  . . .  gcheii,  zu  welcher  auch  a  gehört  (3),  so  folgt  also 
durch  Umkehning  der  nachstehende  Satz: 

7)  „Legt  man  durch  eine  Schaar  Gerader  eines  einfachen 
Hyperboloids  Ebenen,  welche  sammtlioh  mit  irgend  einer  in 
dieser  Schaar  gehörigen  Geraden  (a)  parallel  sind,  so  schoeideD 
sich  alle  diese  Ebenen  in  einer  und  derselben  Geraden  (A),  welche 
der  anderen  Schaar  angehört,  und  welche  jener  besonderen  Gera- 
den (a)  parallel  ist." 

Von  den  Geraden,  die  in  einem  einfachen  Hyperboloid  liegen,  ist  noch 
folgende  merkwürdige  Eigenschaft,  die  sich  auf  ihre  Richtung  beueht, 
anzugeben.  Betrachtet  man  das  Hyperboloid  als  durch  zwei  Ebeuenbnschel, 
etwa  durch  die  Ebenenbiiachel  A,  A,  erzeugt,  und  denkt  sich  einen  dritten 
Ebenenbüschcl  Sl,  der  dem  A  gleich  ist,  und  der  so  liegt,  dass  die  ent- 
sprechenden Ebenen  (und  also  auch  die  Axen)  der  Ebenenbüschel  A.  8 
parallel  sind,  und  dass  sich  die  Axen  der  Ebenenbüschel  91,  A,  schneidea, 
so  werden  also  auch  die  zwei  letzten  Ebenenbuschel  projectivisch  sein  und 
einen  Kegel  [StA,]  zweiten  Grades  erzeugen  (%^S,  II).  Da  die  ent- 
sprechenden Ebenen  der  Ebenenbuschel  A,  9t  parallel  sind,  und  mithin 
von  den  entsprechenden  Ebenen  des  Ebeucnbüschels  A,  in  parallelen  Gera- 
den geschnitten  werden,  so  folgt  also,  dass  die  Strahlen  des  Hyperboloids 
[AA,]   mit  den  Strahlen  des  Kegels  [SA,]   parallel   sind,   d.  h.   es   folgt 
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Aus  dem  letzten  Satze  und  aus  den  obigen  Sätzen  (2,  4  rechts)  folgt 
weiter: 

9)  »Das  einfache  Hyperboloid  wird,  ausser  den  obigen  Fällen  (1,  2), 
mter  anderen  auch  durch  folgende  Angaben  bestimmt  und  auf  die  dabei 
»emerkte  Art  erzeugt;  nämlich: 

a)  „wenn  irgend  zwei  Gerade,  die  zu  einer  Schaar  gehören,  und  ir- 
gend ein  ebener  Schnitt  (4  rechts)  desselben  gegeben  sind,  d..h. 
wenn  im  Räume  irgend  ein  Kegelschnitt  E  und  irgend  zwei  ihn 
schneidende  Gerade,  etwa  A,  A,,  wovon  aber  keine  in  seiner 
Ebene  liegt,  und  die  auch  nicht  zusammen  in  einer  Ebene  liegen, 
gegeben  sind;  denn  wird  alsdann  eine  dritte  Gerade  a  so  bewegt, 
dass  sie  stets  die  drei  gegebenen  festen  Elemente  K,  A,  Aj  schnei- 
det, so  beschreibt  sie  die  genannte  Fläche;  oder  wird  alsdann 
durch  jeden  Punct  des  Kegelschnittes  K  eine  Gerade  gelegt,  welche 
die  zwei  gegebenen  Geraden  A,  Aj  schneidet  (II),  so  sind  alle 
jene  Geraden  die  eine  Schaar,  und  die  zwei  gegebenen  Geraden 
gehören  zu  der  anderen  Schaar  Gerader  der  genannten  Fläche;" 

b)  „wenn  irgend  zwei  Gerade,  die  zu  einer  Schaar  gehören,  und 
irgend  ein  Kegel,  mit  dessen  Strahlen  beide  Schaaren  Gerader 
parallel  sind,  gegeben  sind ;  d.  h.  wenn  irgend  ein  Kegel  K  zweiten 
Grades  und  irgend  zwei  Gerade  A,  Aj,  welche  mit  zwei  Strahlen 
des  Kegels  parallel  sind,  aber  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  gegeben 
sind ;  denn  alsdann  beschreibt  eine  dritte  Gerade,  die  sich  so  bewegt, 
dass  sie  stets  die  zwei  gegebenen  festen  Geraden  schneidet  und 
beständig  irgend  einem  Strahl  des  Kegels  parallel  läuft,  die  ge- 
nannte Fläche ;  oder  wird  alsdann  mit  jedem  Strahl  des  Kegels 
eine  Gerade  parallel  gelegt,  »welche  die  zwei  gegebenen  Geraden 
schneidet  (II),  so  sind  alle  solche  Geraden  die  eine  Schaar,  und 
die  zwei  gegebenen  Geraden  gehören  zu  der  anderen  Schaar  Gera- 
der der  genannten  Fläche;" 

c)  „wenn  irgend  zwei  zu  derselben  Schaar  gehörige  Gerade  A,  A, 
und  die  Richtungen  irgend  dreier  anderen  Geraden  gegeben  sind; 
denn  da  diese  Richtungen  dreien  Geraden  sowohl  von  der  einen 
als  der  anderen  Schaar  angehören  (5),  so  sind  also  (zufolge  II) 
diejenigen  drei  Geraden  zu  finden,  welche  die  gegebenen  zwei 
Geraden  A,  A^  schneiden,  d.  h.  welche  nicht  mit  diesen  aus 
gleicher  Schaar  sind,  wo  sodann  der  obige  Fall  (2)  eintritt;  (auch 
kann  der  gegenwärtige  Fall  auf  den  vorhergehenden  (b)  zurück- 
geführt werden)." 

Endlich  folgt  noch,  wie  leicht  zu  sehen: 

10)  „Das   einfache  Hyperboloid   ist   der  Form    oder  Gattung 
ach  bestimqit,  sobald  irgend  fünf  Strahlen  desselben  der  Rieh- 
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tung  Dsch  gegeben  sind,  d.h.  es  sind  alsdann  die  Richtangei 
aller  übrigen  Strahlen,  also  der  Asymptotenkegel,  genin  \tt- 
stimmt." 

52.  In  besonderen  Fällen,  wo  die  betrachteten  projectiviscben  6^ 
bilde  entweder  ähnlich  sind,  oder  eigcnthiimliche  Lage  zu  eiDaoder  haba, 
erhält  auch  die  durch  sie  erzeugte  Fläche,  welche  vorhin  im  AUgemeilm 
das  einfache  Hyperboloid  war  (§  51,  IV),  besondere  Gestalt,  oder  geht  ii 
Grenzfalle  über,  die  zu  verschiedenen,  theils  bekannten,  interessutta 
Sätzen  führen. 

I.  Angenommen  es  seien  irgend  zwei  Gerade,  die  einander  nichl 
schneiden,  aus  einer  der  zwei  Schaaren  von  Geraden  A,  A, ,  A,,  A,,  ...  wA 

a,  b,  c,  d, (§  51,  IV),  etwa  die  zwei  Geraden  A,  A, ,   projectivisch 

ähnlich,  so  müssen  ihre  unendlich  entfernten  Punctc  einander  entsprechet 
(§  13, 1),  und  also  muss  einer  ihrer  Fröjectionsstrahlen,  d.  h.  eine  Gerade 
der  anderen  Schaar  (a,  b,  c, ...),  unendlich  entfernt  sein,  und  daher  fotgl 
weiter,  dass  nicht  nur  jene  zwei  Geraden,  sondern  dass  je  zwei  Gerade 
der  ersten  Schaar  A,  A,,  A,,  ...  projectivisch  ähnlich  sind,  weil  sie 
denselben  unendlich  entfernten  Projectionsstrahl  haben.  Denkt  man  äA 
den  EbcnenbÜBchcl,  welcher  ii^end  eine  Gerade  der  ersten  Schaar,  et<n 
die  Gerade  A,,  zur  Axe  hat,  so  werden  dessen  Ebenen  o,,  ß,,  Yji  ■■■ 
durch  die  zweite  Schaar  Gerader  a,  b,  c,  , .  .  gehen  (§  51,  IV),  und  es 
wird  diejenige  Ebene,  welche  nach  der  vorerwähnten  anendlich  entfernten 
Geraden  gerichtet  ist,  nothwendiger  Weise  den  Geraden  A,  A,  parallel 
sein,  weil  sie  nach  ihren  unendlich  entfernten  Puncten  gerichtet  ist,  und 
folglich  vereinigt  diese  Ebene  die  Richtungen  der  drei  Goraden  A,  A,,  A, 
in  sich;  da  ein  (üeiches  statthndet,  wenn  anstatt  der  Geraden  A,  irgend 
eine  der  übrigen  Geraden  A, ,  A^,  ...  angenommen  wird,  und  da  dnrch 
die  Richtungen  der  zwei  ersten  Geraden  A,  A,  alle  Richtungen  einer 
Ebene  bestimmt  sind,  so  müssen  folglich  die  Richtungen  aller  Geraden  A,  Ä,, 
A„  A,,  A^, . . .  einer  einzigen  Ebene  angehören,  d.  h.  die  Geraden  dieser 
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den,  denen  sie  begegnen,  in  gleichem  Verhältnis»  theilcn,  und  folglich 
wird  auch  die  zweite  Schaar  Gerader  a,  b,  c,  d,  ...  von  der  ersten 
projectivisch  ähnlich  geschnitten,  daher  müssen  ihr  auch  dieselben 
Eigenschaften  zukommen,  wie  der  ersten,  nämlich  es  muss  einer  ihrer 
Projectionsstrahlen,  d.  h.  eine  Gerade  der  ersten  Schaar,  die  A«  heissen  mag, 
unendlich  entfernt  sein,  ferner  müssen  ihre  Geraden  sämmtlich  einer  Ebene 
parallel  sein,  so  dass  durch  jede  von  ihnen  eine  Ebene  geht,  mit  welcher 
sie  alle  parallel  sind,  und  dass  alle  diese  Ebenen,  die  nach  der  Reihe  an, 
ßo9  Tn,  8119  •  •  •  heissen,  unter  sich  parallel  sind,  und  einen  Ebenenbüschel 
bilden,  dessen  Axe  die  gqpannte  unendlich  entfernte  Gerade  An  der  ersten 
Schaar  ist. 

Man  stelle  sich  nun  wiederum  den  vorhin  erwähntet!  Ebenenbüschel 
A,,  dessen  Ebenen  a^,  ß^,  Yj,  ...  durch  die  zweite  Schaar  Gerader  a,  b, 
c,  . . .  gehen,  vor,  und  achte  auf  den  ebenen  Strahlbüschel,  in  welchem 
er  von  einer  der  Parallelebenen  an,  ßn,  Tm  "•>  ^^wa  von  der  Ebene  an, 
geschnitten  wird,  ein  Strahlbüschol,  welcher  ebenfalls  a«  heissen  soll,  so 
werden  offenbar  die  Strahlen  a«,  bn,  Cn,  ...  dieses  Strahlbüschels  den  Gera- 
den a,  b,  c,  . . .  der  zweiten  Schaar  parallel  sein  (weil,  wenn  z.  B.  eine 
Gerade  a  einer  Ebene  an  parallel  ist,  dann  jede  durch  a  gehende  Ebene 
a,  die  Ebene  an  in  einem  Strahl  a»  schneidet,  der  mit  a  parallel  ist), 
woraus  also  folgt,  dass  diese  Schaar  Gerader  genau  alle  Richtungen  eines 
ebenen  Strahlbüschels  a„,  oder  genau  alle  Richtungen  einer  Ebene  an,  ent- 
hält. Aus  gleichen  Gründen  muss  auch  die  erste  Schaar  Gerader  A, 
A,,  Aj,  A„  ...  alle  Richtungen  eines  ebenen  Strahlbüschels,  oder  einer 
Ebene,  nämlich  der  durch  sie  gehenden  Parallelebenen  e,  s, ,  e,,  . . . ,  um- 
fassen. Da  der  Ebenenbüschel  A^  einerseits  mit  dem  ebenen  Strahlbüschel 
ttn  in  Ansehung  der  Elemente  a^,  ß,,  7,,  ...  und  an,  bn,  Cn,  . . .,  und 
andererseits  mit  der  Geraden  A  in  Ansehung  der  Elemente  ag,  ßj,  y.^,  . . . 
und  a,  b,  c,  . .  .  (wo  nämlich  a,  b,  c,  . . .  die  Puncto  sind,  in  welchen  die 
Gerade  A  zugleich  von  der  zweiten  Schaar  Gerader  a,  b,  c,  . . .  geschnitten 
wird)  perspectivisch  ist,  so  sind  folglich  der  ebene  Strahlbüschel  an  und 
die  Gerade  A  in  Ansehung  der  Elemente  an,  bn,  Cn,  ...  und  a,  b,  c,  . . . 
projectivisch,  und  da  ferner  die  Gerade  A  mit  allen  übrigen  Geraden  der 
ersten  Schaar  A,,  Ag,  A,,  ...  projectivisch  ist,  so  folgt  also,  dass  die 
zweite  Schaar  Gerader  a,  b,  c,  . . .  den  Strahlen  a„,  bn,  c„,  ...  eines 
ebenen  Strahlbüschels  an  parallel  ist,  welcher  mit  den  Geraden  der  ersten 
Schaar  A,  A,,  A,,  A,,  ...  projectivisch  ist.  Desgleichen  ist  die  erste 
Schaar  Gerader  A,  A,,  A,,  A,,  ...  den  Strahlen  eines  ebenen  Strahl- 
büschels parallel,  welcher  mit  der  zweiten  Schaar  Gerader  a,  b,  c,  . . . 
projectivisch  ist,  und  welcher,  z.  B.  in  der  Ebene  s  dargestellt,  e  heissen 
soll.  Da,  wie  vorhin  bemerkt  worden,  die  zwei  Schaaren  Gorader  A,  A,, 
A,,  A,,  . . .,  a,  b,  c,  d,  . . .   mit  zwei  Ebenen  e,  an  (oder  vielmehr  mit 
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zwei  SyHtemon  FaralloIebGnen  e,  s,,  s,,  . . . ,  So,  ßm  Im  ■  - )  panUel  und, 
und  zwar  gonau  alle  Richtungen  derselben  erschöpfen,  wogegen  sie  froher 
beim  allgemoinoD  Falle  mit  den  Strahlen  eines  Kegels  zweiten  Grades  (dn 
Asymptotcnkegels)  parallel  waren  (§  51,  IV,  8),  so  folgt  also,  daaa  dieaa 
Kegel  im  gegenwärtigen  Falle  sich  in  jene  zwei  Ebenen  ao^olöst  hat  ond 
somit  in  einen  Grenzfall  übei^egsngen  ist.  Jene  Ebenen  haben  ferner  die 
Eigenschaft,  dass,  da  jede  durch  eine  endlich  entfernte  ond  durch  eiae 
unendlich  entfernte  Gerade  geht,  und  da  der  Durchschnitt  zweie;  soldMO 
Geraden  nothwendiger  Weise  unendlich  entfernt  sein  muss,  ihre  BerfihnD^ 
puncto  (§  51,  IV)  mit  der  krummen  Fläche  (welche  durch  die  zwei  Schairai 
Gerader  erfüllt  wird)  unendlich  entfernt  sind,  woher  denn  jede  solche  Ebew 
„Asymptotenebene"  genannt  werden  kann,  so  dass  also  im  geg«iww- 
tigon  Falle  der  Fläche  zwei  Systeme  Asymptotenebencn  s,  e,,  s,,  •■■,  o,, 
ßu,  •(„,  ...  zukommen. 

Die  Geraden  A,  A,,  A„  A,,  ...  der  einen  Schaar  sind  projectivisch 
ähnlich,  und  zwar  in  Ansehung  der  Puncte,  in  welchen  sie  von  den  Asyinp- 
totenebcncn  a^,  ßi,  ^n,  ■■■  geschnitten  werden  (weil  diese  Ebenen  durch  die 
zweit«  Schaar  Gerader  a,  b,  c,  . . .  gehen),  daher  werden  je  zwei  derselben, 
welche  unter  gleichen  Winkeln  zu  diesen  Ebenen  geneigt  sind,  offenbir 
projcctivisch  gleich  sein,  und  dass  sie  in  der  That  paarweise  projecti- 
visch  gleich  sind,  und  dass  ein  Gleiches  bei  der  zweiton  Schaar  Gerader 
a,  b,  c,  d,  . . .  stattfindet,  kann  leicht  gezeigt  worden.  Denn  man  denke 
sich  zwei  Asymptotenebenon,  etwa  e  und  On,  nenne  ihre  Durchschoittslinie 
X,  und  denke  sich  in  der  letzten  Ebene  ä!„  den  ebenen  "Strahtbuscfael  o,. 

dessen  Strahlen  a„,  b„,  Cp, den  Geraden  a,  b,  c,  ...  parallel  sind,  so 

wird  irgend  ein  bestimmter  Strahl  zu  der  Durchschnitt^linie  X  senkrecht 
sein,  und  sodann  worden  von  den  übrigen  Strahlen  immer  zwei  und  zwei 
sowohl  mit  jenem  Strahl,  als  mit  der  Durchsühnittslinie  X  gleiche  Winkel 
bilden,  und  dahor  nothwendiger  Weise  zu  der  ersten  Ebene  e  unter  glei- 
chen Winkeln  geneigt  sein,  woraus  dann  weiter  folgt,  dass  auch  die  ihneo 
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ebenen  e,  e,,  e^,  . . . ,  «„,  ßn,  T«?  •  •  •  zugleich  senkrecht  stehen;  unter  diesen 
Umständen  wird  X  „Axe",  und  der  Durchschnittspunct  der  Geraden  a,  A,  ^ 
oder  der  Berührungspunct  der  Ebene  (aA),  welcher  21  heissen  mag,  wird 
^Scheitel%  der  krummen  Fläche  genannt. 

Wird  die  krumme  Fläche  von  irgend  einer  beliebigen  Ebene  E  ge- 
schnitten, so  muss  der  Schnitt  offenbar  im  Allgemeinen  eine  Hyperbel 
sein,  denn  da  die  Fläche  zwei  unendlich  entfernte  Gerade  hat,  muss  er 
zwei  unendlich  entfernte  Puncto  haben,  nach  denen  nämlich  die  zwei 
Dorchschnittslinien,  in  welchen  die  Asymptotonebenen  e,  «n  von  der  Ebene 
E  geschnitten  werden,  gerichtet  sind,  er  muss  folglich  eine  Hyperbel  sein, 
deren  Asymptoten  diesen  Durchschnittslinien  parallel  sind;  in  dem  beson- 
deren Falle  aber,  wo  diese  Durchschnittslinien  der  Axe  X  parallel  sind 
(wo  nämlich  die  schneidende  Ebene  E  der  Axe  X,  oder  der  Durchschnitts- 
linie irgend  zweier  Asymptotenebenen  parallel  ist),  und  wo  sie  also  nach 
einem  einzigen  unendlich  entfernten  Puncto  gerichtet  sind,  geht  die  ge- 
nannte Hyperbel  in  eine  Parabel  über;  den  Asymptoten  der  genannten 
Hyperbel  sind  ferner  auch  irgend  zwei  Gerade  aus  den  zwei  Schaaren 
Gerader  A,  A,,  A^,  A,,  . . .,  a,  b,  c,  d,  . . .  parallel,  nämlich  jedesmal 
diejenigen  zwei,  welche  jenen  Durchschnittslinien  parallel  sind,  in  welchen 
die  Asymptotenebenen  e,  an  von  der  Ebene  E  geschnitten  werden. 

Je  zwei  Gerade  aus  einer  der  zwei  Schaaren  A,  A,,  Aj,  ...,  a,  b,  c,  ... , 
wie  z.  B.  die  Geraden  A,  A, ,  sind  Axon  zweier  projectivischen  Ebenen- 
büschel, deren  entsprechende  Ebenen  die  jedesmalige  andere  Schaar  zu 
Durchschnittslinien  haben  (§  51,  HI),  diejenigen  zwei  entsprechenden  Ebenen 
aber,  welche  die  unendlich  entfernte  Gerade  e  der  anderen  Schaar  zur 
Durchschnittslinie  haben,  also  die  Ebenen  s,  e,,  müssen  noth wendiger  Weise 
parallel  sein,  und  da  dies  die  einzige  Eigenthümlichkeit  ist,  wodurch  sich 
in  diesem  Falle  die  zwei  Ebenenbüschel  auszeichnen,  so  ist  klar,  dass 
umgekehrt,  wenn  irgend  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  A,  A,  sich  in 
solcher  schiefen  Lage  befinden,  wo  irgend  zwei  entsprechende  Ebenen  pa- 
rallel sind,  alsdann  alle  oben  angegebenen  Umstände  und  Eigenschaften 
stattfinden  müssen. 

Unter  diesen  besonderen  Umständen  heisst  die  krumme  Fläche  nicht 
mehr  einfaches  Hyperboloid,  sondern  „hyperbolisches  Paraboloid". 
Aus  der  obigen  Betrachtung  folgen  nachstehende  Eigenschaften  und  Erzou- 
gungsarten  des  hyperbolischen  Paraboloi'ds: 

1)  „Das  hyperbolische  Paraboloid  hat  unter  anderen  fol- 
gende wesentliche  Eigenschaften:  a)  es  enthält  zwei  Schaaren 
Gerader  A,  A,,  A,,  A,,  ...,  a,  b,  c,  d,  ...,  die  einander  projecti- 
visch  ähnlich  schneiden;  auch  sind  die  Geraden  jeder  Schaar 
paarweise  projectivisch  gleich,  so  dass  jede  Gerade  einer  be- 
stimmten anderen  Geraden  projectivisch  gleich  ist;  zwei  Gerade 


378  Erzeugnisse  projectifischer  G^ilde.  ät 

A,  a,  aus  jeder  Scbaar  eine,  machen  hieriD  eine  Ausnahme,  i.i. 
sie  haben  nicht  ihres  Gleichen;  b)  zwei  andere  Gerade  A.,  e, 
aus  jeder  Schaar  eine,  sind  nnendlich  ontfeint;  c)  durch  jed< 
Schaar  von  (lorsdea  geht  ein  System  Parallelcbenen,  welche  n&ch 
der  unendlich  entfernten  Geraden  der  anderen  Schaar  gerichtet, 
und  welche  daher  Asymptotonebenen  sind,  so  dass  es  also  twti 
Systeme  paralleler  Asymptoteaebenea  s,E,,e„  ...,  a»,  ßmlTB,..'  )»l; 
d)  die  Geraden  jeder  ^chaar  sind  den  Asymptotenebenen,  welche 
durch  die  andere  Schaar  gehen,  parallel,  und  sie  umfassen  ge- 
nau alle  Richtungen  dieser  Ebenen,  so  daaa  die  Strahlen  eines 
Strahlbüschels  in  einer  dieser  Ebenen  genau  die  RichtungeD 
all^r  jener  Goraden  darstellen,  d.  h.  jeder  Strahl  ist  einer  be- 
stimmten Geraden  parallel,  und  auch  umgekehrt;  e)  jeder  solche 
Strahlbüschel,  dessen  Strahlen  mit  den  Geraden  der  einen 
Schaar  parallel  sind,  ist  mit  den  Geradon  der  anderen  Schau 
projectivisch  (wobei  nämlich  jeder  Punct,  in  welchem  eine  die- 
ser Geraden  von  einer  von  jenen  Geraden  geschnitten  wird,  dem- 
jenigen Strahl  des  Strahlbiischels  entspricht,  wolcher  der  letzte- 
ren Geraden  parallel  ist);  f)  je  zwei  projectivisch  gleiche  Gerade 
(a)  aus  der  einen  Schaar  sind  zu  den  Asymptotenebenen,  welche 
durch  die  andere  Schaar  gehen,  unter  gleichen  Winkeln  geneigt, 
und  auch  umgekehrt;  g)  jene  zwei  besonderen  Geradon  A,  a,  die 
mit  keiner  anderen  projectivisch  gleich  sind,  sind  der  RichtuD^ 
nach  zu  den  I>urchschnittslinien  der  zwei  Systeme  Asymptoten- 
ebenen  rechtwinklig,  so  dass  also  ihre  Ebene  (aA)  za  alleo 
Asymptotenebenon  und  zu  deren  Durchschnittslinien  rechtwiak- 
lig  ist;  ihr  Durchschnittspunct  9t  heisst  Scheitel,  und  die  Durch- 
schnittslinie X.  der  durch  sie  gehendon  Asymptotonebenen  s,  i, 
heisst  Axe,  ihre  Ebene  (aA),  die  Berührungsebone  im  Scheitel, 
ist  die  einzige  Berührungsebone,   die   auf  der  Axe  X  rechtwink- 
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2)  „Das  hyperbolische  Paraboloid  ist  unter  anderen  in  fol- 
genden Fällen  bestimmt  und '  wird  auf  die  dabei  bemerkten 
Arten  erzeugt: 

a)  durch  irgend  zwei  projectivisch  ähnliche  oder  gleiche 
Gerade  A,  A^,  die  im  Räume  beliebig  schief  liegen;  näm- 
lich die  Geraden  gehören  zu  der  einen  Schaar,  und  ihre 
Projectionsstrahlen  sind  die  sämmtlichen  Geraden  der 
anderen  ScKaar; 

b)  durch  zwei  beliebige  projectivische  Ebenenbüschel  A,  Aj, 
die  im  Räume  schief  liegen,  aber  so,  dass  irgend  zwei 
entsprechende  Ebenen  parallel  sind;  nämlich  die  Axen 
der  Ebenenbüschel  gehören  zu  der  einen  Schaar,  und  die 
Durchschnittslinien  ihrer  entsprechenden  Ebenen  sind 
die  Geraden  der  anderen  Schaar; 

c)  durch  zwei  projectivische  Ebenenbüschel,  wovon  der 
eine  aus  einem  System  Parallelebenen  besteht,  also  eine 
unendlich  entfernte  Axe  (An  oder  c)  hat,  während  die  Axe 
des  anderen  jene  Ebenen  schneidet;  nämlich  ihre  Axen 
gehören  zu  der  einen  Schaar,  und  die  Durchschnittslinien 
ihrer  entsprechenden  Ebenen  sind  die  Geraden  der  an- 
deren Schaar,  und  die  Parallelebenen  sind  das  eine 
System  Asymptotenebenen; 

d)  durch  irgend  drei  Gerade  A,  A,,  A,,  die  mit  irgend  einer 
Ebene  e  parallel  sind,  aber  wovon  keine  zwei  in  einer 
Ebene  liegen;  nämlich  die  Ebene  s  ist  eine  Asymptoten- 
ebene, und  die  Geraden  gehören  zu  der  einen  Schaar, 
und  alle  sie  schneidenden  Geraden  sind  die  Geraden  der 
anderen  Schaar,  oder  eine  Gerade  a,  die  sich  so  bewegt, 
dass  sie  stets  jene  drei  schneidet,  beschreibt  die  andere 
Schaar  Gerader  und  somit  die  vorgenannte  Fläche; 

e)  durch  irgend  zwei  beliebige  Gerade  A,  A,  im  Räume  und 
durch  eine  beliebige  sie  schneidende  Jlbene  «n,  welche 
als  Asymptotenebene  angenommen  wird;  nämlich  die 
Geraden  gehören  zu  der  einen  Schaar,  und  alle  Geraden, 
welche  dieselben  schneiden  und  mit  der  Ebfene  an  parallel 
sind,  sind  die  Geraden  der  anderen  Schaar,  oder  eine 
Gerade  a,  die  sich  so  bewegt,  dass  sie  stets  jene  zwei 
schneidet  und  beständig  mit  der  Ebene  parallel  ist,  be- 
schreibt die  genannte  Fläche; 

f)  durch  irgend  eine  Gerade  A  und  irgend  einen  ebenen 
Strahlbüschel  a„,  die  projectivisch  sind  und  so  liegen, 
dass  jene  nicht  mit  der  Ebene  des  letzteren  parallel  ist; 
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nämlich   die  EbeDo   des  Strahlbüschels   ist  eine  Asymp- 
totenobeuo,  nud  die  Gerade  gehört  zu  der  einen  Schtar, 
und  diejenigen  Geraden,   die  sie   schneiden,    nnd   wovon 
jede   demjenigen  Strahl   des  Strahlbnschels  parallel  ist, 
welcher  ihrem  Durchschnittspuncte  entspricht,  sind  die 
Geradon    der   anderen   Schaar,    oder   eine   Gorade  a,   die 
sich  so  bewegt,   dass  sie  stets  jene  Gerade  A  schneidet, 
und  in  jedem  Augenblick  dem  ihrem  DurchschnitispuDct 
entsprechenden    Strahl    des  Strahlbüschols   parallel    ist, 
beschreibt  die  genannte  Fläche"  *). 
Die  Zahl  dieser  Falle  lässt  sich  leicht  vermehren,  z.  B.  dadurch,  ds&ü 
auch   die  Hyperbel   und  Parabel  (1,  h)  als  bestimmende  Elemente   ange- 
nommen werden  •*). 

II.  Vom  hyperbolischen  Paraboloi'd  findet  ein  besonderer  Fall  st&tt, 
der  sich  zum  allgemeinen  Falle  ähnlich  verhält,  wie  die  gleichseitige  Hy- 
perbel zur  beliebigen,  nämlich  derjenige  Fall,  wo  die  zwei  System« 
Asymptotonebenon  zu  einander  rechtwinklig  sind.  Haben  A,  a  die 
ihnen  bei  der  obigen  Betrachtung  (1)  beigelegte  Eigenschaft,  dass  sie  id 
der  Durch schnitb)linie  X  der  Asymptotenebenen  s,  a„  rechtwinklig  sind. 
so  wird  also  im  erwähnten  besonderen  Falle  sowohl  A  zu  der  Ebene  o,, 
als  a  zu  der  Ebene  e  senkrocht  sein,  und  daher  wird  A  zu  allen  Geraden 
a,  b,  c,  d,  ...,  und  a  zu  allen  Geraden  A,  A,,  A„  Aj,  ...  senkrecht 
sein,  weil  diese  Schaaren  Gerader  jenen  Ebenen  «„,  e  parallel  sind.  Wird 
die  krumme  Fläche  unter  diesen  Umstanden  „gleich-seitiges  hyper- 
bolisches Paraboloid"  genannt,  so  folgen  also  für  sie  nachstehende 
besondere  Eigenschaften  und  Erzeugungsarten  (I,  1): 

1)  „Beim  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloi'd  sind 
a)  die  zwei  Systeme  Asymptotenebenen  zu  einander  recht- 
winklig; b)  eine  bestimmte  Gerade  aus  jeder  Schaar  Gerader 
ist  zu   allen  Geraden   der  anderen  Schaar  (und  zu   den   durch 
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diese    gehenden    Asymptotenebenen)    rechtwinklig."      Und    um- 
gekehrt: 

2)  „Wenn  bei  einem  hyperbolischen  Paraboloid  eine  Gerade 
aus  der  einen  Schaar  zu  irgend  zwei  Geraden  der  anderen 
Schaar,  oder  zu  einer  Asymptotenebene,  rechtwinklig  ist,  so 
ist  es  ein  gleichseitiges." 

3)  »Das  gleichseitige  hyperbolische  Paraboloid  wird  be- 
stimmt und  erzeugt: 

a)  durch  irgend  zwei  projectivisch  ähnliche  Gerade,  sobald 
sie  im  Räume  in  solche  schiefe  Lage  gebracht  werden, 
dass  beide  zu  irgend  einem  und  demselben  Projections- 
strahl  rechtwinklig  sind; 

b)  durch  irgend  zwei  projectivische  Ebenenbüschel,  sobald 
sie  in  solche  schiefe  Lage  gebracht  werden,  dass  von 
den  zwei  entsprechenden  Ebenenpaaren,  welche  die  ent- 
sprechenden rechten  Winkel  einschliessen  (§  30,  VI),  das 
eine  oder  andere  Paar  parallel  ist;  nämlich  die  üurch- 
schnittslinie  des  anderen  Paares  ist  alsdann  eine  der 
genannten  Geraden  A,  a; 

c)  durch  zwei  projectivische  Ebenenbüschel,  wovon  der 
eine  aus  Parallelebenen  besteht,  auf  welchen  die  Axe 
des  anderen  senkrecht  steht;  nämlich  diese  Axe  ist  als- 
dann eine  der  genannten  Geraden  A,  a; 

d)  1)  durch  irgend  drei  Gerade  Aj,  A,,  Aj,  wovon  keine  zwei 
in  einer  Ebene  liegen,  aber  die  irgend  eine  vierte  Gerade 
a  rechtwinklig  schneiden;  oder:  2)  durch  irgend  zwei 
Gerade,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  wenn  sie  als. 
Gerade  derselben  Schaar  angesehen  werden,  und  zwar 
die  eine  als  eine  der  genannten  besonderen  Geraden  A,  a; 
nämlich  eine  dritte  Gerade,  die  sich  so  bewegt,  dass  sie 
stets  jene  zwei  gegebenen  festen  Geraden  schneidet,  und 
zwar  zu  der  einen  stets  rechtwinklig  ist,  beschreibt  die 
genannte  Fläche; 

e)  durch  irgend  zwei  Gerade,  die  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
gen, und  irgend  eine  Ebene,  welche  durch  eine  solche 
dritte  Gerade  geht,  die  der  Richtung  nach  zu  jenen  zwei 
Geraden  rechtwinklig  ist  (sie  kann  diese  auch  schneiden), 
wenn  jene  zwei  Geraden  als  einer  Schaar  angehörend 
und  die  Ebene  als  Asymptotenebene  angesehen  wird; 
nämlich  alsdann  wird  eine  Gerade,  die  sich  so  bewegt, 
dass  sie  stets  jene  zwei  festen  Geraden  schneidet  und 
beständig   jener    festen    Ebene    parallel    bleibt,    die    ge- 
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nannte  Fläche   beschreiben  (die  Asymptotenebene  kuin  öbn- 
geoH   anch   unter    folgenden    Bedingungen    gegeben    Verden:    ili 
Ebene,  welche  auf  ii^end  einer  anderen,  die  den  beiden  Geradsi 
parallel  ist,  rechtwinklig  steht;  oder  welche  solche  Lage  hat,  da« 
die  Ebenen  der  Keigungswinkel,  welche  die  zwei  Geraden  mit  ihr 
bilden,  parallel  sind); 
f)  durch  eine  Gerade  (A)  und  einen  ebenen  8trahlbS8chel(i!^ 
die  projectivisch  sind,  wovon  erstere  auf  der  Ebene  des 
letzteren  senkrecht  steht,  und  wenn  die  Gerade  als  der 
einen  Schaar  Gerader  angehörend   und  die  Strahlen  des 
Strahlbüschels  als   der  anderen  Schaar  Gerader  parallel 
angenommen  werden;  nämlich  alsdann  wird  eine  Gerade, 
die    sich    so    bewegt,    dass   sie   stets   die   gegebene   feste 
Gerade   schneidet  und  in  jedem  Augenblick  demjenigen 
Strahl   des  Strahlbäschels  parallel   ist,    welcher   ihrem 
Durchschnittspunct    (in    Ansehung    der    projectivischen 
Beziehung)    entspricht,    die    oben    genannte   Fläche   be- 
schreiben." 
53.    Andere  besondere  Fälle  (§  52),  wobei  in  Hinsicht  der  Erzeognugs- 
art,   der  Gestalt   und   der  Eigenscha^n   der  durch  projectivische  Gebilde 
erzeugten   krummen  Flächen   oigenthümliche   Umstände   stattfinden,   sind 
folgende: 

I.  Zunächst  mögen  einige  Eigenschaften,  deren  Richtigkeit  sich  ans 
den  ersten  Elementen  der  Geometrie  ergiebt,  vorangeschickt  werdeo.  Wenn 
man  nämlich  in  einer  Ebene  zwei  beliebige  Strablbüschel  3,  S,  betrachtet, 
so  findet  man,  dass  auf  jedem  Strahl  des  einen  ein  bestimmter  Stzahl  des 
anderen  rechtwinklig  steht;  angenommen  es  seien  die  Strahlen  a,  b,  e, 
d,  ...  des  Strahlbiischets  S  nach  der  lieihe  zu  den  Strahlen  a,,  b,,  c,, 
d,,  ...  des  Strahlbüschels  S,  rechtwinklig.  Die  Durchschnittspuncte  der 
üu  einander  rechtwinkligen  Strahlenpaare  liegen  in  einer  Kreislinie,  welche 
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Mittelst  dieses  einfachen  Satzes  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  bei 
zwei  ebenen  Strahlbüscheln  33,  33,,  die  in  einem  Strahlbüschel  3)  liegen, 
ond  bei  zwei  Ebenenbüscheln  A,  A^,  die  im  Räume  oder  in  einem  Strahl- 
büschel S)  beliebig  liegen,  ähnliche  Sätze  stattfinden,  aus  denen  sich 
mehrere  merkwürdige  Folgerungen  ziehen  lassen. 

n.  Man  denke  sich  zwei  Ebenenbüschel  A,  A,,  deren  Axen  beliebige 
gegenseitige  Lage  haben  (nur  nicht  der  Richtung  nach  zu  einander  recht- 
winklig sind),  so  wird  auf  jeder  Ebene  des  einen  Ebenenbüschels  irgend 
eine  bestimmte  Ebene  des  anderen  rechtwinklig  sein,  so  dass  also  ihre 
Ebenen  paarweise  zu  einander  rechtwinklig  sind.  Angenonmien  es  seien 
die  Ebenen  a,  ß,  7,  8,  . . .  des  Ebenenbüschels  A  nach  der  Reihe  zu  den 
Ebenen  «,,  ß„  ^n  8,,  ...  des  Ebenenbüschels  A,  rechtwinklig,  und  die 
Dnrchschnittslinien  der  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenenpaare  heissen 
nach  der  Reihe  a,,  b,,  c,,  d,,  ....  Man  denke  sich  femer  irgend  eine 
Ebene  E,  welche  zu  der  Axe  des  einen  Ebenenbüschels,  etwa  zu  A,  recht- 
winklig ist,  so  wird  dieselbe  die  Ebenenbüschel  A,  A,  in  zwei  ebenen 
Strahlbüscheln  33,  33j  schneiden,  deren  Mittelpuncte  33,  33,  nämlich  in  den 
Axen  A,  A,,  und  deren  Strahlen  a,  b,  c,  . . .,  a,,  b,,  c,,  ...  in  den  Ebenen 
^j  ß»  ty  •  •  -5  öt,,  ß,,  7,,  ...  liegen  (§  27,  II),  und  es  wird  die  Ebene  E  zu 
allen  Ebenen  a,  ß,  7,  ...  rechtwinklig  sein,  weil  sie  es  zu  der  Axe  A  ist. 
Sodann  ist  klar,  dass,  da  z.  6.  die  Ebenen  E,  a,  beide  zu  der  Ebene  a 
rechtwinklig  sind,  auch  ihre  Durchschnittslinie  a,  zu  derselben  recht- 
winklig ist,  und  dass  diese  somit  auch  zu  der  Geraden  a  senkrecht  ist, 
weil  letztere  in  der  Ebene  a  liegt;  und  da  aus  gleichen  Gründen  folgt,  dass 
je  zwei  gleichnamige  Strahlen  der  Strahlbüschel  33,  33,,  also  b  und  b,, 
c  und  c,,  d  und  dj,  u.  s.  w.  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  geht  also 
daraus  hervor:  a)  dass  die  Durchschnittspuncte  aller  dieser  Strahlenpaare 
in  einer  Kreislinie  liegen,  welche  die  Gerade  3333,^  die  die  Mittelpuncte 
der  Strahlbüschel  33,  33,  verbindet,  zum  Durchmesser  hat(I);  woraus  denn 
weiter  folgt:  b)  dass  die  Strahlbüschel  33,  33, ,  in  Ansehung  jener  Strahlen- 
paare, projectivisch  sind,  und  c)  dass  also  auch  die  Ebenenbüschel  A,  A, 
in  Ansehung  ihrer  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenenpaare  a  unä  a,,  ß 
und  ß,,  7  und  7,,  u.  s.  w.  projectivisch  sind  (weil  sie  mit  jenen  Strahl- 
büscheln 33,  33,  perspectivisch  sind),  und  dass  sie  daher  d)  im  Allge- 
meinen ein  besonderes,  einfaches  Hyperboloid  (§  51,  IV,  1),  oder  e)  wenn 
ihre  Axen  einander  schneiden,  einen  besonderen  Kegel  zweiten  Grades 
(§  38,   II)  erzeugen,    welches  oder  welcher  von  der  Ebene  E  in  dem  ge- 


durchläuft  sein  Scheitel  (aa,)   eine  Kreislinie,   welche  den  Abstand  der 
festen  Puncte  von  einander  zum  Durchmesser  hat.** 

Dieser  und  der  obige  Satz  sind  übrigens  nur  besondere  Fälle  von  denjenigen  Sätzen, . 
di^  man  unter  den  gleichen  Bedingungen  erhält,  wenn,  anstatt  des  rechten  Winkels, 
irgend  ein  anderer  bestimmter  Winkel  angenommen  wird. 
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nannten  Kreise  (a)  geschnitten  wird,  dessen  Durchmesser  S^S,  m  dn 
Axe  A  senkrecht  ist  (weil  diese  zu  E  os  ist),  bo  dass  also  /)  dieser  Dnrdt- 
mosser  9S,  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid  beschreibt  (§52, 
II,  3,  d,  2),  wenn  die  Ebene  E  sich  selbst  parallel  fortbewegt  wird.  End- 
lich folgt  noch,  g)  dass  der  Ebenenbiischel  A  and  der  ebene  Strahlbäschd 
33,  in  Ansehung  ihrer  zu  einander  senkrechten  Elomenteopuire  a  und  ■,, 
ß  und  b,,  7  und  c,,  u.  s.  w.  projectivisch  sind,  weil  beide  es  mit  dem 
ebenen  Strahlbüschel  SB  dnd;  oder  man  kann  offenbar  umgekehrt  b^ 
haupten,  dass,  wenn  man  aus  irgend  einem  Punct  ©,  Lothe  a,,  b,,  c,,  ... 
auf  die  Ebenen  a,  ^,  f, eines  beliebigen  Ebencnbüschels  A  iallt,  als- 
dann alle  Lothe  einen  ebenen  Strahlbüschel  33,  bilden,  deasen  Ebene  i 
(oder  33,)  zu  der  Axe  A  des  Ebenenbüschels  senkrecht  ist,  und  der  mit 
diesem  Ebenenbüschel,  in  Ansehung  ihrer  zu  einander  rechtwinkligen  Ele- 
meutcnpaare,  projectivisch  ist,  und  zwar  dei^cstalt,  dass  je  zwei  ent- 
sprechende Winkel,  wie  etwa  (ab)  und  (aß),  d.  h.  der  Winkel  i^eod 
zweier  Strahlen  a,  b  und  der  Winkel  ihrer  entsprechenden  Ebenen  a,  ß, 
gleich  sind  oder  zusammen  zwei  Rechte  betragen. 

Es  ist  femer  Folgendes  zu  bemerken: 

h)  Fällt  man  aus  einem  beliebigen  Puncto  S)  Lothe  a,  b,  c, ;  a,, 

b,,  c,,  ...  auf  -die  Ebenen  a,  ß,  y,  -■  ■;  «i,  Pd  T,,  -  ■  ■  der  Ebeneabüschel 
A,  A,,  so  bilden  dieselben  zwei  ebene  Strahlbüschcl  33,  S,,  die  beziehlidi 
mit  den  Ebenenbüscheln  A,  A,  projectivisch  sind  (g),  sie  sind  folglich 
auch  unter  sich  projectivisch,  und  zwar  dergestalt,  dass  je  zwei  ent- 
sprechende Strahlen,  wie  etwa  a  und  a,,  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
weil  diese  nämlich  Lothe  auf  Ebenen  a  und  a,  sind,  welche  auf  einander 
senkrecht  stehen  (g);  also  werden  die  Strahlbüscbel  SS,  SS,  im  Allgemeinen 
einen  Kegel  zweiten  Grades  erzeugen.  (Dasselbe  folgt  auch  dadurch,  dau. 
im  Falle  die  Axen  A,  A,  sich  schneiden  (c),  man  annimmt,  die  oben  ge- 
nannte Ebene  E  gehe  durch  ihren  Durchschnittspunct,  welcher  £)  heiasen 
m^,   stehe  auf  der  Axe  A  senkrecht  und  schneide  den  anderen 
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b,  c,  . . .;  0,,  bj,  c,,  . . .,  in  welchen  sie  von  den  Strahlen  a,  b,  c,  . . .; 
*n  ^5  ^n  •••  der  Stxahlbüschel  getroffen  werden,  projectivisch  sein  (weil 
letztere  unter  sich  es  sind),  so  dass  also  je  zwei  entsprechende  Puncte 
derselben,  wie  etwa  a  und  a,,  von  dem  Puncte  3)  aus  unter  einem  rechten 
Winkel  (aaj)  gesehen  werden,  und  so  dass,  im  Falle  die  Geraden  nicht 
in  einer  Ebenen  liegen,  sie  ein  einfaches  Hyperboloid  (§  51,  IV,  1),  und 
im  Falle,  wo  sie  in  einer  Ebene  liegen,  einen  Kegelschnitt  erzeugen. 
Aus  dieser  Betrachtung  fliesst  nachstehende  Reihe  von' Sätzen: 

1)  „Zwei  Ebenenbfischel  A,  A,,  deren  Axen  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  sind  in  Ansehung  ihrer  zu  einander  rechtwink- 
ligen Ebenenpaare  a  und  a,,  ß  und  ß^,  7  und  7,,  u.  s.  w.  projec- 
tivisch (c)  und  erzeugen  also  ein  besonderes  einfaches  Hyper- 
boloid, welches  von  jeder  Ebene,  die  zu  der  Axe  des  einen  oder 
anderen  Ebenenbüschels  senkrecht  ist,  in  einem  Kreise  ge- 
schnitten wird,  von  welchem  die  Endpuncte  eines  Durchmessers 
in  jenen  Axen  liegen,  und  wo  alle  solche  Durchmesser,  bei  dem 
einen  oder  anderen  System  von  Kreisen,  in  einem  gleichseitigen 
hyperbolischen  Paraboloid  liegen."     Oder: 

2)  „Drehen  sich  die  Seitenflächen  a,  a,  eines  rechten  Flächen- 
winkels (aa,)  um  irgend  zwei  feste  Gerade  (Axen)  A,  A,,  die  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  so  beschreibt  die  Kante  a,  desselben  ein 
besonderes  einfaches  Hyperboloid,  welches  durch  die  zwei  festen 
Geraden  geht  und  ausserdem  die  Eigenschaft  hat,  dass  es  von 
jeder  Ebene  E,  die  zu  der  einen  oder  anderen  Geraden  senkrecht 
ist,  in  einem  Kreise  geschnitten  wird,  dass  die  Endpuncte  eines 
Durchmessers  dieses  Kreises  in  jenen  Geraden  liegen,  und  dass 
alle  solche  Durchmesser  des  einen  oder  anderen  Systems  von 
Kreisen,  für  sich  genommen,  in  einem  gleichseitigen  hyper- 
bolischen Paraboloid  liegen"*). 

3)  „Zwei  ebene  Strahlbü-  3)  „Zwei  Ebenenbüschel  A, 
schelS,  93,,  die  in  einem  Strahl-  A,,  die  in  einem  Strahlbüschel 
büschel  S)  liegen  (h),  sind  in  S)  liegen,  sind  in  Ansehung 
Ansehung  ihrer  zu  einander  ihrer  zu  einander  rechtwink- 
rechtwinkligen  Strahlenpaare  iigen  Ebenenpaare  projecti- 
projectivisch ,  und  erzeugen  visch,  und  erzeugen  also  einen 
also  einen  besonderen  Kegel  besonderen  Kegel  zweiten  Gra- 
zweiten Grades,  dessen  Mittel-  des,    dessen  Mittelpunct  in  S) 


*)  Den  ersten  Theil  dieses  Satzes  hat  Binet  zuerst  bewiesen,  im  zweiten  Bande 
S.  71  der  Correspondanee  tur  VEcole  imperiale  Polytechnique,  Als  ich  im  Journal  für 
Mathematik  U.  Bd.  den  Satz  zum  beweisen  vorlegte ,  sind  durch  ein  Versehen  einige 
Eigenschaften  weggelassen  worden.    (Cf.  S.  162  dieser  Ausgabe.) 

Steiner'f  Werke.    I.  25 
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-  punct  in  £)  liegt,   and  der  die  liegt,    and    welcher    von  jeder 

Ebenen  der  Str&hlbä8chelS,S,  Ebene  E,    die   zu   der  Axe  Ae» 

in  denjenigen  Strahlen  berührt,  einen    oder    anderen    Ebeneo- 

welche  zu  ihrer  Durchstchnitts-  büschels  sealcrecht  ist,   in  ei- 

linie    senkrecht    sind,    in    der  nem  Kreise   geschnitten   wird, 

offenbar  die  ihnen  entsprechen-  von    welchem     die    Endpunct« 

den    Strahlen     vereinigt    sein  eines    Durchmessers   jedesmal 

müssen  (§  3S,  II). "  in  jenen  zwei  Axen  liegen.* 
Oder: 

4)  „Dreht  sich  ein  rechter  4)  „Bewegt  sich  ein  rechter 
Winkel  (aa,)  so  um  seinen  Flächenwinkel  (aa,)  so,  dui 
festen  Scheitelpunct  3),  der  in  seine  Ebenen  a,  a,  stets  dnreh 
der  Durchschnittslinie  irgend  irgend  zwei  feste,  sich  in  einem 
zweier  festen  Ebenen  B,  B,  Puncte  ED  schneidende  Gerade 
liegt,  dass  sich  seine  Schenkel  A,A,  gehen,  so  beschreibt  seine 
a,  a,  stets  in  diesen  Ebenen  be-  Kante  einen  bestimmten  be- 
finden, 80  berührt  seine  Ebene  sonderen  Kegel  zweiten  Gn- 
beständig  einen  bestimmten  des,  dessen  Mittelpuoct  jener 
besonderen  Kegel  zweiten  6ra-  Durchschnittspunct  S)  ist,  nod 
des,  dessen  Mittelpunct  jener  welcher  von  jeder  Ebene  E,  die 
feste  Scheitel  ^  ist,  and  wel-  zu  der  einen  oder  anderen  je- 
eher  die  zwei  fegten  Ebenen  in  ner  festen  Geraden  senkrecht 
denjenigen  Geraden  berührt,  ist,  in  einem  Kreise  geschnitten 
die  zu  ihrer  gegenseitigen  wird,  von  welchem  die  End- 
Durchschnittslinic  senkrecht  puncte  eines  Durchmessers  in 
sind,"  diesen  Geraden  liegen"*), 

Oder  die  letzteren  Sätze  (3)  und  (4)  lassen  sich,  zufolge  §  34  tmd 
§  48,  wie  folgt,  in  sphärische  Sätze  übertragen: 

5)  „Irgend     zwei     Haupt-  5)  „Irgend   zwei    Strahlbä- 
■  H.H.  oiiier  Kiigolflacho  schcl  S,  S,   auf  ein 
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gegenseitigen     Durchschnitts-        durch  diese   gehenden  Haupt- 
puncten  abstehen.^  kreise  3333,  rechtwinklig  sind." 

Oder: 


6)  „Bewegt  sich  ein  Qua- 
drant aa,  auf  einer  Eugelfläche 
so,  dass  seine  Endpuncte  a,  a, 
stets  in  irgend  zwei  festen 
Hauptkreisen  H,  H,  liegen,  so 
berührt  er  beständig  einen  be- 
stimmten sphärischen  Kegel- 
schnitt, der  auch  die  festen 
Hauptkreise  berührt,  und  zwar 
in  denjenigen  Puncten,  welche 
in  der  Mitte  zwischen  ihren 
gegenseitigen  Durchschnitts- 
puncten  liegen."  Oder:  „Ist 
der  Winkel  an  der  Spitze  eines 
sphärischen  Dreiecks  der 
Grösse  und  Lage  nach  gegeben, 
und  ist  die  Grundlinie  dessel- 
ben ein  Quadrant,  so  berührt 
diese  in  allen  ihren  verschie- 
denen Lagen  stets  einen  be- 
stimmten sphärischen  Kegel- 
schnitt, der  die  Schenkel  des 
festen  Winkels  in  denjenigen 
Puncten  berührt,  welche  vom 
Scheitel  des  Winkels  um  den 
Quadranten  entfernt  sind." 

Es  folgt  weiter  (i); 

7)  „Irgend  zwei  Gerade  A,  A,  im  Räume  sind  in  Ansehung 
ihrer  Punctepaare,  welche  von  irgend  einem  beliebigen  Puncto 
S)  aus  unter  rechten  Winkeln  gesehen  werden,  d.  h.  nach  wel- 
chen von  diesem  Puncto  aus  Strahlenpaare  gehen,  die  zu  ein- 
ander rechtwinklig  sind,  projectivisch,  so  dass  die  Schaar 
Gerader,  welche  jene  Punctepaare  verbinden,  in  einem  einfachon 
Hyperboloid  liegen,  und  dass  die  Ebenen  aller  jener  rechten 
Winkel  einen  Kegel  zweiten  Grades  berühren,  dessen  Mittel- 
punct  in  dem  genannten  Puncto  3)  liegt  (§50)."     Oder: 

8)  „Bewegt  sich  ein  rechter  Winkel  (aa,)  so  um  seinen 
Scheitel,  der  in  irgend  einem  festen  Puncto  2)  liegt»,  dass  seine 

25* 


6)  „Bewegt  sich  ein  sphä- 
rischer rechter  Winkel  (aa,) 
so,  dass  seine  Schenkel  a,  a, 
stets  durch  irgend  zwei  feste 
Puncto  33,  33,  gehen,  so  durch- 
läuft sein  Scheitelpunct  (aa,) 
einen  bestimmten  sphärischen 
Kegelschnitt,  der  durch  die 
festen  Puncto  geht,  und  dessen 
Tangenten  in  diesen  Puncten 
auf  dem  durch  dieselben  ge- 
henden Hauptkreise  senkrecht 
sind."  Oder:  „Ist  die  Grund- 
linie eines  sphärischen  Drei- 
ecks der  Grösse  und  Lage  nach 
gegeben,  und  ist  der  Winkel 
an  der  Spitze  desselben  ein 
rechter,  so  ist  der  Ort  dieser 
Spitze  ein  bestimmter  sphä- 
rischer Kegelschnitt,  welcher 
durch  die  Endpuncte  der  festen 
Grundlinie  geht,  und  dessen 
Tangenten  in  diesen  Puncten 
zu  der  Grundlinie  senkrecht 
sind." 
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Schenkel  a,  a,  stets  irgend  zwei  feste  Gerade  A,  A,,  die  nickt 
in  einer  Ebene  liegen,  schneiden,  »o  beschreibt  die  Gertde, 
welche  durch  die  jedesmaligen  beiden  Durchscfaaittspuncte  geht, 
ein  einfaches  Hyperboloid,  in  welchem  auch  die  zwei  festen 
Geraden  liegen,  und  so  berührt  die  Ebene  des  bewegten  Wiakeh 
.stets  einen  bestimmten  Kegel  zweiton  Grades,  dessen  Mittel- 
punct  jener  feste  Punct  ^  ist,  und  welcher  auch  von  den  zwei 
festen  Geraden  A,  A,  berührt  wird"'). 

■  9)  „Wenn  bei  den  beiden  letzten  Sätzen  (7  und  8)  alle  Be- 
dingungen dieselben  bleiben,  nur  dass  die  gegebenen  festen 
Geraden  A,  A,  in  einer  Ebene  E  Hegen  sollen,  so  bleiben  aneh 
die  Folgerungen  die  nämlichen,  ausser  dass  alsdann  an  die 
•Stelle  des  einfachen  Hyperboloids  irgend  ein  Kegelschnitt  tritt, 
der  durch  die  Geraden  erzeugt  wird,  also  in  ihrer  Ebene  liegt, 
und  durch  welchen  der  genannte  Kegel  5)  geht."  „Und  wenn 
ferner  insbesondere  der  feste  Puncto  so  liegt,  dass  der  Strahl, 
welcher  ihn  mit  dem  Durchschnittspuncte  der  festen  Geraden 
A,  A,  verbindet,  zu  den  beiden  letzteren  senkrecht  ist,  so  ist 
alsdann  der  genannte  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  welche  die 
Goraden  A,  A,  zn  Asymptoten  hat."  Die  Richtigkeit  des  letzten 
Falles  folgt,    wie  man  leicht  bemerken  wird,    daraus,  dass  die  nnendlick 

*)  Poneela  hat  diesen  Satz  zuerst  bekannt  geiaacbt,  in  einem  Memoire,  welche«  tt 
der  Akademie  der  Wissenscbaften  zu  Paris  vorlegte.  Er  folgerte  ihn  aas  d«ii  obigcfl 
Satze  von  Bintt  (2).  Die  Sätze  7)  und  8)  sind  nämlich,  auch  zufolge  der  gegenwb- 
tigen  Entwickelung,  als  Gegenaltze  der  Sätze  I)  und  2)  anzusehen,  und  hätten  ib 
solche  neben  diese  gestellt  werden  können.  So  Hessen  sich  z.  B.  die  S&tze  2)  und  8), 
einander  entgegengesetzt,  nie  folgt,  aussprechen; 

„Bewegt   sich  ein  rechtwinkli-  „Bewegt    sich    ein    ver&nderli- 

ger  dreiflächiger  Körperwinkel  ches  rechtwinkliges  Dreieck  tt,t 
aa,E    so,    dass    die    Hypotenusen-         so,  dass  der  Scheitel  3)  des  reckt» 
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entfernten  Puncte  der  Geraden  A,  A,  offenbar  den  in  ihrem  gegenseitigen 
Durchschnitte  vereinigten  Puncten  entsprechen  (§  40,  I).  Auch  kann 
dieser  Fall  dadurch  aus  dem  obigen  Satze  (4,  links)  gefolgert  werden,  dass 
man  die  dort  genannten  Ebenen  B,  B^  durch  eine  solclie  dritte  Ebene  E 
schneidet,  welche  zu  ihrer  Durchschnittslinie  senkrecht  ist,  und  welche 
mithin  mit  denjenigen  beiden  Strahlen,  in  welchen  jene  Ebenen  von  dem 
daselbst  genannten  Kegel  3)  berührt  werden,  parallel  ist  (§  36,  III). 

10)  „Steht  die  Axe  eines  Ebenenbüschels  A  auf  der  Ebene 
eines  ebenen  Strahlbüschels  SBj  senkrecht,  so  sind  beide  Gebilde 
in  Ansehung  ihrer  zu  einander  rechtwinkligen  Elementenpaarc 
projectivisch  (g)  und  erzeugen  einen  Kreis,  welcher  in  der  Ebene 
des  Strahlbüschels  liegt  und  den  Abstand  des  Punctes  33,  in 
welchem  jene  Axe  A  diese  Ebene  trifft,  vom  Mittelpuncte  33, 
des  Strahlbüschels  zum  Durchmesser  hat.^ 

Da  durch  drei  Paar  entsprechende  Elemente  die  projectivische  Be- 
ziehung zweier  Gebilde  bestimmt  ist,  so  folgen  aus  den  obigen  Sätzen 
(1,  3,  5,  7  und  10),  durch  Umkehrung,  die  nachstehenden: 

11)  a)  „Sobald  bei  zwei  projectivischen  Gebilden  —  seien 
es  1)  zwei  Ebenenbüschel  A,  A,,  deren  Axen  in  einer  Ebene 
liegen  mögen  (3)  oder  nicht  (1);  oder  2)  zwei  ebene  Strahlbüschel 
33j  33,,  die  in  einer  Ebene  E  (I)  oder  in  einem  Strahlbüschel  3) 
(3)  liegen;  oder  3)  zwei  sphärische  Hauptkreise  H,  H,  (5);  oder 
4)  zwei  sphärische  Strahlbüschel  33,  33,  (5);  oder  endlich  5)  ein 
Ebenenbüschel  A  und  ein  ebener  Strahlbüschel  33,  (10)  — irgend 
drei  entsprechende  Elementenpaare  zu  einander  rechtwinklig 
sind,  so  sind  je  zwei  der  übrigen  entsprechenden  Elemente  eben- 
falls zu  einander  rechtwinklig;"  und:  b)  „Sobald  bei  zwei  pro- 
jectivischen Geraden  A,  A,  (7)  irgend  drei  Paar  entsprechende 
Puncte  von  irgend  einem  Puncte  35  aus  unter  rechten  Winkeln 
gesehen  werden,  so  findet  für  jedes  der  übrigen  Paare  ent- 
sprechender Puncte  ein  Gleiches  statt. ** 

Und  daraus  folgt  weiter: 

12)  a)  „Bei  zwei  beliebig  liegenden  projectivischen  Ge- 
bilden —  von  der  Art,  wie  sie  so  eben  genannt  worden  (11,  a), 
ausgenommen  der  fünfte  Fall  —  sind  im  Allgemeinen  und  höch- 
stens nur  zwei  Paar  entsprechende  Elemente  zu  einander  recht- 
winklig, nämlich  es  sind  entweder  zwei,  oder  nur  ein,  oder  gar 
kein  Paar  zu  einander  rechtwinklig,  eben  so,  wie  bei  zwei  pro- 
jectivischen Gebilden,  wenn  sie  in  oder  auf  einander  liegen, 
entsprechende  Elementenpaare  zusammenfallen;"  und:  b)  „Bei 
zwei  beliebig  liegenden  projectivischen  Geraden  A,  A,  werden 
von  irgend   einem  beliebigen  Puncte  aus  gleicherweise    entwe- 
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der  zwei  oder  nur  ein,  oder  gar  kein  Paar  eDtsprechend« 
Puncte  unter  rechten  Winkeln  gesehoo."  Und  zwar  sind  die  w- 
wähnten  Elemente  Dpaare,  wie  folgt,  leicht  zu  finden.  Sind  z.  B.  zwei  (»- 
liebig  liegende  projoctivische  Ebenenbüschel  A,  A,  gegeben,  so  denke  mu 
eich  einen  solchen  dritten  Ebenenbiiachel  A,,  der  mit  A,  einerlei  Axe  hat, 
und  der  mit  A  in  Ansehung  ihrer  zu  einander  rechtwinkligen  Ebeoeapun 
projectivisch  ist  (1),  so  sind  alsdann  auch  A,  und  A,  projectiviach,  nid 
80  viele  entsprechende  Elementenpaare  der  letzteren  zosanunenfallen,  eben 
so  viele  entsprechende  Elementenpaare  von  A,  A,  müssen  offenbar  n 
einander  rechtwinklig  sein;  die  vereinigten  entsprechenden  Elementenpun 
von  A, ,  A,  werden  aber  nach  §31,  III  gefunden.  Bei  den  übr^n 
Paaren  von  Gebilden  ist  die  Lösung  ähnlich. 

Die  obigen  Sätze  (2,  4  und  6)  können  unter  anderen  in  folgeDde 
Grenzfalle  übei^hen: 

13)  „Wenn  nämlich  in  (2)  und  in  (4)  die  gegebenen  festen 
Geraden  A,  A,  zu  einander  rechtwinklig  sind  (bei  (2)  der  Rich- 
tung nach),  so  treten  offenbar  an  die  Stelle  sowohl  des  ein- 
fachen Hyperboloids  (2),  als  des  Kegels  (4)  zwei  Ebenen,  wo- 
von jede  durch  eine  der  beiden  festen  Geraden  geht  und  tn 
der  jedesmaligen  anderen  senkrecht  ist,  und  die  daher  anch 
zu  einander  senkrecht  sind;  d.  h.  sollen  die  Seitenflächen  et,  c, 
eines  rechten  Flächenwinkels  (aoj)  durch  jene  zwei  zu  einander 
rechtwinkligen  festen  Geraden  A,  A,  gehen,  so  ist  der  Ort  seiner 
Kante  a,  auf  die  zwei  genannton  Ebenen  beschränkt  Und  wenn 
(in  4  links)  die  gegebenen  festen  Ebenen  B,  B,  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  so  reducirt  sich  der  daselbst  genannte  Kegel 
auf  diejenigen  Geraden,  in  welchen  er  zuvor  jene  Ebenen  be- 
rührte, oder  vielmehr  geht  die  Kegelfläche  in  die  Fläche  de« 
durch  diese  Geraden  eingeschlossenen  Winkels  über;  denn  als- 
dann  ist  jede  von  diesen  zwei  genannten  Geradon  zu  allen  Ge- 
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Lothe  auf  seine  Ebenen,  so  dass  ein  ebener  Strahlbüschel  f6^  entsteht, 
welcher  mit  dem  Ebenenbüschel  A  (10),  und  mithin  auch  mit  dem  Ebenen- 
büschel  Aj,  projectivisch  ist.  Sodann  kommt  es  nur  darauf  an,  den 
Ebenenbüschel  A^  so  zu  legen,  dass  er  mit  dem  festen  Strahlbüschel  93^ 
perspectivisch  ist.  Man  suche  zu  diesem  Endzweck  die  Schenkel  s,,  t, 
und  Seitenflächen  Oj,  x,  der  entsprechenden  rechten  Winkel  der  beiden 
Gebilde  Sj,  Aj  (§  30,  VI).  Da  die  Strahlen  Sj,  tj,  der  Voraussetzung 
gemäss,  fest  sind,  so  ist  der  Ort  der  Kante  Aj  des  rechten  Flächenwinkels 
(a,T,),  wenn  seine  Flächen  durch  jene  Strahlen  gehen  sollen,  auf  diejenigen 
zwei  Ebenen  S,  T  beschränkt,  welche  durch  Sj,  t^  gehen  und  beziehlich 
zu  tj,  Sj  senkrecht  sind  (13).  Sind  femer  a^,  ßj  irgend  zwei  andere  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  des  Ebenenbüschels  Aj,  und  sind  a^,  b, 
die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  im  Strahlbüschel  33]  ^  so  ist  der  Ort  der 
Kante  A,  des  rechten  Flächenwinkels  («ißi),  wenn  seine  Flächen  durch  jene 
Strahlen  gehen  sollen,  auf  eine  besondere  Kegelfläche  K  zweiten  Grades 
beschränkt  (4),  welche  durch  die  Strahlen  aj,  b^  geht,  und  die  daher  noth- 
wendiger  Weise  von  der  einen  oder  anderen  der  vorigen  Ortsebenen  S,  T 
in  irgend  zwei  Strahlen  A^  A'/  geschnitten  wird,  in  denen  allein  die 
Kanten  der  zwei  genannten  Flächenwinkel  (a^xj,  (a^ß,)  zusammentreS^en 
können,  und  in  denen  folglich  allein  die  Axe  A,  liegen  kann,  um  der 
Aufgabe  zu  genügen,  d.  h.  damit  der  Ebenenbüschel  A,  mit  dem  festen 
Strahlbüschel  93 j  perspectivisch  sei.  Um  die  genannten  Strahlen  A',,  A'/ 
in  der  That  zu  finden,  kann  man  danach  z.  B.,  wie  folgt,  verfahren.  Es 
stelle  (Fig.  51)  das  Papier  die  Ebene  des  Strahlbüschels  93]  vor,  wo  man 
sich  also  die  Ebenen  S,  T  durch  die  Strahlen  s.,  t.  und  senkrecht  auf 
jener  Ebene  zu  denken  hat.  Da  die  genannten  zwei  rechtwinkligen  Ebenen- 
paare a,  und  Xj,   O]  und  ß,   des  Ebenenbüschels  Aj  nothwendiger  Weise 

.abwechselnd  auf  einander  folgen,  etwa  in  der  Ordnung  a,,  a,,  Xp  ß^  so 
müssen  auch  die  ihnen  entsprechenden  Strahlenpaare  Sj  und  tj,  a,  und  b, 
im  Strahlbüschel  93i  abwechselnd  auf  einander  folgen,  und  zwar  nach  der 
Ordnung  Sj,  a,,  tj,  \  (§  29,  II).  Da  femer  der  genannte  Kegel  K  von 
jeder  Ebene  E,  welche  zu  einem  der  zwei  Strahlen  a,,  bj  senkrecht  ist, 
in  einem  Kreise  geschnitten  wird,  wovon  die  Endpuncte  eines  Durchmessers 
in  diesen  Strahlen  liegen  (4  rechts),  so  ist  also  jede  Gerade  ab,  die  man 
zwischen   diesen  Strahlen   und  z.  B.    auf  a^  senkrecht  zieht,    ein  solcher 

•  Durchmesser,  der  nothwendiger  Weise  jedesmal  einen  der  zwei  anderen 
Strahlen  s^,  t^  hier  t^,  schneiden  muss;.  über  diesem  Durchmesser  be- 
schreibe man  sofort  in  der  zugehörigen  Ebene  E,  welche  die  Ebene  T 
in  einer  Geraden  a',a'/  schneidet,  den  genannten  Kreis,  so  wird  dieser 
jener  Geraden  a\a'l  in  zwei  Puncten  a',,  a'/  begegnen,  durch  welche  die 
verlangten  Strahlen  A',,  A'/  gehen.  (Man  könnte  übrigens  auch  über  dem- 
selben Durchmesser  in  der  Ebene  der  Figur  einen  Kreis  beschreiben,  und 
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hier  die  Lange  der  AbHchnitte  a',t,  a'.'t,  ho  wie  die  Winkel,  welche  £t 
Strahlen  A',.  A','  mit  dem  Strahle  t,  einschlieHseii,  oder  mit  einem  Wort, 
dio  Dreiecke  d'itSS,,  (l','t33,  fioden,  wie  leicht  zu  sehen  ist).  Hat  mai 
auf  vorstehende  Weise  zwei  bostimmte  Lagen  A',,  A','  für  die  Äie  A, 
gefunden,  so  kennt  man  zugleich  alle  möglichen  Lagen  derselben,  indoB 
sie  aus  jenen  dadurch,  und  nur  dadurch,  in  andere,  ihr  zukommeDde, 
Lagen  übet^ehon  kann,  d&Hs  sie  mit  sich  .selbst  parallel  fortbewegt  wird. 
Eh  ist  daher,  wenn  dio  Lage  der  Axe  A  irgendwo  fest  angenommeu  wird, 
die  Lage,  oder  der  Ort  der  Axc  A,  nicht  beschränkt,  sondern  nor  ihn 
Richtung,  und  zwar  ist  diese  auf  nur  zwei  bestimmte  Richtungen  A'„ 
A'/  beschränkt.  Die  Axe  A,  kann  daher  auch  in  solche  Lage  gebracht 
wenicn,  wo  sie  jene  andere  Axe  schneidet,  und  wo  alsdann  die  Strshl- 
büscbel  A,  A,  den  mehrerwähnten  besonderen  Kegel  erzeugen.  —  Wenn 
insbesondere  die  gegebenen  Ebenenbüschel  A,  A,  gleich  sind,  so  faUnt, 
wie  leicht  zu  sehen,  die  zwei  Strahlen  A',,  A"  in  einen  einzigen  eo- 
sammon,  welcher  zu  der  Ebene  des  Strahlbfischcls  S,  senkrecht  ist,  «o 
dass  alsdann  die  Axen  A,  A,  der  Ebenenbüschel  paraUel  werden,  und  vo 
alsdann  letztere  den  sogenannten  geraden  Cylinder  erzeugen. 

^)  Aus  den  obigen  Sätzen  (3  und  4,  links)  folgt  zuvorderst,  dass, 
um  die  gegebenen  Strahlbüschel  33,  99,  in  die  verlangte  Lage  zu  bringm, 
von  den  Schenkeln  ihrer  entsprechenden  rechten  Winkel  (st),  (s,t,)  (§  9,  II) 
zwei  ungleichnamige,  also  entweder  s  und  t, ,  oder  t  und  s, ,  vereinigt 
werden  müssen.  Ist  dieses  geschehen,  und  zwar  so,  dass  zugleich  die 
Mittelpuncto  der  Strahlbüschel  zusammenfallen  (in  S),  so  ist  sofort  nor 
noch  nöthig,  den  letzteren  solche  Lage  zu  geben,  d.  h.  ihre  Ebenen  w 
gegen  einander  zu  neigen,  dass  irgend  ein  Paar  andere  entsprechende 
Strahlen  derselben,  etwa  a  und  a,,  zu  einander  rechtwinklig  sind,  deno 
alsdann  sind  drei  Paar  entsprechende  Strahlen  s  und  s, ,  t  und  t, ,  a  nnd 
a,  zu  einander  rechtwinklig,  und  folglich  die  Aufgabe  gelöst  (11).  Ailöa 
bei  genauer  Untersuchung  dieses  Verfahrens  gewahrt  man  bald,  dass  von 
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um  den  gemeinschaftlichen  festen  Strahl  t(s,)  herumbewegt,  wobei  der 
Strahl  Ej  offenbar  einen  (geraden)  Kegel  zweiten  Grades  beschreibt;  es 
soll  aber  diejenige  Lage  dieses  Strahles  gefunden  werden,  wo  er  zu  seinem 
entsprechenden  Strahle  a  rechtwinklig  ist,  für  diesen  Fall  muss  er  also 
auch  in  der  Ebene  E  liegen,  welche  im  Puncto  33  auf  dem  Strahle  a 
senkrecht  steht,  und  die  also  durch  den  zu  a  rechtwinkligen  Strahl  e 
geht,  folglich  können  nur  diejenigen  zwei  Strahlen  a',,  a'/,  in  welchen 
diese  Ebene  E  jenen  Kegel  schneidet,  die  gesuchte  Lage  des  Strahles  a^ 
darstellen,  wodurch  sofort  auch  die  Lage  des  Strahlbüschels  Sj,  in  der 
dieser  allein  der  Aufgabe  genügt,  bestimmt  ist.  Wie  die  Strahlen  a',,  a',' 
in  der  That  zu  construircn  sind,  ist  nach  diesen  Angaben  leicht  zu 
sehen.  Auch  sieht  man  jetzt,  warum  die  Auflösung  unmöglich  wird,  wenn 
(at)-f-(ajS,)<:R  ist,  weil  nämlich  alsdann  Winkel  (aisj<:(et),  so  dass 
folglich  die  Ebene  E  den  durch  a,  beschriebenen  Kegel  nicht  in  zwei 
Strahlen  schneiden  kann.  —  Wenn  insbesondere  die  Strahlbüschel  33,  33, 
gleich  sind,  so  berührt  die  Ebene  E  den  genannten  Kegel,  weil  dann 
Winkel  (et)  =  (a,s,),  so  dass  beide  Strahlen  a', ,  a'/  mit  o  zusammen- 
fallen, und  alsdann  auch  die  Ebenen  der  Strahlbüschel  auf  einander  fallen. 
In  diesem  Falle  können  aber  die  Strahlbüschel  auch  in  solcher  Lage  der 
Aufgabe  genügen,  in  der  sie  anfangs  oben  (I)  betrachtet  worden,  wo  sie 
alsdann  einen  Kreis  erzeugen.  —  Käme  es  darauf  an,  die  Strahlbüschel 
so  zu  legen,  dass  ihre  entsprechenden  Strahlen  bloss  der  Richtung  nach 
zu  einander  rechtwinklig  wären,  wenn  z.  B.  ihre  Mittelpuncte  in  fester 
Lage  gegeben  wären  u.  s.  w.,  so  dürfte  man  nur  ebenso  verfahren,  wie 
vorhin,  und  sodann  den  Strahlbüschel  33,  so  legen,  dass  er  mit  sich 
selbst  parallel  wäre  und  ausserdem  jenen  übrigen  gegebenen  Bedingungen 
genügte. 

7)  Man  beschreibe  über  irgend  drei  Projectionsstrahlcn  der  gegebenen 
Geraden  A,  A,,  etwa  über  aa, ,  BB, ,  cc,,  als  Durchmesser  genommen, 
Kugelflächen,  welche  sich  im  Allgemeinen  in  irgend  zwei  Puncten  2),  2), 
schneiden  werden,  von  denen  offenbar  jeder  der  Aufgabe  genügt  (11,  b). 
Wenn  sich  die  drei  Kugelflächen  nicht  in  zwei  Puncten  schneiden  oder 
wenigstens  in.  einem  Puncto  berühren,  so  ist  die  Lösung  der  Aufgabe 
für  die  gegebene  Lage  der  Geraden  A,  A,  unmöglich,  sie  kann  aber, 
wofern  eine  Aenderung  dieser  Lage  gestattet  wird,  leicht  möglich  gemacht 
werden. 

Es  ist  hierbei  noch  zu  bemerken,  dass  jede  der  zwei  obigen  Auf- 
lösungen (a),  (ß)  auch  auf  die  andere  zurückgeführt  werden  kann  (h),  und 
dass  femer  auch  die  ihnen  entsprechenden  sphärischen  Aufgaben  sich  auf 
ähnliche  Weise  lösen  lassen. 

Durch  die  erste  Auflösung  (a)  ist  auch  zugleich  die  folgende  (zu  §  30 
nachträgliche)  Aufgabe  gelöst: 
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15)  „Zwei  projectivische  Gebilde  A,,  S,,  aämlich  ei&en 
ßbenenbüschel  und  einen  ebenen  Stcahlbüschel,  die  in  beliebig 
schiefer  Lage  gegeben  sind,  in  perspectivische  Lage  za  bringen.* 

Wie  die  genannte  Auflösung  zeigt,  kommen  dieser  Aufgabe  im  AS- 
gemoiuen  zwei  Auflösungen  zu,  d.  b.  wird  die  Lage  des  einen  GebildH 
als  fest  angenommen,  so  kann  das  andere  in  zwei  verschiedenen  Ltgeo 
der  Aufgabe  genügen. 

In  Bezug  auf  die  oben  betrachteten  besonderen  Erzeugnisse  projecti- 
viächer  Gebilde,  deren  entsprechende  Elemente  zu  einander  rechtwinklig 
sind,  ist  endlich  noch  zu  bemerken,  dass  sie  bei  gewissen  Untersachangeo 
(im  Räume  und  auf  der  Eugelllache)  ähnliche  Hülfe  leisten,  wie  man  äe 
vom  Kreise,  vermöge  seiner  (in  I)  angegebenen  Eigenschaft,  allgemein  n 
benutzen  gewohnt  ist,  was  z.  B.  schon  bei  der  vorstehenden  Auflösung  (ß] 
zu  scheu  ist.  Deshalb  mag  in  Hinsicht  des  besonderen,  einfachen  Hypa- 
boloids  (1, 2)  und  des  besonderen  Kegels  zweiten  Grades  (3,  4,  rechts)  hier 
noch  insbesondere  erinnert  werden:  „dass  diese  Figuren,  vor  deo 
übrigen  ihrer  Art,  daran  zu  erkennen  sind,  dass  jeijer  Kreis- 
schnitt  in  ihnen  zu  einem  ihrer  Strahlen  senkrecht  ist,  und 
äAHs  sie  daher  unter  anderem,  wie  folgt,  bestimmt  und  erzengt 
werden  (§  51,  IV,  9): 

16)  „Das  genannte  besondere,  einfache  Hyperboloid  wird 
bestimmt  und  erzeugt: 

a)  wenn  irgend  ein  Kreis  K  und  zwei  ihn  schneidende 
Gerade  A,  A,,  wovon  die  eine  A  senkrecht  and  die  an- 
dere A,  beliebig  schief  auf  seiner  Ebene  steht,  und 
welche  Geraden  sich  nicht  schneiden,  gegeben  sind; 
nämlich  bewegt  sich  alsdann  eine  dritte  Gerade  a  so, 
dass  sie  stets  die  drei  gegebenen  festen  Elemente  K,  Ä, 
A,  schneidet,  so  beschreibt  sie  die  genannte  Flache; 
oder: 
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in.  An  die  vorstehende  Reihe  von  Sätzen  hätten  fast  unmittelbar 
noch  mehrere  andere  Sätze  angeschlossen  werden  können,  wovon  ich  einige 
im  Anhange  aufstellen  werde.  Hier  soll  nur  noch  ein  eigenthümlicher 
Fall  (I),  der  mit  einer  Einschränkung  schon  in  der  vorigen  Betrachtung 
(II,  h)  vorkam,  Platz  finden. 

Fällt  man  nämlich  aus  einem  beliebigen  Puncto  ^  Lothe  auf  die 
Ebenen  a,  ß,  7,  . . .,  a^  ß,,  7,,  ...  irgend  zweier  beliebig  schief  liegenden 
projectivischen  Ebenenbüschel  A,  Aj,  so  bilden  diejselben  zwei  ebene  Strahl- 
buschel  33,  33i ,  welche  beziehlich  mit  den  Ebenenbüscheln  A,  Aj  (II,  g), 
und  folglich  auch  unter  sich,  projectivisch  sind,  und  welche  somit  im  All- 
gemeinen einen  Kegel  zweiten  Grades  erzeugen,  dessen  Mittelpunct  ^  ist. 
Femer  folgt,  dass  die  Ebene  irgend  zweier  entsprechenden  Strahlen  (Lothe) 
der  Strahlbüschel  33,  SSj,  wie  z,  B.  die  Ebene  (aa,)  der  Strahlen  a,  a,^, 
zu  der  Durchschnittslinie  a,  der  diesen  Strahlen  entsprechenden  Ebenen 
a,  a,  der  Ebenenbüschel  A,  A^  senkrecht  ist.  Wird  endlich  noch  erinnert, 
dass  die  Ebenenbüschel  A,  A^,  da  sie  sich  in  schiefer  Lage  befinden,  im 
Allgemeinen  entweder  ein  einfaches  Hyperboloid  oder  einen  Kegel  zweiten 
Grades  erzeugen,  so  folgen  also  nachstehende  Sätze: 

1)  „Alle  Ebenen  (aaj,  welche  durch  einen  beliebigen  festen 
Punct  2)  gehen,  und  wovon  jede  zu  irgend  einem  Strahle  (a.J 
eines  einfachen  Hyperboloids  [AAJ  senkrecht  ist,  umhüllen 
irgend  einen. Kegel  3)^*>  zweiten  Grades." 

2)    „Fällt   man    aus   irgend  2)  „Legt  man  durch  irgend 

einem  Puncto  ^j  (Durchschnitt  einen  Punct  2)  Ebenen,  welche 

der  Axen  A,  A,)  Lothe  auf  die  auf  den  Strahlen  eines  gege- 

Beruhrungsebenen  eines  gege-  benen   Kegels    [AAj]    zweiten 

benen  Kegels  3)^*>  zweiten  Gra-  Grades    rechtwinklig    stehen, 

des,  so  liegen  sie  in  einer  an-  so  umhüllen  und  berühren  sie 

deren  Kegelfläche  [AAJ   von  irgend    einen    anderen    Kegel 

demselben  Grade"*).  2)^^^  von  demselben  Grade"*). 

Zusammengesetztere  Sätze  und  Aufgaben. 

54.  Die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  (§  50 — 53)  entwickelten 
Eigenschaften  beliebig  schief  liegender  projcctivischer  Gebilde  und  deren 
Erzeugnisse  fahren,  durch  Wiederholung  und  Verbindung,  zu  zusammen- 
gesetzteren Sätzen,  und  zwar  sind  sie  sehr  dazu  geeignet,  eine  Menge  von 
Aufgaben  leicht  zu  lösen,  viele  Sätze  einfach  zu  beweisen,  den  inneren 
Zusammenhang  von  Porismen  klar  darzustellen,  so  wie  endlich  auch  die 

*)  Diesen  Satz,  nebst  einigen  mit  ihm  zusammenhängenden  Eigenschaften,  habe 
ich  zuerst  bei  einer  Gelegenheit  im  Journ.  f.  Mathem.  Bd.  II.  Heft  III.  ausgesprochen. 
(Cf.  S.  145  dieser  Ausgabe.) 
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Abhängigkeit  gewisser  Systeme  ungleichartiger  Figuren  von  einander  n 
begründen,  und  die  Gesetze  für  die  Uobertragung  der  Eigen8chaft«D  d« 
einen  Systems  auf  das  andere  nachzuweisen.  Einige  passende  Beispiel 
werden  hinreichend  sein,  um  dieses  alles  in's  Klare  zu  setzen.  Ich  mim 
Jedoch  bemerken,  dass  mau  hier  auf  ähnliche  Weise  wie  früher  (§  19 — W), 
(§41 — 43)und(§4fi)  zu  Werke  gehcu  könnte,  nämlich  durch- stufenweist 
Vcrttindung  der  Gebilde  und  mit  genauer  Oeconomie,  alle  verechiedenen 
Reihenfolgen  von  Sätzen  jind  Aufgaben  zu  entwickeln.  Mehrere  hierhin  ge- 
hörige Sätze  und  Aufgaben  werde  ich  im  Anhange  zur  Selbstäbung  auf- 
stellen. 

55.  Zum  Behufe  einiger  nachfolgenden  Sätze  und  Aufgaben,  sowie 
zur  Erleichterung  Tür  alle  späteren  ähnlichen  Retrachtungen,  sollen  hier 
vorerst  einige  Erklärungen  festgestellt  worden,  welche  als  Ergänzung  oiet 
als  Erweiterung  sich  an  die  obigen  Erklärungen  (§  19)  anschliessen,  und 
welche  eigentlich  schon  früher  (§  32  oder  §  33)  ihre  Stelle  hätten  finden 
können.  Aehnlicherweise  nämlich,  wie  in  §  19  die  Figuren  in  der  Ebew 
erklärt  und  in  ihrer  Vollständigkeit  aufgcfasst  worden  sind,  sollen  hier 
Figuren  Im  Allgemeinen,  mögen  sie  in  einer  Ebene  E,  oder  in  einem  Strahl- 
büschel  2),  oder  im  Räume  überhaupt  liegen,  erklärt  und  aufgefasst  wer- 
den, und  zwar  wie  folgt: 


Irgend  n  Ebenen,  die  als  zu- 
sammengehörend in's  Auge  gefasst 
werden,  sollen  fortan  „vollstäu- 
diges  n-Flach"  heissen,  nämlich 
die  Ebenen  sollen  seine  Flächen 
und  die  Geraden,  in  denen  sie  sich 
paarweise  schneiden,  sollen  seine 
Kanten  genannt  werden;  es  hat 
also  im  Ganzen  Jn(n — 1)  Kanten. 
Femer  sollen  die  n  Ebenen,   wenn 


Ii^nd  n  Puncto,  die  als  zd- 
samm engehörend  in's  Auge  gelasst 
werden,  sollen  fortan  „vollstän- 
diges n-Eck"  heissen,  närohch 
die  Puncto  sollen  seine  Ecken  und 
die  Geraden,  in  denen  sie  paarweise 
liegen,  sollen  seine  Seiten  geoanot  . 
werden;  es  hat  also  im  Ganieo 
in(n  —  1)  Seiten.  Femer  soll«) 
die  n  Puncto,   wenn   sie   in  i^;end 
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n-Eck,  sowie  jedes  einfache  n-Eck 
„in  der  Ebene"  oder  „im  Räume" 
heissen ,  je  nachdem  seine  n  Ecken 
sämmtlich  in  einer  und  derselben 
Ebene  E  liegen  oder  nicht.  Wenn 
übrigens  in  der  Folge  die  unvoll- 
ständigen Benennungen:  „n-Eck", 
„n-Eck  im  Räume"  gebraucht 
werden,  so  soll  darunter  beziehlich: 
„einfaches  n-Eck  in  der  Ebene", 
„einfaches  n-Eck  im  Räume" 
verstanden  werden. 


(§25,  Note).  Endlich  soll  das  vollstän- 
dige n-Flach,  sowie  jedes  einfache 
n-Flach,  „im  Strahlbüschel" 
oder  „im  Räume"  heissen,  je 
nachdem  seine  n  Flächen  sämmt- 
lich durch  einen  und  denselben 
Punct  2)  gehen  oder  nicht.  Wenn 
übrigens  in  der  Folge  die  unvoll- 
standigen  Benennungen :  „n-Flach", 
„n-Flach  im  Räume"  gebraucht 
werden,  so  soll  darunter  beziehlich: 
„einfaches  n-Flach  im  Strahl- 
büschel", „einfaches  n-Flach 
im  Räume"  verstanden  werden. 

Auch  ist  zu  bemerken,  dass  ein  „einfaches  n-Flach  im  Räume" 
zugleich  als  „einfaches  n-Eck  im  Räume"  oder  als  „einfaches 
n-Eant  oder  n-Seit  im  Räume"  aufgefasst  werden  kann,  so  dass  also 
derselben  Figur  jeder  von  diesen  vier  Namen  beigelegt  werden  kann,  je 
nachdem  es  den  Umständen  angemessen  ist;  und  zwar  sind  diese  Namen 
einander  dergestalt  paarweise  zugeordnet,  dass  man  z.  B.,  wie.  oben  ge- 
schehen, sagt:  das  einfache  n-Flach  im  Räume  habe  n  Kanten,  und  das 
einfache  n-Eck  im  Räume  habe  n  Seiten,  und  auch  umgekehrt;  d.  h.  es 
sind  die  Namen  Fläche  und  Kante,  so  wie  Ecke  und  Seite  einander 
2ugeordnet. 

Femer  ist  über  n-Seit  und  n-Kant  noch  Folgendes  zu  bemerken: 

Irgend  n  Gerade  in  einer  Ebene  Irgend    n    Strahlen    in    einem 

E,  zusammengefasst,  heissen  „voll-        Strahl büschel  ^,  zusammengefasst. 


sollen  „vollständiges  n-Kant  im 
Strahlbüschel"  heissen. 


ständiges  n-Seit  in  der  Ebene" 
(§  19). 

Das  vollständige  n-Kant  steht  also  dem  vollständigen  n-Flach  im 
Strahlbüschel  ^  ähnlicherweise  entgegen,  wie  das  vollständige  n-Eck  dem 
vollständigen  n-Seit  in  der  Ebene  E  (§19);  denn  wird  der  Strahlbüschel 
^  der  Ebene  £  entgegengestellt,  so  entspricht  das  genannte  n-Kant  dem 
n-Eck  und  das  n-Flach  dem  n-Seit  (§  33). 

Es  giebt  nur  einfache  n-Seite  und  n-Kante  im  Räume,  aber  keine 
vollständigen,  es  sei  denn,  dass  man  irgend  n  Gerade  im  Räume  (wo- 
von keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen)  so  nennen  wolle ;  allein  da  zwischen 
solchen  Geraden  keine  unmittelbare  Verbindung  stattfindet,  so  möchte 
diese  Benennung  unpassend  sein. 

56.  Zu  den  oben  erwähnten  Beispielen  (§  54)  gehören  nun  zunächst 
die  folgenden  ausgedehnten  Sätze  (Porismen)  und  Aufgaben: 
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1)  „Wenn  im  Raame  n  be- 
liebige Gerade  9,  9,,  31,,  ... 
%,-i  (wo  D  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet)  und  desglei- 
chen n — 1  andere  beliebige 
Gerade  Ä,  Ä, ,  A,, A„.j  ge- 
geben sind,  wovon  weder  bei 
jenen,  noch  bei  diesen  zwei 
in  einer  Ebene  liegen,  und 
wenn  n  Ebenen  a,  a,,  a,,  ... 
«n-i,  die  der  Reihe  nach  durch 
Jene  ersten  n  Geraden  gehen, 
sich  so  bewegen,  dass  die 
Durchschnittslinien  der  nach 
der  Reihe  unmittelbar  auf 
einander  folgenden  Ebene  n- 
paare,  also  die  n^— 1  Durch- 
schnittslinien  cca,,  a,a,,  a,«,,  ... 
«B-i^a-j,  nach  der  Ordnung  be- 
ziehlich  jene  anderen  n — 1 
festen  Geraden  schneiden,  so 
beschreibt  nicht  allein  jede 
dieser  Durchschnittslinien, 
sondern  so  beschreibt  jede 
der  ^n(n  —  1)  Durchschnitts- 
linien, in  welchen  die  n  Ebe- 
nen im  Ganzen  einander  paar- 
weise schneiden,  ein  einfaches 
Hyperboloid,  in  welchem  auch 
die    zwei   festen  Geraden    lie- 


1)  „Wenn  im  Räume  n  be- 
liebige Gerade  9,  9,,  H,,  ... 
9b-i  (wo  n  irgend  eine  gute 
Zahl  bedeutet)  and  desglei- 
chen n  — 1  andere  beliebige 
Gerade  A,  A,,  A,, Aa-t  ge- 
geben sind,  wovon  weder  bei 
jenen,  noch  bei  diesen,  xwei 
in  einer  Ebene  liegen,  and 
wenn  n  Puncte  a,  a, ,  üj,  ■•• 
Cn-i,  die  der  Reihe  nach  io 
jenen  ersten  n  Geraden  lie- 
gen, sich  so  bewegen,  dass  die 
Geraden,  welche  durch  dieuD- 
mittelbar  auf  einander  folgen- 
den Punctepaare  gehen,  als» 
die  n  —  1  Geraden  aa, ,  0,0,, 
0,0,,  . . .  a„-jQ„_i,  nach  der  Ord- 
nung beziehlich  jene  n — 1- an- 
deren festen  Geraden  schnei- 
den, so  beschreibt  nicht  allein 
jede  dieser  schneidenden  Gera- 
den, sondern  so  beschreibt 
jede  der  ^n(n— 1)  Geraden,  in 
welchen  d;e  n  Puncto,  paar- 
weise genommen,  liegen,  ein 
einfaches  Hyperboloid,  wel- 
ches auch  durch  diejenigen 
zwei  festen  Geraden  geht,  in 
welchen  sich  die  jedesmaligen 
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2*«-  Grades  [Sia,],  [8,21,],  ... 
[Hn-aSln-i]»  welche  nach  der 
Reihe  den  n^— 1  ersten  Kanten- 
winkeln (aa,),(a,a,)v..(sin.2Si„-i) 

des  n-Kants  umschrieben  sind*), 
gegeben  sind,  und  wenn  ein 
veränderliches  einfaches 
n -Flach  aaja2...an~i  sich  so 
bewegt,  dass  seine  Flächen 
a,  ttj,  ...  «n-i  nach  der  Reihe 
sich  um  die  Kanten  9,  SK,,  ... 
Sn— 1  jenes  n-Kants  drehen, 
während  seine  n  —  1  ersteh 
Kanten  aoij,  oc^a,,  ...  an— 2^(0— i 
nach  der  Ordnung  sich  als 
Strahlen  in  jenen  Kegelflächen 
bewegeU',  so  bewegt  sich  auch 
seine  n**  Kante  an-ia  in  einer 
bestimmten  n*®"  Kegelfläche 
2**™  Grades  [2ln-i8],  welche 
dem  n**»  Kantenwinkel  (Sln-iä) 
des  gegebenen  n-Kants  um- 
schrieben ist,  und  so  be- 
schreibt jede  der  übrigen 
|^n(n— 3)  Kanten  des  durch  das 
genannte  einfache  n-Flach 
aaj...an— 1  bestimmten  vollstän- 
digen n-Flachs  ein  einfaches 
Hyperboloid,  welches  durch 
diejenigen  zwei  Kanten  des 
gegebenen  n-Kants  geht,  um 
welche  sich  die  zwei  Flächen, 
denen  die  jedesmalige  be- 
schreibende Kante  angehört, 
drehen.« 

3)  „Wenn  im  Räume  ein 
beliebiges  n-Kant  %Sl|...Sln-i 
und    irgend    n  —  1    Ebenen    SS, 

*)  d.  h.  die  Kegelfläcbe  geht  durch  die 
jedesmaligen  zwei  Kant^,  und  ihr  Mittel- 
punct  liegt  also  in  ihrem  Durchschnitts- 
punct. 


[AAJ,  [AjA^],  ...  [An-2A„-i], 
welche  nach  der  Reihe  den 
u  —  1  ersten  Winkeln  (AA,), 
(AjA,),  ...  (An-2A„_i)  des  n-Seits 
eingeschrieben  sind*),  gegeben 
sind,  und  wenn  ein  veränder- 
liches einfaches  n-Eck  Qaja3...ani 
sich  so  bewegt,  dass  seine 
Ecken  a,  a,,  ...  Qn-i  nach  der 
Reihe  die  Seiten  A,  Aj,  ...  An-i 
jenes  n-Seits  durchlaufen,  wäh- 
rend seine  n — 1  ersten  Seiten 
aa,,  a,(l3,  . . .  Un— 2CI11— 1  nach  der 
Ordnung  sich  als  Tangenten 
um  jene  Kegelschnitte  herum- 
bewegen, so  bewegt  sich  auch 
seine  n**  Seite  an-iö  als  Tan- 
gente um  einen  bestimmten 
n**"*  Kegelschnitt  [An-iA],  wel- 
cher dem  n**°  Winkel  (An_iA) 
des  gegebenen  n-Seits  einge- 
schrieben is't,  und  so  be- 
schreibt jede  der  in(n  —  3) 
übrigen  Seiten  des  vollstän- 
digen n-Ecks,  welches  durch 
das  genannte  einfache  n-Eck 
aai...an-i  bestimmt  wird,  ein 
einfaches  Hyperboloid,  in  wel- 
chem auch  diejenigen  zwei 
Seiten  des  gegebenen  n-Seits 
liegen,  längs  denen  sich  die 
zwei  Ecken,  welche  die  jedes- 
malige beschreibende  Seite 
bestimmen,  bewegen.'* 

3)  „Wenn  im  Räume  ein 
beliebiges  n-Seit  AA,  ...Au-i 
und    irgend    n  —  1    Puncto    R, 


*)  d.  h.  der  Kegelschnitt  berührt  die 
zwei  Schenkel  des  Winkels  und  liegt  also 
mit  ihnen  in  einer  und  derselben  Ebene. 
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ffli,  ...  ©n-3,  welche  durch  die 
n— 1  ersten  Ecken  SS,,  8,8,, ... 
a„_!SU-i  des  n-Kant.s  gehen, 
j^egeben  sind,  und  wenn  ein 
veränderliches  einfaches 
n-Flftch  cccc,  ...ctn-i  sich  so  be- 
wegt, dass  seine  Flächen  nach 
der  Reihe  sich  um  die  Kanten 
jenes  n -Kants  drehen,  wäh- 
rend «eine  n — 1  ersten  Kanten 
nach  der  Ordnung  sich  in  je- 
nen festen  Ebenen  bewegen,  so 
beschreibt  seine  letzte  Kaute 
eine  bestimmte  Kegolfläche 
zweiten  Grades,  welche  dem 
letzten  Winkel  des  gegebenen 
n-Kants  umschrieben  ist,  und 
so  beschreibt  jede  der  übrigen. 
in(n — 3)  Kanten  des  durch  das 
genannte  einfache  n- Flach 
bestimmten  vollständigen 
n-Flachs  aa, ...  cc^i  ein  ein- 
faches Hyperboloid,"  welches 
durch  diejenigen  zwei  Kanten 
des  gegebenen  n-Kants  geht, 
längs  denen  sich  die  jedesma- 
lige beschreibende  Kante  be- 
wegt." 

4)  „Wenn  im  Räume  n  belie- 
bige Gerade  91,  91,,  ...  91b-i,  und 


B,,  ...  Bn_j,  welche  in  den 
n — 1  ersten  Flächen  (Wioket- 
Ebenen)  AA„  A,A,,  ...  A^.,Am 
des  n-Seits  liegen,  gegebei 
sind,  und  wenn  ein  veränder- 
liches einfaches  n-Eck  aa,...ili-i 
sich  so  bewegt,  dass  seine 
Ecken  nach  der  Reihe  dit 
Seiten  jenes  n-Seits  darek- 
laufen,  während  seine  n  — 1 
ersten  Seiten  nach  der  Oid- 
nung  sich  um  jene  festei 
Puncte  drehen,  so  bewegt  sick 
seine  letzte  Seite  als  Tangent« 
um  einen  bestimmten  Kegel- 
schnitt, welcher  dem  letiten 
Winkel  des  gegebenen  o-Seits 
eingeschrieben  ist,  und  so  be- 
schreibt jede  der  ubrigeD 
ia(a — 3)  Seiten  des  durch  dis 
genannte  einfache  u-Eck  be- 
stimmten vollständigen  n-Ecks 
aa,...an-i  ein  einfaches  Hyper- 
boloid, welches  durch  diejeni- 
gen zwei  Seiten  des  gegebenen 
n-Seits  geht,  längs  denen  sich 
die  jedesmalige  beschreibende 
Seite  bewegt." 

4)  „Wenn  im  Räume  n  belie- 
bige Gerade  91,  31,,  ...  SCo-i,  ond 
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Aehnlicherweise,  wie  die  obigen  Sätze  (I)  andere  Sätze,  umfassen 
auch  die  vorliegenden  Aufgaben  (4)  in  gewisser  Hinsicht  die  früheren 
Aufgaben  (§  25  und  §  47,  III)  als  besondere  Fälle  in  sich,  und  ihre  Lösung 
ergiebt  sich  aus  denselben  projecti vischen  Eigenschaften,  auf  welchen  die 
Lösung  der  letzteren  beruht.  Nimmt  man  nämlich,  um  z.  B.  die  Aufgabe  4, 
rechts  zu  lösen,  in  der  ersten  Geraden  31  irgend  einen  Punct  a  an,  legt 
durch  diesen  einen  Strahl  a,  welcher  die  zwei  Geraden  A,  21,  schneidet 
(§  51, 11),  so  erhält  man  in  der  letzteren  einen  bestimmten  Punct  a,  (den 
Durchschnittspunct);  durch  diesen  wird  weiter  ein  Strahl  a,  gelegt,  welcher 
die  zwei  folgenden  Geraden  A,,  Slj  schneidet,  wodurch  man  in  der  letz- 
teren 91,  einen  Punct  o,  findet,  und  so  fahrt  man  fort,  bis  man  endlich 
durch  einen  bestimmten  Punct  a«-!  in  der  Geraden  SIn-i  einen  Strahl 
an— 1  legt,  welcher  die  zwei  Geraden  An-i,  31  schneidet,  wodurch  man  in 
der  letzteren  81  einen  zweiten  Punct  erhält,  welcher  an  heissen  und  als 
schiefe  (oder  gebrochene)  Projection  des  ersten  a  angesehen  werden  mag. 
Ebenso  sucht  man  zu  irgend  zwei  anderen  beliebigen  Puncten  6,  c  der 
Geraden  81  zwei  ihnen  entsprechende  Puncto  bn,  Cn  in  derselben,  sieht 
sodann  die  Puncte  a,  b,  c  und  Qn,  bn,  Cn  als  entsprechende  Puncto  zweier 
auf  einander  liegenden  projectivischen  Geraden  31,  Sin  an  und  sucht  (§  17) 
die  vereinigten  entsprechenden  Punctepaare  der  letzteren,  wodurch  sofort 
die  vorgelegte  Aufgabe  als  gelöst  zu  betrachten  ist.  Die  andere  Aufgabe 
(links)  ist  dadurch  offenbar  zugleich  gelöst.  Wenn  die  Rangordnung  der 
gegebenen  Geraden,  jede  Abtheilung  für  sich  genommen,  nach  Belieben 
gewählt  werden  darf,  so  ist  die  Zahl  der  Auflösungen,  welche  jede  der 
vorgelegten  Aufgaben  im  Allgemeinen  zulässt,  offenbar  dieselbe,  wie  bei 
der  obigen  Aufgabe  (§  25,  Note). 

Den  obigen  Sätzen  (2)  und  (3)  entsprechen  nachstehende  Aufgaben: 

5)  „Wenn  im  Räume  ein  be-  5)  „Wenn  im  Räume  ein  be- 
liebiges n-Kant  und  irgend  n  liebiges  n-Seit  und  irgend  n 
Kegelflächen  zweiten  Grades,  Kegelschnitte,  welche  den 
welche  den  n  Winkeln  des-  Winkeln  desselben  einge- 
selben  umschrieben  sind,  ge-  schrieben  sind,  gegeben  sind, 
geben  sind,  so  soll  ein  n-Flach  so  soll  ein  n-Eck  so  beschrie- 
80  beschrieben  werden,  dass  ben  werden,  dass  seine  Ecken 
seine  Flächen  nach  der  Reihe  nach  der  Reihe  in  den  Seiten 
durch  die  Kanten  jenes  jenes  n-Seits  liegen,  und  seine 
n  -  Kants  gehen,  und  seine  Seiten  nach  der  Ordnung  jene 
Kanten  nach  der  Ordnung  in  Kegelschnitte  berühren.^ 
jenen  Kegelflächen  liegen." 

6)  „Wenn  im  Räume  ein  be-  6)  „Wenn  im  Räume  ein  be- 
liebiges n-Kant  und  irgend  n  liebiges  n-Seit  und  irgend  n 
Ebenen,    welche    nach    der       Puncte,  welche  nach  der  Reihe 
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Reihe  durch  seine  n  Ecken  in  seinen  Winkel-KbeBen  lie- 
gehen,  gegeben  sind,  so  soll  gen,  gegeben  sind,  so  soll  eia 
ein  u-Flach  so  beschrieben  n-Eck  so  beschriebeo  werden, 
werden,  dass  seine  Flächen  dass  seine  Ecken  nach  d«t 
nach  der  Reihe  durch  die  Reihe  in  den  Seiten  jentt 
Kanten  jenes  n-Eants  gehen,  n-Seits  liegen,  und  ae ine  Sei- 
und  seine  Kanten  nach  der  ten  nach  der  Ordnung  dnrcb 
Ordnung  in  jenen  Ebenen  jene  Punote  gehen." 
liegen." 

Die  Lösung  dieser  Aufgaben  (5  und  6)  beruht  auf  denselben  Eigen- 
schaften, wie  die  der  obigen  Aufgabe  (4),  von  welcher  sie  in  gewimen 
Sinne  besondere  F&Ue  sind.  Die  zwei  letzten  Aufgaben  (6)  sind  im 
Grunde  genommen  eine  und  dieselbe,  auch  wurde  die  eine  davon  scbw 
früher  (§  32,  Ende)  mit  anderen  Worten  ausgesprochen. 

57.  Ein  sehr  specteller  Fall  der  vorhergehenden  Hauptaufgabe  (§56,4) 
ist  in  neuerer  Zeit  in  einigen  mathematischen  Zeitschriften  unter  ¥e^ 
schiedenen  Gesichtspuncten  aufgefasst  und  gelöst  worden ;  dieser  Fall  kaoD 
hier  unter  allen  seinen  verschiedenen  Aussagen  nebst  einigen  Folgenu^o 
mittelst  projectivischer  Eigenschaften  auffaltend  leicht  gelöst  und  klar  dar- 
gestellt werden.  Die  erste  Aussage  dieses  Falles,  wenn  man  ihn  nämlich 
aus  der  obigen  Aufgabe  ableitet,  und  zwar  dadurch,  dass  daselbst  die 
Zahl  der  gegebenen  festen  Geraden  bei  jeder  Abtheilung  auf  nar  swei 
beschränkt  wird,  lautet,  wie  folgt: 

1)  „In  irgend  vier  gegebe-  1)   „Durch  irgend    vier  gc- 

non  Geraden  9,  SC,,  A,  A,,  wo-  gebene  Gerade  8i,S,,Ä,A,,  wo- 
von keine  zwei  in  einer  Ebene  von  keine  zwei  in  einer  Ebene 
liegen,  vier  Fnncte  zu  finden,  liegen,  vier  Ebenen  zu  legen, 
in  jeder  einen,  welche  in  einer  durch  jede  eine,  welche  sich 
Geraden  liegen."  in  einer  Goraden  schneiden." 

Oder  diese  beiden  Aufgaben  lassen  sich  in  folgende  bekannte  Auf- 
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zweier  auf  einander  liegenden  projectivischen  Geraden  A  und  A^  an,  und 
suche  sofort  deren  vereinigte  entsprechende  Puncte  (§  17), "so  kann  endlich 
durch  jeden  dieser  Puncte  (und  nur  durch  diese)  eine  Gerade  gelegt  wer- 
den, die  der  Aufgabe  genügt,  nämlich  die  Gerade,  welche  alsdann  durch 
den  einen  oder  anderen  dieser  Puncte  so  gelegt  wird,  dass  sie  irgend  zwei 
der  drei  Geraden  Aj,  A,,  A,  schneidet,  trifft  auch  die  jedesmalige  dritte 
und  schneidet  somit  alle  vier  gegebenen  Geraden.  Es  giebt  demnach  im 
Allgemeinen  zwei  Gerade,  die  der  Aufgabe  genügen;  es  kann  aber  auch 
nur  eine,  oder  gar  keine  geben  (§  16,  II). 

Die  Richtigkeit  dieser  Auflösung  fallt  in  die  Augen.  Nämlich  ver- 
möge der  Strahlen  aa,,  Bb,,  CCj,  . . .,  welche  durch  die  Ebenen  a,  ß,  7,  ... 
des  Ebenenbüschels  A  bestimmt  werden,  und  welche  die  drei  Geraden  A, 
Aj,  A,  schneiden,  sind  die  Geraden  A  und  A^  in  Ansehung  der  Puncte 
0,  b,  c,  . . .  und  ttj,  bj,  Cj,  ...  projectivisch,  und  aus  gleichen  Gründen 
sind  die  Geraden  A,  imd  A^  in  Ansehung  der  Puncte  a, ,  b, ,  c^ ,  ...  und 
a^,  b^,  c^,  ...  projectivisch,  folglich  sind  auch  die  Geraden  A  und  A^  in 
Ansehung  der  Puncte  a,  b,  c,  . . .  und  a^,  b^,  c^,  ..*.  projectivisch,  und  es 
müssen  bei  ihren  vereinigten  entsprechenden  Puncten  nothwendigerweise 
auch  die  zugehörigen  Strahlen  auf  einander  fallen,  die  sodann  jene  Geraden 
sind,  welche  der  Aufgabe  genügen. 

Die  vorstehende  Aufgabe  (2)  wurde  von  Gergonne  im  XVII.  Bd.  S.  83 
seiner  AnnaleB  de  MoMmatiques  zur  Lösung  aufgestellt,  und  zwar  mit  der 
Forderung,  dass  die  gesuchten  Geraden  in  aller  Strenge  construirt  werden 
sollen  (constmire  rigoureusement  la  droite  qui  etc.),  weil  er  vermuthlich 
die  Constructionen  bei  den  damals  bekannten  Auflösungen,  welche  mittelst 
Coordinaten  oder  durch  Projection  (Geometrie  descriptive)  ausgeführt  waren, 
ungenügend  fand.  Ich  habe  darauf  im  Bd.  U.  S.  268  des  Journals  für 
Mathematik*)  eine  Auflösung  dieser  Aufgabe  bekannt  gemacht,  und  fast 
gleichzeitig  erschien  auch  in  den  genannten  AnnaUs  Bd.  XVIII.  S.  182 
eine  Auflösung  derselben  von  Bobilier  und  Garbinsky,  Diese  zwei  Auf- 
lösungen stimmen  jedoch  in  Einigem  mit  denen  überein,  welche  Petit  und 
Brianchon  schon  früher  (im  Bd.  I.  S.  434  der  Corresp,  sur  FEcole  Polyt!) 
gegeben  hatten,  die  mir  aber  erst  später  zu  Gesichte  kamen.  Im  er- 
wähnten Journal  Bd.  V.  S.  174  erschien  femer  eine  dritte  Auflösung,  die 
indessen  vor  den  früheren  wenig  Vorzüge  zu  haben  scheint,  nur  dass  sie 
durch  Hülfe  der  Coordinaten  geführt  ist.  Die  vorstehende  Auflösung  ist  un- 
streitig unter  allen  hier  genannten  bei  weitem  die  einfachste  und  bequemste 
und  dürfte  als  solche  wohl  der  G^^onn^schen  Forderung  Genüge  leisten. 

Eine  andere  Aussage  der  obigen  Aufgabe,  unter  welcher  sie  von 
Brianchon  und  Petit  a.  a.  0.  gelöst  worden,  ist  folgende: 


*)  Cf.  S.  145  dieser  Ausgabe. 
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B)  „Die  gegeDseittgen  Durchscbnittspuncte  eines  gegebeoen 
eiafacheD  Hyperboloids  und  einer  gegebenen  Geraden  za  finden.* 

Werden  irgend  drei  Gerade  des  Hyperboloids,  die  zn  einer  Schur 
gehören,  als  die  vorgenannten  (2)  drei  Geraden  Ä,,  Ä,,  A,,  und  irird  ^ 
gegebene  Gerade,  als  die  vorige  Gerade  A  angesehen,  so  sind  alsdann  die 
vereinigten  entsprechenden  Puncte  der  Geraden  A,  A,  die  hier  zn  finden- 
den Durchschnittspancte. 

Dieselbe  Anette  kann  ferner  aach  in  nachstehende  Aussäe  einge- 
kleidet werden: 

4)  „Wenn  irgend  zvei  einfache  Hyperboloide  H,  H,  und  ir- 
gend zwei  Gerade  A,,  A,,  die  in  beiden  Hyperboloiden,  aber 
nicht  in  einer  Ebene  liegeo,  gegeben  sind,  so  sollen  die  nbrigen 
Geraden  gefunden  werden,  welche  die  Hyperboloide  gemein 
haben." 

Da  die  zwei  gegebenen  Geraden  A,,  A,  nicht  in  einer  Ebene  liegen, 
so  gehören  sie  in  jedem  Hyperboloid  zn  einer  Schaar  Gerader  (§  51,  IV): 
wird  aas  jeder  dieser  zwei  Schaaren  irgend  eine  dritte  Gerade  angeaommeD. 
und  werden  diese  zwei  neueu  Geraden  als  die  obigen  (2)  Geraden  A,  Ai 
angeschen,  so  werden  offenbar  diejenigen  Geraden,  welche  die  vier  Geraden 
A,  A,,  A,,  A,  schneiden,  der  gegenwärtigen  Aufgabe  genügen,  so  das»  also 
die  Hyperboloide,  ausser  den  gegebenen  Geraden  A,,  A,,  im  Attgememen 
noch  zwei  andere  Gerade,  etwa  e,  k  (§  17),  gemein  haben,  welche  die 
ersten  zwei  schneiden,  and  also  nicht  mit  ihnen  aus  einer  Schaar  sind. 
Dass  die  Hyperboloide  H,  H,  nicht  mehr  als  zwei  Gerade  von  jeder  Schatr 
gemein  haben  können,  ist  einleuchtend,  weil  jedes  von  ihnen  durch  drei 
zn  einer  Schaar  gehörige  Gerade  bestinunt  wird  (§  51,  IV).  Hierdurch  ist 
also  zugleich  der  nachstehende  Satz  erwiesen. 

5)  „Wenn  zwei  einfache  Hyperboloide  irgend  zwei  Gerade 
A,,A,,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  gemein  haben,  so  schnei- 
den sie   einander  ausserdem   im  Allgemeinen  in  noch  zwei  an- 
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einer  zweiten  Geraden  (AjA,),  die  mit  jener  (ek)  in  jedem  Hy- 
perboloid nicht  zu  einer  Schaar  gehört,  berühren,  oder  sich 
gar  nicht  weiter  begegnen." 

58.  Der  erfinderische  Moebms  hat  zuerst  den  Satz  bekannt  gemacht 
und  bewiesen*): 

„Dass  es  nämlich  solche  Paare  (irregulärer)  Tetraeder 
geben  könne,  wovon  jedes  dem  anderen  (um-  oder)  ein- 
geschrieben ist,  d.  h.  wovon  die  Ecken  eines  jeden  in  den 
Flächen  des  anderen,  oder  in  deren  Ebenen,  liegen." 

Die  vorhergehenden  Untersuchungen  gewähren  nicht  nur  eine  an- 
schauliche leichte  Darstellung  der  Richtigkeit  dieses  Satzes,  sondern  sie 
gestatten  auch  eine  deutliche  Einsicht  in  den  Spielraum  seiner  Möglichkeit 
unter  gewissen  gegebenen  Bedingungen.  Zu  diesem  Endzweck  möge  fol- 
gende Aufgabe  aufgestellt  und  mit  einigen  Andeutungen  über  ihre  Lösung 
begleitet  werden. 

„Wenn  ein  beliebiges  Tetraeder  T  gegeben  ist,  ein  anderes 
T  zu  beschreiben,  dessen  Ecken  in  den  Flächen  des  ersten,  oder 
in  deren  Ebenen,  liegen,  und  dessen  Flächen,  oder  deren  Ebe- 
Hen,  durch  die  Ecken  des  ersten  gehen,  und  zwar  wenn  zwei 
Ecken  des  zweiten  Tetraeders  x  gegeben  sind." 

Ueber  diese  Aufgabe  kann  zuvörderst  Folgfendes  bemerkt  werden: 

Es  seien  A,  B,  C,  D  die  Ecken  des  ersten  Tetraeders  T,  und  a,  ß, 
7,  8  die  des  zweiten  x.  Man  nehme  an,  die  Ecken  des  zweiten  sollen 
nach  folgender  Ordnung  in  den  Fläijhen  des  ersten,  oder  in  deren  Ebenen, 
liegen: 

I.         aBCD,  ßACD,  7ABD,  8ABC, 

wo  z.  B.  aBCD  heisst:  die  Ecke  a  liege  in  der  Ebene  der  Fläche  BCD. 
Nach  dieser  Annahme  bleibt  nun  noch  die  Rangordnung  frei,  nach  welcTier 
die  Flächenebenen  des  zweiten  Tetraeders  x  durch  die  Ecken  des  ersten 
T  gehen  sollen;  diese  gestattet,  nach  der  blossen  Combination  der  Buch- 
staben, 24  verschiedene  Fälle  (§  25,  Note).  Diese  24  Fälle  sind  in  Hin- 
sicht der  Zahl  der  Auflösungen,  die  sie  zulassen,  wesentlich  von  einander 
unterschieden,  und  zerfallen  in  dieser  Beziehung  in  drei  Abtheilungen, 
wovon  z.  B.  zur  ersten  Abtheilung  folgende  vier  Fälle  gehören: 

1.  ApyS,  Ba-yS,  Caps,  Dapy  (fi) 

2.  AapY,  Baß8,  Ca^h,  Dß78 
Aaß8,  Baß7,  Cß78,  Da78 1  (b) 
Aa78,  Bß78,  Caßy,  Daß8J 

welche,  wie  durch   die  ünterabtheilungen  (a),  (b)  angedeutet  wird,   im 


n. 


•s: 

U. 


*)  Im  Journal  für  Mathematik  Bd.  III.  S.  273. 
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WeseDÜicheD  nur  zweierlei  Art  sind.  In  jedem  dieser  vier  Fälle  kommee 
der  vorgelegten  AuTgabo  unendlich  viele  Auflösungen  zu  (dagegen  scheint 
bei  den  übrigen  Fällen  theils  nur  eine  einzige,  theik  gar  keine  AnflÖsnif 
möglich  zu  Bein). 

Als  Beispiel  soll  nun  der  vorstehende  Fall  (1)  hier  näher  betraclittt 
werden. 

Es  sei  ABCD  (Fig.  54)  das  gegebene  Tetraeder  T,  und  etwa«,; 
die  zwei  gegebenen  Ecken  des  zweiten,  zu  beschreibenden  Tetraeders  t. 
Da  durch  die  drei  gegebenen  Punct«  B,  a,  -j  die  Ebene  BayS  beatimml 
igt,  in  welcher  die  Ecke  S  liegt  (II,  1),  und  da  letztere  auch  in  der  Flächen- 
ebene  ABC  liegen  muss  (I),  so  ist  ihr  Ort  auf  die  Durchschnitt^linie  Bb 
dieser  zwei  Ebenen  beschränkt.  Ebenso  muss  die  andere,  zu  sochende 
Ecke  ß  eiserseit«  in  der  Ebene  Da-f  und  andererseits  in  der  Ebene  ACD 
liegen,  so  daes  ihr  Ort  auT  die  Durchschnittslinie  Db  dieser  zwei  Ebenen 
beschränkt  ist.  Da  nun  femer  von  den  zu  findenden  zwei  Flächenebenen 
Aß^S,  CaßS  (11,1)  jede  durch  die  zwei  Ecken  ß,  S  geht,  so  dass  die 
Kante  ßS  in  ihrer  Durchschnittslinie  liegt,  so  kommt  es  folglich  nur  daruT 
an,  durch  die  zwei  gegebenen  Geraden  Af,  Ca  zwei  Ebenen  so  za  legen, 
dass  ihre  Durchschnittslinie  die  zwei  gegebenen  Geradon  Bb,  Db  achneidet, 
oder,  was  eben  so  viel  ist,  eine  Gerade  zu  finden,  welche  die  vier  Geradai 
A^a,  Bb,  Cac,  Db  schneidet.  Wird  aber  bemerkt,  dass  diese  vier  Gera- 
den bereits  von  den  drei  Geraden  AC,  BD,  a^  geschnitt«n  werden, 
so  folgt,  dsBS  es  von  unendlich  vielen  Geradon  geschehen  kann,  zd 
welchen  diese  drei  gehören  (§  51),  und  zwar  folgt,  dass  jede  Gerade, 
welche  irgend  drei  derselben  schneidet,  auch  jedesmal  der  vierten  be- 
gegnet. Daher  sind  auch  unzählige  Tetraeder  t  möglich,  welche  der  vor- 
gelegten Aufgabe  genügen,  und  zwar  dergestalt,  dass  z.  B.  jeder  Pnnct  in 
der  Geraden  Bb  als  die  zu  suchende  Ecke  S  angenommen  werden  kann, 
.  wodurch  sodann  die  andere  Ecke  ß  bestimmt  und  (nach  §  51,  II)  leicht 
zu   finden   ist  (und  zwar  bei  der  hier  zu  Grunde  gelegten  Figur  „bloss 
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der  Ort  ihrer  übrigen  Eckpuncte  ß,  8  ist  auf  zwei  bestimmte 
Gerade  Db,  Bb  beschränkt,  und  zwar  dergestalt,  dass  diese 
Geraden  in  Ansehung  der  zusammengehörigen  Punctepaare  pro- 
jectivisch  sind,  und  dass  folglich  der  Ort  der  diese  Eckpuncte 
verbindenden  Kante  ß8  ein  einfaches  Hyperboloid  ist.^ 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  bei  den  drei  übrigen  Fällen  (U,  b) 
ähnliche  Auflösungen  stattfinden,  wie  die  vorstehende,  und  dass  aus  ihnen 
gleiche  Resultate  folgen*). 


Allgemeine   Anmerkung. 

Ueber  Abhängigkeit   einiger  Systeme   verschiedenartiger   Figuren   von 

einander. 

59.  Das  einfache  Hyperboloid  giebt,  vermöge  der  ihm  zukommenden 
Eigenschaften  und  namentlich  vermöge  seiner  doppelten  Erzeugung  durch 
jrojectivische  Gebilde,  ein  Mittel  an  die  Hand,  die  gegenseitige  Abhängig- 
keit gewisser  Systeme  verschiedenartiger  Figuren  von  einander  klar  darzu- 
thon,  die  üebertragung  der  Eigenschaften  jedes  Systems  auf  alle  übrigen 
leicht  zu  bewerkstelligen,  und  zugleich  auch  jedes  System  in  jedes  andere 
zu  verwandeln.  Dieser  Gegenstand  gehört  eigentlich  dem  zweiten  Abschnitte 
an  (weil  dieser  das  Aufeinanderbeziehen  der  Ebenen  und  der  Strahlbüschel 
im  Räume  enthalten  wird),  wo  er  (so  wie  im  vierten  und  fünften  Abschnitte) 


*)  Es  wäre  wohl  zu  wünschen,  dass  sich  Jemand  die  Mühe  gäbe,  die  obige  Auf- 
gabe vollständig  zu  erörtern,  d.  h.  das  Eigenthümliche  aller  möglichen  Fälle  derselben 
in^s  Klare  brächte  und  die  dabei  stattfindenden  Umstände  erforschte.  Die  Torstehende 
Auflösung  zeigt,  wie  diesem  Gegenstande  durch  projectivische  Eigenschaften  beizu- 
kommen sei.  Bei  meiner  fluchtigen  Untersuchung  fand  ich  unter  anderen  noch:  „Dass, 
wenn  zwei  Tetraeder  T,  t  nach  einer  der  obigen  drei  Arten  (II,  b)  ein- 
ander umschrieben  sind,  sie  alsdann  ausserdem  solche  gegenseitige 
Beziehung  haben,  dass  jedes  Paar  gegenüberliegender  Kanten  des  einen 
Tetraeders  mit  einem  bestimmten  Paar  gegenüberliegender  Kanten  des 
anderen  in  einem  einfachen  Hyperboloid  liegt^' u.  s.  w.  Bei  der  Lösung 
der  übrigen  20  Fälle  der  obigen  Aufgabe  (die  ausser  den  4  erwähnten  (II)  anscheinend 
stattfinden  können)  dürfte  die  frühere  Aufgabe  (§57,2)  behülflich  sein.  Werden  solche 
Auflösungen,  wo  das  zu  beschreibende  Tetraeder  t  in  einen  Grenzfall,  d.i.  in  eine 
Gerade  übergeht,  mit  gezählt,  so  möchten  wohl  bei  jedem  der  20  Fälle  zwei  Auflösungen 
stattfinden;  so  vertrat  z.  B.  beim  oben  betrachteten  Falle  (II,  1)  jede  der  drei  Geraden 
AC,  BD,  ay  einen  solchen  Grenzfall. 

Bei  der  obigen  Aufgabe  könnten  femer  auch  anstatt  der  zwei  Eckpuncte  a,  y  ent- 
weder zwei  Flächenebenen  oder  eine  Flächenebene  und  eine  Ecke  des  zu  beschreiben- 
den Tetraeders  als  gegeben  angenommen  werden.  Uebrigens  sind  alle  diese  Aufgaben 
nur  die  einfachsten  Fälle  von  anderen  ausgedehnteren  Aufgaben,  die  sich  ühnlicher- 
weise  durch  projectivische  Eigenschaften  lösen  lassen,  wie  jene  in  §  56. 
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seine  vollständige  Erörterung  fiaden  wird;  wegen  seiner  nahen  Vemadt- 
Schaft  mit  dem  oben  Abgehandelten  glaubt«  ich  jedoch,  ihn  schon  hier  Iran 
berühren  zu  müssen. 

I.  Bei  den  vorhergehenden  Untersuchungen  wurde  eine  Gerade  A  in 
Räume  auf  doppelte  Weise,  d.h.  in  Hinsicht  zweier  Gebilde  betrachtet, 
nämlich  entweder  als  eigentliche  Gerade  A  (d.  i.  als  eine  unendliche  Menge 
Puncto  enthaltend),  oder  als  Ebenenböschel  A  (d.  i.  al»  Axe  des  Ebeneo- 
büsofaels).  In  dieser  doppelten  Hinsicht  steht  daher  eine  Gerade  A  mh 
allen  Puncten  und  allen  Ebenen  im  Räume  in  folgender  Beziehung: 
Als  Ebenenbüschel  A  Als  Gerade  A 

nJeder  Punct  liegt  in  irgend  „Jede  Ebene  geht  durch  ir- 

einer  seiner  Ebenen;"  gend  einen  ihrer  Puncte;" 

Oder: 

„Sie  (die  Axe  A)  bestimmt  »Sie    bestimmt    mit   jeder 

mit  jedem  Punct  (der  nicht  in  Ebene  (in  der  sie  nicht  liegt) 
ihr  liegt)  eine  Ebene."  einen  Punct." 

Werden  nach  dieser  zweifachen  Hinsicht  zwei  Gerade  A,  A,  im  Raame 
zugleich  betrachtet,  und  zwar  mit  Beziehung  aufeinander,  so  sind  dabü 
folgende  wesentliche  Umstände  zu  bemerken: 

„Jede     Ebene      des     e-inen  „Jeder     Punct      der     einen 

Ebenenbüschels  schneidet  den  Geraden  bestimmt  mit  den 
anderen  Ebenenbüschel  in  Puncten  der  anderen  Geraden 
einem  ebenen  Strahlbüschel;  einen  ebenen  Strahlbüschel: 
die  gesammten  Strahlen  aller  die  gesammten  Strahlen  aller 
dieser  Strahlbüschel,  oder  dieser  Strahlbüschel,  oder  die 
die  gesammten  Strahlen,  in  gesammten  Strahlen,  welche 
welchen  die  Ebenen  beider  die  Puncte  beider  Geraden, 
Ebenenbüschel  einander  paar-  paarweise  genommen,  mit  ein- 
weise schneiden,  erfüllen  ein-        ander  bestimmen,  erfüllen  ein- 
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werden,  weiss  man  nun  aus  früheren  Untersuchungen  (§  51),  dass  jedes- 
mal die  Schaar  derjenigen  unter  ihnen,  die  irgend  einer  beliebigen  dritten 
Geraden  A,  begegnen,  einem  einfachen  Hyperboloid  angehört,  und  dass 
einerseits  die  Ebenenbüschel  A,  A,  in  Ansehung  der  Ebenenpaare,  welche 
die  Strahlen  dieser  Schaar  zu  Durchschnittslinien  haben,  und  andererseits 
die  Geraden  A,  A^  in  Ansehung  der  Punctepaare,  in  welchen  sie  von 
den  Sttahlen  dieser  Schaar  getroffen  werden,  projectivisch  sind,  u.  s.  w. 
Mit  Rücksicht  auf  alle  diese  Umstände  lassen  sich  nachstehende  inter- 
essante  Betrachtungen  leicht  bewerkstelligen. 

n.  Bringt  man  mit  den  zwei  Doppelgebilden  A,  A,  irgend  zwei 
Ebenen  e,  e^  in  Verbindung,  so  können  die  letzteren,  mittelst  der  durch 
die  ersteren  bestimmten  Strahlen  (I),  auf  eigenthümliche  Weise  auf  einander 
bezogen  werden.  Um  bei  dieser  Untersuchung  der  Vorstellung  zu  Hülfe 
zu  kommen,  stelle  (etwa  in  Fig.  55)  das  Papier  die  Ebene  s  dar,  wo  näm- 
lich alle  nicht  punctirten  Linien  in  dieser  Ebene  liegen.  Es  sei  die 
Gerade  ee^  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  e,  e,,  und  r  und  d,  g,  und 
q,  seien  die  Puncto,  in  welchen  die  Geraden  oder  Axen  A,  A,  von  den 
Ebenen  e,  e^  getroffen  werden,  so  dass  also 

rS  =  x    und    äi9i  =  t, 

diejenigen  zwei  Strahlen  des  genannten,  durch  die  Axen  A,  A,  bestimmten 
Strahlsystems  (I)  sind,  welche  in  den  Ebenen  e,  e,  liegen.  Femer  seien 
t,  ]C,  die  Puncte,  in  welchen  die  Strahlen  t, ,  x  den  Ebenen  e,  e,  begegnen, 
und  welche  mit  den  vorgenannten  Puncten  die  Geraden 

tS  =  Z,  M,  =  T, 

bestimmen.  Hat  man  alle  diese  Elemente  genau  fixirt,  so  lassen  sich 
weiter  folgende  Eigenschaften  angeben: 

1)  Die  zwei  Ebenen  e,  Sj  werden  mittelst  des  genannten  Strahlsystems 
dergestalt  auf  einander  bezogen,  dass  im  Allgemeinen  jedem  Punct  der 
einen  Ebene  ein  bestimmter  Punct  in  der  anderen  Ebene  entspricht,  d.  h. 
durch  jeden  beliebigen  Punct  a  in  e  geht  ein  einziger  bestimmter  Strahl 
a,  der  die  Axen  A,  Aj  schneidet  in  33,  fflj,  und  der  die  e,  in  irgend 
einem  bestimmten  Puncte  Oj  trifft,  welcher  der  „entsprechende"  jenes 
Pimctes,  oder  dessen  „schiefe  Projection",  heissen  soll.  Von  dieser 
bestimmtdti  Beziehung  machen  nur  folgende  Puncte  eine  wesentliche  Aus- 
nahme. 

Da  nämlich  allen  Puncten  r,  S,  ;r,  ...  der  Ebene  e,  welche  in  dem 
vorhin  erwähnten  Strahle  x  liegen,  offenbar  dieser  Strahl  gemeinschaftlich 
zugehört,  so  wird  folglich  der  einzige  Punct  jr,,  in  welchem  derselbe  die 
Ebene  e^  trifft,  allen  jenen  Puncten  zugleich  entsprechen.  Und  da  femer 
alle  Strahlen,  welche  von  dem  Puncte  ^,  der  Ebene  s^  ausgehen,  in  der  Ebene 
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^,A  liegen  and  in  dieser  einen  ebenen  Stnhlbüscliel  9,  bilden  (I),  n 
werden  sie  nothwendiger  Weise  die  Ebene  c  längs  der  Geraden  7,  d.  k. 
längs  der  Durchschnittälinie  der  Ebenen  q,A  oud  e,  trefFen,  so  dus  Mg- 
lich  allen  Piincten  i,  t,  Q,  ...  dieser  Geraden  y  in  e  der  einzige  Pniut  ^ 
in  e,  entspricht.  Ebenso  haben  alle  Punct«  S,  t,  j,  ...  der  Gotden  i 
in  e  den  Punct  j,  zu  ihrem  gemeinschaftlich  entsprechenden  Pnnde  ie 
£,.  Aus  gleichen  GriJoden  entsprechen  äholicherweise  den  sämintlidHO 
Puncten  der  drei  Geraden  r,,  s,,  t,  in  der  Ebene  Bj  die  drei  einzdnti. 
Puncte  r,  Ö,  t  in  der  Ebene  c.  Diese  besondere  Eigenschaft  der  Puncte 
r,  ä,  t  und  )j,  tf,,  fj  hat  auf  die  nachfolgenden  Resultate  grossen  Einfloo, 
so  dass  die  meisten  sich  mehr  oder  weniger  auf  dieselben  beziehen,  dabv 
mögen  die  Dreiecke  rSt,  i^^iXt  unter  dem  Namen  „Hauptdreiecke"  im 
Ebenen  e,  e,  festgehalten  werden.  Die  Hauptdreiecke  haben  nach  den  ebn 
bemerkten  Eigenschaften  solche  gegenseitige  Beziehung,  dass  die  Bämml- 
lichcn  Puncte  der  Seiten  (x,  y,  z  oder  r,,  s,,  t,)  eines  jeden  den  einial- 
ncn  Eckpunct«n  (j,,  t)„  g,  oder  r,  ä,  t)  des  anderen  entsprechen. 

Endlich  mag  auch  noch  bemerkt  werden,  dass  jeder  Pimct  in 
der  Durchschnittslinie  ee,  der  Ebenen  s,  e,  sich  selbst  entspricht, 
oder  mit  seinem  entsprechenden  vereinigt  ist,  weil  offenbar  der  einem 
solchen  Puncte  zugehörige  Projectionsstrahl  beide  Ebenen  in  demselbtn 
zugleich  trifft. 

Wie  zu  irgend  einem  gegebenen  Punct  in  der  einen  Ebene  der  ent- 
sprechende in  der  anderen  Ebene  gefunden  wird,  ist  leicht  zu  sehen,  näm- 
lich, wenn  etwa  a  in  b  der  gegebene  Punct  ist,  so  wird  der  zugehörige 
ProjectJonsstrahl  a  offenbar  dadurch  gefunden,  dass  man  die  Ebenen  aA, 
aA,  legt,  deren  Durchschnittslinie  er  sein  muss  (I),  und  sodaon  wird 
dieser  Strahl  a  der  Ebene  e,  in  dem  gesuchten  entsprechenden  Poocte  0, 
begegnen.  Der  Punct  0,  kann  daher  auch  bloss  dorch  Ziehen  zweier  Pur 
Gerader  in  den  Ebenen  s,  s,  gefunden  werden;  denn  zieht  man  aas  dem 
gegebenen  Punct  a  durch  den  Punct  r  die  Gerade  axp,  welche  die  Dotcb- 
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a)  Einer  beliebigen  Geraden  in  einer  der  zwei  Ebenen  e,  Sj,  z.  B.  der 
Geraden  1  in  e,  entspricht  offenbar  in  der  anderen  Ebene  e,  irgend  ein 
Kegelschnitt  [l^];  denn  alle  Projectionsstrahlen,  welche  jene  Gerade  treffen 
oder  ihre  sämmtlichen  Puncte  auf  die  Ebene  s,  projiciren,  liegen  in  einem 
einfachen  Hyperboloid  (I),  welches  die  Ebene  e,  in  dem  genannten  Eegel- 
schnitte  schneidet  (§  51,  IV,  4).  Da  die  Gerade  1  die  Seiten  x,  y,  z  des 
Haaptdreiecks  in  den  Puncten  ;r,  Q,  j  schneidet,  so  geht  folglich,  vermöge 
dieser  Puncte,  der  Kegelschnitt  [1,]  durch  die  drei  Puncte  ]Ci,  ^,,  j,  (1), 
80  dass  er  also  dem  Hauptdreieck  ^c^tj^i^  umschrieben  ist.  Femer  geht  der 
Kegelschnitt  auch  durch  den  nämlichen  Punct  66|,  in  welchem  die  Gerade 
1  der  Durchschnittslinie  ee,  begegnet  (1).  Natürlicherweise  muss  auch 
umgekehrt  jedem  beliebigen,  dem  Hauptdreieck  ^tj^igj  umschriebenen 
Kegelschnitt  [1,]  irgend  eine  Gerade  1  in  e  entsprechen;  dieses  folgt  auch 
in  der  That  daraus,  dass  alle  Projectionsstrahlen  eines  solchen  Kegel- 
schnitts (d.  h.  alle  Strahlen,  die  durch  seine  sämmtlichen  Puncte  gehen), 
(zufolge  §  51,  IV,  9,  a),  ebenfalls  in  einem  einfachen  Hyperboloid  liegen, 
und  da  dasselbe  von  der  Ebene  e  offenbar  in  dem  Strahle  x  (der  dem 
Puncte  jCj  zugehört)  geschnitten  wird,  so  muss  es  von  ihr  noch  in  irgend 
einer  anderen  Geraden  1  geschnitten  werden  (§  51 ,  IV,  3),  welche  dem 
gegebenen  Kegelschnitte  [IJ  entspricht. 

Es  ist  klar,  dass  alles,  was  hier  von  der  Ebene  e,  gesagt  worden, 
auch  umgekehrt  in  entsprechendem  Sinne  von  der  Ebene  s  gilt. 

In  dem,  was  über  die  Gerade  1  gesagt  worden,  findet  nur  dann  eine 
wesentliche  Ausnahme  oder  ein  besonderer  Fall  statt,  wenn  diese  Gerade 
durch  einen  der  drei  Hauptpuncte  r,  S,  t  geht;  nämlich  alsdann  entspricht 
ihr  in  der  Ebene  Sj  ebenfalls  eine  äerade  Ij,  welche  beziehlich  durch  einen 
der  drei  Puncte  j,,  ^,,  jr,  geht.  Denn  geht  z.  B.  die  Gerade  1  duroh  den 
Punct  r,  wie  etwa  arp,  so  liegen  offenbar  alle  ihr  (oder  ihren  sämmt- 
lichen Puncten)  zugehörigen  Projectionsstrahlen  in  der  Ebene  lA  oder  pA, 
und  daher  muss  ihr  nothwendigerweise  diejenige  Gerade  \  entsprechen, 
in  welcher  jene  Ebene  die  Ebene  e,  schneidet,  und  welche  also  durch  den 
Punct  gj  geht  (also  die  Gerade  pjCiijj);  und  zwar  müssen  die  Geraden  1, 
\  perspectivisch  sein,  und  namentlich  den  Punct,  in  welchem  die  Axe  A, 
von  jener  Ebene  lA  getroffen  wird,  zum  Projectionspunct  haben  (I)  und 
einander  in  der  Durchschnittslinie  ee,  schneiden  (im  Puncte  ppj).  Aehn- 
liches  findet  statt,  wenn  die  Gerade  1  durch  den  Punct  S  geht.  Geht  sie 
aber  durch  den  Punct  t,  so  liegt  sie  zwar  nicht  mehr  mit  der  Geraden 
Ij,  die  dann  durch  den  Punct  jtj  geht,  in  einer  Ebene,  sondern  in  diesem 
Falle  liegen  sie  in  einem  einfachen  Hyperboloid,  welches  die  Ebene  e  in 
den  Geraden  1  und  x,  und  die  Ebene  e,  in  den  Geraden  1^  und  t^  schneidet; 
denn  da  die  Gerade  1  durch  den  Punct  t  geht,  so  ist  allemal  t^  ein  Pro- 
jectionsstrahl  derselben,  und  dann  tauss  die  Ebene  e^  das  genannte  Hyper- 
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boloi'd  noch  in  einer  anderen  Geraden  1,  sclmeiden,  welche  DothwMidiga- 
weiso  durch  den  Punct  ;[,  geht,  weil  x  jedesmal  Projectioossti^  ia 
Geraden  1  ist*)- 

Es  giebt  demnach  in  den  zwei  Ebenen  e,  e,  drei  Paar  Stu^bSscy, 
nämlich  r  und  j,,  &  und  ^,,  t  und  ;:,,  deren  Sttahlen,  als  Gerade  1  nd 
I,  betrachtet,  einander  paarweise  entsprochen,  und  welche,  wie  leidit  n 
Rohen,  in  Ansehung  dieser  Strahlenpaarc  projectivisch  sind,  und  zwar  UtgM 
KDWohl  r  und  j,,  als  ä  und  q,  perspectivisch ,  weil  sie  die  DarduchnilU 
der  Ebenen  e,  s,  und  der  Ebenenbüschel  A,  A,  sind,  oder  w«il  ihre  <ot- 
sprechenden  Strahlen  (wie  if),  j,)),)  sich  in  der  Geraden  ee,   schneiden. 

Demnach  hat  man  fürs  erste  das  folgende  Gesetz: 

„Den  gesammten  Geraden  in  einer  der  zwei  Ebenen  t,  t,. 
ausgenommen  die  Strahlen  der  drei  Strahlbüschel  (r,  S,  t)  od« 
(j,,  9,,  ;Cj),  deren  Mittelpuncto  die  Spitzen  des  Hauptdreieck» 
sind,  entsprochen  in  der  anderen  Ebene  die  gesammten  Kegel- 
schnitte, welche  dem  Hauptdreieck  umschrieben  werden  Ifönnen, 
und  auch  umgekehrt."  Und  femer:  „Dia  Geraden,  welche  Strak- 
len  der  genannten  Strahlbüschel-  sind,  entsprochen  einander 
paarweise,  nämliches  entsprechen  sich  die  Strahlen  der  Stnhl- 
büschel  c  und  j,,  8  und  t),,  t  und  ;r,,  und  es  sind  diese  Strahlbä- 
Kchel  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Strahlenpaare  projec- 
tivisch, und  zwar  sind  die  zwei  ersten  Strahlbüschelpaare  perspecüvisch, 
so  dass  jedes  Paar  die  Durchschnittslinie  ee,  zum  perspectivischen  Dnrcb- 
schnitt  hat,  wogegen  vom  dritten  Paar  (t  und  x,)  zwei  eoteprechende 
Strahlen  in  dieser  Linie  vereinigt  sind;  auch  sind  femer  je  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  von  l  und  j,  oder  %  und  q,  perspectivisch,  und  ihr 
Projectionspunct  liegt  in  der  Axe  A,  oder  A;  dagegen  erzeugen  je  zwei 
entsprechende  Strahlen  von  t  und  ;[, ,  ein  einfaches  Hyperboloid,  und  die 
Hyperboloide  dieser  Schaar  haben  die  vier  Geraden  A,  A, ,  x, 

b)  Ein  eigonthümlicher  Fall,   der  zwar,   wie  man  sehen  wird, 
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ParaboIoid.(§  52,  I,  2,  e),  welches  von  der  Ebene  e,  in  einem  Kegel- 
schnitt, und  zwar  im  Allgemeinen  in  einer  Hyperbel  geschnitten  wird. 
Dieser  Kegelschnitt,  der  durch  [QJ  bezeichnet  werden  mag,  geht  offenbar 
durch  die  drei  Puncte  jj,  ^j,  f,,  weil  durch  jeden  dieser  Puncto  ein  der 
Ebene  s  paralleler  Projectionsstrahl  geht  (denn  auch  der  Strahl  x,  welcher 
durch  den  Punct  j^  geht,  ist  als  dieser  Ebene  parallel  anzusehen).  Auch 
folgt,  dass  eine  Asymptote  des  Kegelschnitts  [Q,],  oder  im  Fall  er  eine 
Parabel  ist,  dass  seine  Axe  der  Durchschnittslinie  ee,  parallel  sei,  weil 
nämlich  s  eine  Asjrmptotenebene  des  Paraboloi'ds  ist  (§  52).  (Aus  gleichen 
Gründen  folgt,  dass  die  andere  Asymptotenebene  derjenigen  Geraden  pa- 
rallel ist,  in  welcher  die  Ebene  e,  von  derjenigen  Ebene  geschnitten  wird, 
die  durch  A  oder  Aj  geht  und  mit  A,  oder  A  parallel  ist.) 

Da  nun  aber  jedem,  dem  Hauptdreieck  iitfif^  in  s,  umschriebenen 
Kegelschnitt  irgend  eine  Gerade  in  e  entspricht  (a),  so  sind  demnach  alle 
unendlich'  entfernten  Puncto  der  Ebene  e  als  in  einer  Geraden  Q  liegend 
anzusehen*),  welcher  nämlich  jener  Kegelschnitt  [QJ  entspricht.  Aehn- 
licherweise  muss  den  unendlich  entfernten  Puncten  der  Ebene  Sj,  oder 
ihrer  unendlich  entfernten  Geraden,  welche  Rj  heissen  mag,  ein  be- 
stimmter Kegelschnitt  [R]  in  s  entsprechen,  welcher  dem  Hauptdreieck 
röt  umschrieben  ist,  u.  s.  w.  Wenn  insbesondere  einer  der  zwei  Kegel- 
schnitte [R],  [QJ  eine  Parabel  ist,  so  ist  es  der  andere  ebenfalls,  was 
leicht  nachzuweisen  ist;  u.  s.  w. 

Also  folgt: 

„Den  unendlich  entfernten  Puncten  jeder  der  beiden  Ebe- 
nen e,  e,  entspricht  ein  bestimmter  Kegelschnitt  [QJ  oder 
[R]  in  der  anderen  Ebene,  welcher  dem  Hauptdreieck  um- 
schrieben ist,  so  dass  also  jene  Puncte  als  in  einer  Geraden  Q 
oder  Rj  liegend  angesehen  werden  müssen;  von  jedem  der  zwei 
Kegelschnitte,  die  im  Allgemeinen  Hyperbeln  sind**),  ist  eine 
Asymptote  der  Durchschnittslinie  ee,  parallel;  ist  einer  der- 
selben eine  Parabel,  so  ist  es  auch  der  andere,  und  dann  sind 
ihre  Axen  der  Linie  ee,  parallel." 

c)  üeber  die  vorstehenden  Resultate  (a,  b)  sind  noch  folgende  nähere 
Umstände  anzugeben:  Wenn  nämlich  der  Geraden  1,  wie  sie  in  Fig.  55 
gezeichnet  vorliegt,  der  Kegelschnitt  PJ  entspricht,  so  wird  jedem  Kegel- 
schnitt der  sie  berührt  und  zugleich  dem  Hauptdreieck  röt  umschrieben 
ist,  z.  B.  dem  Kegelschnitt,  der  sie  in  a  berührt  und  der  durch  [T]  be- 
zeichnet werden  mag,  eine  solche  Gerade  T,  in  s,  entsprechen,  welche 
den  Kegelschnitt  [IJ  in  demjenigen  Puncte  a,  berührt,    der  jenem  erst- 

•)  Dieses  ist  in  der  Perspcctivlehre  ein  bekannter  alter  Satz ;  im  zweiten  Abschnitt 
wird  er  einfacher  und  klarer  dargestellt  werden. 

**)  Die  unendlich  entfernten  Puncte  dieser  Hyperbeln  entsprechen  einander. 
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genaimten  Puncte  a  entspricht;  denn  da  1  und  [T]  nur  den  einxigai  Pmd 
a  gemein  haben,  und  da  jedem  Pimct  in  e  im  Allgemeinen  nur  ein  cb- 
ziger  Punct  in  e,  entspricht,  so  können  folglich  auch  pj  und  T,  mekt 
mehr  als  einen  Punct  -gemein  haben. 

Da  ferner  die  Strahlen  ra  und  ),a,  einander  entsprechen,  und  da  da 
Punct«n  der  Geraden  tS  =  k  einer  und  derselbe  Punct  j,  entspricht,  m 
sieht  man,  das»,  wenn  der  Strahl  ra  sich  um  r  dreht,  bis  a  in  d«n  StnU 
ti  gelangt,  dann  der  Punct  a,  sich  nach  j,  bewegen  -wird,  bis  er  nd 
zuletzt  mit  ihm  vereinigt,  so  dass  alsdann  dieser  Strahl  den  E^cjschutl 
[i,]  in  J,  berührt.  Ebenso  wird  die  Tangente,  welche  den  Eegelschrntt 
[IJ  in  q,  berührt,  durch  den  Strahl  bestimmt  und  gefunden,  welcher  tob 
<S  u^ch  dem  Schnittpunct  der  Geraden  1  und  rt  hingeht.  Und  ebenso  lA 
die  Tangente  im  Puncto  f,  derjenige  Strahl,  welcher  dem  Strahle  tj 
entspricht.    Also: 

„Wenn  in  den  zwei  Ebenen  s,  s,  irgend  eine  Gerade  and  der 
ihr  entsprechende  Kegelschnitt,  z.  B.  die  Gerade  )  in  e  and  der 
Kegelschnitt  [1,]  in  e,,  gegeben  sind,  so  entspricht  jeder  belie- 
bigen Tangente  T,  des  Kegelschnitts  ein  bestimmter  Kegelschnitt 
[T]  in  der  anderen  Ebene,  welcher  jene  Gerade  1  berührt,  nni 
zwar  in  demjenigen  Puncte  0,  der  dem  Berührungsponct  a,  jener 
Tangente  entspricht;  denjenigen  Tangenten  aber,  welche  den 
gegebenen  Regelschnitt  tu  den  HauptpuDcten  f„  ^,,  j,  berühren, 
entsprechen  die  Geradeu  durch  r,  &,  t,  die  in  der  anderen  Ebene  die 
Ecken  des  Hauptdreiecks  mit  denjenigen  Puncten  verbinden, 
in  welchen  die  gegenüber  liegenden  Seiten  x,  y,  z  von  der  ge- 
gebenen Geraden  1  geschnitten  werden." 

Für  den  vorerwähnten  (b)  Kegelschnitt  [Q,]  findet  man  hiemach  snne 
Tangente  im  Puncte  q,,  wenn  man  den  Strahl  durch  3  der  Seite  j  pa- 
rallel zieht,  weil  nämlich  in  diesem  Falle  die  ihm  entsprechende  Gerade  I 
(oder  Q),  und  mithin  auch  der  Punct  in  y,  unendlich  eatfomt  ist.    Bbemo 
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d)  Mittelst  der  bisherigen  Resultate  lassen  sich  nun  weiter  leicht  die 
Haupteigenschaften  derjenigen  Figur  angeben,  welche  irgend  einer  gegebenen 
krummen  Linie  entspricht.  Denn  angenommen  es  sei  C  eine  beliebige 
Curve  n**°  Grades  in  der  Ebene  e,  und  Cj  sei  die  ihr  entsprechende  in 
der  Ebene  8j,  so  wird,  da  C  von  jedem  dem  Hauptdreieck  r§t  umschrie- 
benen Kegelschnitt  [rSt]  im  Allgemeinen  und  höchstens  in  2n  Puncten 
geschnitten  werden  kann,  und  da  aUen  diesen  Kegelschnitten  die  gesammten 
Geraden  in  der  Ebene  e^  entsprechen  (a),  die  Curve  C,  von  jeder  dieser 
Geraden  im  Allgemeinen  und  höchstens  ebenfalls  in  2n  Puncten  ge- 
schnitten, und  folglich  wird  diese  Curve  im  Allgemeinen  vom  Grade 
2n  sein. 

Da  femer  die  Curve  C  jede  der  drei  Seiten  x,  y,  z  des  Hauptdreiecks 
im  Allgemeinen  in  n  Puncten  schneidet,  so  muss  die  Curve  C,  die  drei 
Hauptpuncte  iCj,  ^j,  J^  zu  sogenannten  singulären  Puncten  haben,  näm- 
lich jeder  derselben  ist  in  Bezug  auf  sie  ein  n-facher  Punct  (1).  Die 
n  Tangenten  der 'Curve  C,  in  jedem  der  drei  Puncten  ]c,,  Q,,  jj  sind  ver- 
möge der  Durchschnittspuncfe,  in  welchen  die  Seiten  x,  y,  z  von  der 
Curve  C  geschnitten  werden,  sehr  leicht  zu  finden,  denn  ist  etwa  tf  ein 
solcher  Durchschnittspunct,  so  ist  der  dem  Strahle  ^^b  entsprechende 
Strahl  ^jb,  eine  Tangente  der  Curve  C,  im  Puncto  ^j  (c).  Berührt  die 
Curve  C  eine  der  drei  Geraden  x,  y,  z,  so  entspricht  dem  Beriihrungspunct 
ein  Rückkehrpunct  in  der  Ciurve  C,,  und  zwar,  so  oft  eine  jener  Ge- 
raden von  C  berührt  wird,  so  viele  Rückkehrpuncte  der  C,  sind  in  dem 
der  jedesmaligen  Geraden  entsprechenden  Puncte  ir,,  Q,,  J,  vereinigt.  Die 
einem  Rückkehrpunct  zugehörige  Tangente  ist,  ebenso  wie  vorhin,  leicht 
zu  finden,  sobald  nämlich  der  ihm  entsprechende  Beriihrungspunct  gegeben 
ist.  (Sind  unter  den  genannten  Rückkehrpuncten  auch  die  Wendungs- 
oder Beugungspuncte  mit  inbegriffen?) 

Der  Grad  der  Curve  Cj  wird  nothwendigerweise  um  1  oder  2  oder 
3  Einheiten  erniedrigt,  wenn  die  ihr  entsprechende  gegebene  Curve  C  durch 
1  oder  2  oder  alle  3  Hauptpuncte  r,  i^,  t  geht  (d.  h.  durch  jeden  nur 
einmal  geht),  weil  nämlich  unter  diesen  Umständen  jeder  der  genannten 
Kegekchnitte  [rSt]  die  Curve  C,  ausser  jenen  Puncten,  nur  in  2n — 1,  oder 
2n — 2,  oder  2n — 3  Puncten  schneiden  kann. 

Wenn  insbesondere  die  gegebene  Curve  C  nur  vom  zweiten  Grad,  also 
ein  Kegelschnitt  ist,  so  ist  denmach  die  ihr  entsprechende  Curve  C,  im 
Allgemeinen  vom  vierten  Grad  und  hat  die  drei  Hauptpuncte  f,,  ^,,  g,  zu 
Doppelpuncten*).    Oder  wenn  man  die  besonderen  Fälle  mit  zusammenfasst. 


*)  Beräbrt  der  gegebeae  Kegelschnitt  C  alle  drei  Seiten  x,  y,  z  des  Hauptdreiecks 
t^t,  so  ist  Gl,  zufolge  des  Obigen,  eine  solche  Curve  vierten  Grades,  welche  die  drei 
Hauptpuncte  Im  p^  Si   zu  Rückkehrpuncten  hat;  und  weiter  folgt  (mit  Rücksicht  auf 
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SO  kann  m&D  sagen:  „es  sei  C,  entweder  vom  vierten,  oder  dritten,  odv 
zweiten,  oder  ersten  Grade,  je  nachdem  der  gegebene  Kegelschnitte 
entweder  durch  keinen  der  Hauptpuncte  r,  S,  t,  oder  durch  einen,  oder 
durch  zwei,  oder  durch  alle  drei  geht,"  Der  dritte  Fall,  wo  nämlich  C, 
vom  zweiten  Grade,  und  also  auch  ein  Kegelschnitt  ist,  folgt. aach  aas 
§  51,  IV,  9,  wonach,  wenn  z.  B.  der  gegebene  Kegelschnitt  C  dnrch  dit 
PoDcte  r,  S  geht,  dann  seine  sämmtlichen  ProjectJonsstrahleu  in  eioeni 
einfachen  Hj'perboloTd  liegen,  welches  von  der  anderen  Ebene  e,  in  einoii 
Kegelschnitt  C,  geschnitten  wird,  der  nothwend^rweise  durch  die  Pnncte 
J,,  9,  geht.  Dasselbe  folgt  übrigens  auch  ans  der  Eigenschaft,  daes  die 
Strahlbüschel  r  und  j,,  3  und  t)„  t  und  f,  projcctivisch  sind  (a). '  Dem 
geht  der  Eegelschnitt  C  etwa  durch  die  Puncto  §,  t,  so  erhalten  die  Stnld- 
büschel  §,  t  durch  ihn  eine  projectivi^che  Beziehung  (§  38,  III),  dt  sie 
aber,  wie  schon  bemerkt  worden,  beziohlich  mit  den  Strahlbüscheln  q,,^ 
ptojectivisch  sind,  so  sind  folglich  auch  die  letzteren  unter  sich  projecti- 
visch  und  erzeugen  einen  Kegelschnitt  C,,  welcher  durch  ihre  Mittelponcl« 
^^'  f,  S"^^  *""'  welcher  offenbar  dem  Kegelschnitt  C  entspricht.     Also: 

„Jedem  Kegelschnitt  C  in  der  Ebene  e,  welcher  durch  irgend 
xwei  der  drei  Hauptpuncte  T,  §,  t  geht  (aber  nur  durch  zwei), 
entspricht  in  der  anderen  Ebene  e,  ebenfalls  ein  Kegelschnitt 
0,.  welcher  durch  die  jedesmaligen  zwei  entsprechenden  Haupt- 
puncte j,,  Qj,  jr,  geht;  und  auch  umgekehrt." 

3)  Die  vorst«hendeu  Resultate  (2)  sind  die  Fundamentalsiitze  übet 
dit*  Abhüngigkcit  der  Figuren  in  den  zwei  Ebenen  t,  e,  von  einander.  Es 
lassou  sich  «US  ihnen  unmittelbar  eine  grosse  Reihe  weiterer  Folgerungen 
t'ntwickeln.  die  tu  einigen  interessanten  Sätzen  führen.  Nach  der  Alt 
wie  die  Figuren  in  den  zwei  Ebenen  von  einander  abhängen,  ist  nämlich 
klar,  dass  gewisse  Eigenschaften  und  Sätze,  welche  Figuren  oder  Gebilden 
in  dor  t>inen  Ebene  zukommen,  also  die  meisten  Eigenschaften,  Sätze,  Auf 
g»l)t>ti  oll'.,  die  im  ersten  und  gegenwärtigen  dritten  Kapitel  über  projec- 
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Gestalt  die  Figuren  und  Gebilde,  deren  Eigenschaften,  Sätze  und  Aufga^^en 
in  der  Ebene  e. : 


In  der  Ebene  e 


entsprechen 
A. 


in  der  Ebene  e. 


1)  Einem  bestimmten 
Puncte  a: 

2)  Den  einzelnen  Eckpunc- 
ten  r,  iS,  t  des   Hauptdreiecks: 

3)  Den  drei  Strahlbüscheln 
r,  ö,  t: 

4)  Einer  Geraden  1,  welche 
durch  keinen  der  drei  Haupt- 
puDcte  r,  d,  t  geht: 

5)  Vier  harmonischen  Punc- 
ten  der  Geraden  1  (vermöge  3): 

6)  Irgend  zwei  Puncten 
a,  c;  der  durch  dieselben  be- 
stimmten Geraden  1;  und  dem 
durch  dieselben  und  durch  die 
Hauptpuncte  r,  §,  t  bestimm- 
ten Kegelschnitt  [T]: 

7)  Irgend  einem  Strahl- 
büschel 33,  d.  h.  der  Schaar 
Gerader  die  durch  irgend  einen 
Punct  93  gehen: 

8)  Da  sich  unter  den  Strah- 
len dieses  Strahlbüso^hels  93 
im  Allgemeinen  und  höchstens 
zwei  befinden,  welche  den 
oben  (2,  c)  genannten  Kegel- 
schnitt [R]  berühren: 

9)  Irgend  vier  harmonischen 
Strahlen  des  Strahlbüschels 
93,  also  vier  harmonischen 
Geraden  a,  b,  c,  d; 

Diese  vier  Geraden  schnei- 
den jede  andere  Gerade  1  in 
vier  harmonischen  Puncten 
(§  8,  n): 

Sttiner's  Werke.    I. 


1)  Elin  bestimmter  Punct  a,. 

2)  Sämmtliche  Puncte  der 
Seiten  r,,  s,,  t,  des  Hauptdrei- 
ecks. 

3)  Die    drei    Strahlbüschel 

an  9i?  fr 

4)  Ein  Kegelschnitt  [IJ, 
der  durch  die  drei  Haupt- 
puncte jj,  5„  y,  geht. 

5)  Vier  harmonische  Puncte 
des  Kegelschnittes  [IJ  (§43,11). 

6)  Zwei  bestimmte  Puncte 
a,,  c,;  der  durch  sie  und  durch 
die  Hauptpuncte  j,,  t|^,  ;r,  ge- 
hende Kegelschnitt  [IJ;  und 
die  durch  a,Ci  bestimmte  Ge- 
rade Tj. 

7)  Eine  Schaar  Kegel- 
schnitte [93,],  die  durch  die 
Hauptpuncte  j,,  Q,,  je,  und  äurch 
einen  bestimmten  vierten 
Punct  93,  gehen. 

8)  So  befinden  sich  unter 
der  Schaar  Kegelschnitte  [93,], 
welche  durch  vier  gegebene 
Puncte  j,,  ^,,  f,,  93,  gehen,  im 
Allgemeinen  und  höchstens 
zwei  Parabeln. 

9)  Vier  harmonische  Kegel- 
schnitte [a,],  [bj],  [Cj],  [d,]  der 
Schaar  Kegelschnitte  [95,]. 

Diese  vier  Kegelschnitte 
schneiden  jeden  Kegelschnitt 
[1,]  in  vier  harmonischen  Punc- 
ten; 
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.Und  jeden  KegeUchnitt  [T], 
der  durch  ihren  MittelpunctSS 
geht,  ebenfalls  in  vier  harmo- 
nischen Puncten: 

10)  Liegt  derMittelpunct:^ 
des  Strahlbnschels  insbeson- 
dere in  einer  der  drei  Seiten 
X,  y,  z  des  Hsuptdreiecks,  etwa 
in  Xf  in  der  Seite  y: 

11)  Den  projectivischen  Be- 
ziehungen der  Geraden  und 
Strahlbüschel,  den  Eigen- 
schaften des  vollständigen 
Vierecks  and  Vierseits  und 
überhaupt  den  meisten  Sätzen, 
Aufgaben  und  Porismen,  wel- 
che im  ersten  Kapitel  unter- 
sucht worden: 

U.  s.  w. 


Und  jede  Gerade  T,  di« 
durch  ihren  vierten  Darch- 
schnittspunct  fd,  geht,  anch  in 
vier  harmonischen  PoDcteo. 

10)  So  vereinigt  sich  iti 
vierte  Punct  S,  mit  des 
Hauptpunct  q,  und  die  Schi» 
Kegelschnitte  [S,]  hat  in 
Pnncte  q,  eine  gemeinschift- 
Kche  Tangente  9,33i. 

11)  Analoge  Beziehungen, 
Eigenschaften,  Sätze,  Aafgk- 
ben  und  Porismen  bei  Kegel- 
schnitten h,q,j:,],  d-  h-  l>ei  Ke- 
gelschnitten, welche  durch  di< 
drei  Hauptpnncte  3,,  q,,  j;,  ge- 
hen. 

U.  8.  w. 


1)  Einem  Kegelschnitt  [T]; 
der  Schaar  Gerader  g,  die  ihn 
berühren,  und  ihren  Berüh- 
rnngspuncten: 

2)  Da  sich  unter  dieser 
Schaar  Gerader  g  im  Allge- 
meinen und  höchstens  vier 
befinden,  welche  den  Kegel- 
schnitt [R]  berühren,   d.h.   ge- 


1)  Eine  Gerade  T, ;  dit 
Schaar  Kegelschnitte  [g,],  die 
sie  berühren,  und  ihre  Beröh- 
rungspuncte. 

2)  So  befinden  sich  ontet 
der  Schaar  Kegelschnitte  [g,^ 
die  durch  drei  Pnncte  ^„  9,,  J, 
gehen  und  eine  Gerade  T  be- 
rühren,   im    Allgemeinen    nnd 
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4)  Da  irgend  zwei  Kegel- 
schnitte [M],  [N]  von  vier  be- 
stimmten Geraden  a,  b,  c,  d 
berührt  werden: 

5)  Den  zahlreichen  Sätzen 
und  Aufgaben,  die  oben  von 
§  42  bis  §  48  aufgestellt  sind, 
und  welche  sich  auf  einen  Ke- 
gelschnitt [T]  und  auf  dessen 
Secanten  und  Tangenten  so- 
wie auf  beliebige  andere 
Gerade  beziehen,  z.  B.  den 
Sätzen  über  die  dem  Kegel- 
schnitt [T]  um-  und  einge- 
schriebenen Sechsecke,  Fünf- 
ecke, Vierecke  und  Dreiecke, 
über  harmonische  Pole  und 
Polaren,  u.  s.  w.: 

1)  Einem  Kegelschnitt  der 
durch  irgend  zwei  der  drei 
Hauptpuncte  r,  §,  t  geht,  etwa 
einem  Kegelschnitt  [rö],  der 
durch  r,  S  geht;  den  sämmt- 
lichen  Geraden  g  die  ihn  be- 
berühren, und  ihren  Berüh- 
rungspuncten: 

Da  von  der  Schaar  Gerader 
g  im  Allgemeinen  und  höch- 
stens vier  den  Kegelschnitt 
[R]  berühren: 

2)  Den  vorerwähnten  Sätzen 
und  Aufgaben  (B,  3  und  5). 

3)  Der  Schaar  Kegelschnitte, 
welche  durch  die  vier  Puncto 
r,  ö,  j,  ti  (Fig.  55)  gehen: 

4)  Der  Schaar  Kegelschnitte, 
die  durch  zwei  Hauptpuncte 
T,  d  und  durch  einen  beliebi- 
gen Punct  p  gehen  und  irgend 
eine  Gerade  1  berühren: 


4)  So  giebt  es  vier  Kegel- 
schnitte [aj,  [bj,  [cj,  [dj,  wo- 
von jeder  irgend  zwei  gege- 
bene Gerade  M,  N  berührt. 

5)  Analoge  Sätze  und  Auf- 
gaben, die  sich  sämmtlich  auf 
die  Gerade  T  und  auf  die  sie 
schneidenden  und  berühren- 
den Kegelschnitte  [ji9,]C,],  so- 
wie auf  andere  bestimmte  Ke- 
gelschnitte [j,9i]C,]  beziehen. 


1)  Ein  Kegelschnitt  der 
durch  die  entsprechenden  zwei 
Hauptpuncte  geht,  also  ein 
Kegelschnitt  [j,^,];  die  sämmt- 
lichen  Kegelschnitte  [gj  die 
ihn  berühren,  und  ihre  Berüh- 
rungspuncte. 

So  befinden  sich  unter  der 
Schaar  Kegelschnitte  [g,]  im 
Allgemeinen  und  höchstens 
vier  Parabeln. 

2)  Analoge  Sätze  und  Auf- 
gaben. 

3)Die  Schaar  Kegelschnitte, 
welche  in  den  Puncten  j,,  ^j 
zwei  gemeinschaftliche  Tan- 
genten haben. 

4)  Die  Schaar  Kegelschnitte, 
welche  durch  die  drei  ent- 
sprechenden Puncto  )j,  Qj,  p, 
gehen  und  einen  bestimmten 
Kegelschnitt  [IJ  berühren. 
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Oder  der  Schaar  Kegel- 
schnitte, welche  durch  r,  d  ge- 
hen und  die  Gerade  1  in  einem 
gegebenen  Pancte  a  berohren: 

Oder  der  Schaar  Eegel- 
»chnitte,  welche  durch  r,  S  ge- 
hen und  irgend  zwei  gegebene 
Gerade  M,  N  berühren: 

Oder  der  Schaar  Kegel- 
schnitte, welche  durch  r,  &  ge- 
hen und  den  Kegelschnitt  [R] 
in  irgend  einem  Punct  q  be- 
rähren: 

U.  i 

5)  Da  irgend  zwei  Kegel- 
schnitte [c§]  im  Allgemeinen 
von  vier  bestimmten  Geraden 
a,  b,  c,  d  berührt  werden: 

ü.  ( 


Die  Schaar  Kegelscbaittt, 
welche  durch  J,,  9,  gehen  qnd 
einen  Kegelschnitt  pj  in  einem 
Puncte  a,  berühren. 

Die  Schaar  Kegelschnitte, 
welche  durch  g,,  q,  gehen  ond 
zwei  bestimmte  Kegelschnitte 
[MJ,  [N,]  berühren. 

Eine  Schaar_  Parabeln,  wel' 
che  durch  J,,  q,  gehen,  und  de- 
ren Äsen  parallel  nach  einem 
unendlich  entfernten  Panct  q, 
gerichtet  sind, 
w. 

5)  So  werden  irgend  iwei 
Kegelschnitte  [j,q,]  von  vier 
bestimmten  Kegelschnitten 
[».],  [b.],  [c,],  [d,]  berührt 


1)  Einem  beliebigen  Regel-  1)  Eine  bestimmte  Cnrve 
schnitt  C;  den  ihn  berühren-  vierten  Grades;  die  sie  berSk- 
den  Geraden  g;  ihren  Beruh-  *  renden  Kegelschnitte  [g,];  ihre 
rungspancten:  Berührungspuncte. 

2)  Den  Sätzen  und  Aufga-  2)  Analoge  Sätze,  Aufgaben 
ben  von  §42  bis  §48,  nament-  und  Porismen. 

lieh  den  Porismen  in  §47: 

Hiernach  sieht  mui,  dass,  wie  schon  erwähnt,  die  meisten  Resoltate, 
welche  bei  früheren  Betrachtungen  entwickelt  worden,  und  welche  sich  auf 
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chen  sie  hergeleitet,  und  von  welchen  sie  im  Grunde  nur  als  Carricaturen 
erschienen. 

Die  obigen  Sätze  (rechts),  welche  meist  nur  angedeutet  sind,  wird 
man  leicht  vollständig  aussprechen  können*),  flebrigens  fuhrt  der  Gang 
der  Betrachtung  projectivischer  Ebenen  und  Strahlbüschel  noch  von  einer 
anderen  Seite  nothwendigerweise  auf  dieselben  zurück,  wo  sie  alsdann 
theils  umfassender,  theils  mehr  in's  Einzelne  und  Besondere  eingehend 
dargestellt  werden  sollen. 

m.  Der  vorhergehenden  Betrachtung  (II)  steht,  wie  es  der  in  diesem 
Werk  überall  beobachtete  Gegensatz  erheischt,  die  folgende  Betrachtung 
zur  Seite,  von  welcher  ich  aber  nur  sehr  kurz  einige  wesentliche  Haupt- 
momente andeuten  werde. 

1)  Bringt  man  nämlich  mit  den  Doppelgebilden  A,  Aj  (I)  irgend  z^ei 
Strahlbüschel  S),  S)j  in  Verbindung,  so  lassen  sich  diese,  mittelst  des  den 
ersteren  zugehörigen  Strahlsystems  entsprechenderweise  auf  einander  be- 
ziehen, wie  vorhin  die  Ebenen  e,  e^.  Denn  durch  jeden  Strahl  des  Strahl- 
systems [AAJ  geht  im  Allgemeinen  eine  Ebene  sowohl  des  einen  als  des 
anderen  Strahlbüschels  S),  S),,  z.  B.  durch  einen  bestimmten  Strahl  a  wird 
eine  bestimmte  Ebene  a  in  ^  und  eine  bestimmte  Ebene  a^  in  S)i 
gehen;  je  zwei  solche  Ebenen  sollen  „entsprechende  Ehenen"  (oder 
jede  soll  die  „schiefe  Projection^  der  anderen)  heissen.  Jeder  Ebene 
in  einem  der  zwei  Strahlbüschel  ^,  ^j  entspricht  demnach  irgend  eine 
bestimmte  Ebene  im  anderen  Strahlbüschel,  und  von  diesem  allgemeinen 
Gesetz  finden,  wie  man  sogleich  sehen  wird,  nur  wenige  Ausnahmen  statt. 

Zuvörderst  mögen  für  gewisse  Elemente  besondere  Bezeichnungen  und 
Benennungen  festgesetzt  werden.  Nämlich  es  sollen  die  zwei  Ebenen  in  ^, 
welche  durch  die  Axen  A,  A^  gehen,  durch  p,  a  und  ihre  Durchschnitts- 
linie durch  X,  und  andererseits  sollen  die  zwei  Ebenen  in  ^^,  welche  durch 
A,  A,  gehen,  durch  C,,  ifj,  und  ihre  Durchschnittslinie  durch  tj  bezeichnet 
werden;  x  und  tj  sind  also  diejenigen  Strahlen  der  Strahlbüschel  2),  2)^ 
welche  beide  Axen  A,  A^  schneiden,  und  folglich  zugleich  dem  Strahlsystem 
[AAj]  angehören.  Femer  soll  diejenige  Ebene  in  2),  welche  durch  den 
Strahl  t,  in  2)^  geht,  durch  t,  und  die  Durchschnittslinien,  welche  sie  mit 
den  Ebenen  p,  a  bildet,  sollen  durch  y,  z,  und  andererseits  soll  diejenige 
Ebene  in  2)i,  welche  durch  den  Strahl  x  in  2)  geht,  durch  Si  und  ihre  Durch- 


*)  Es  bedeutet  nämlich  bei  den  obigen  Sätzen  (was  übrigens  auch  schon  aus  dem 
ganzen  Zusammenhang  zu  schliessen  ist),  z.  B.  das  Zeichen  [Sipifi]:  ein  oder  mehrere 
Kegelschnitte,  welche  durch  die  drei  Hauptpuncte  )i,  pi,  h  gehen;  [jipi]:  ein  oder 
mehrere  Kegelschnitte,  welche  durch  die  zwei  Hauptpuncte  ji,  pi  gehen;  [N]]  oder  [aj 
oder  [gl]:  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  drei  Hauptpuncte  gi,  pi,  fi  geht  und 
einer  bestimmten  Geraden  N  oder.a  oder  g  in  e  entspricht;  u.  s.  w..  Aehnliches  gilt 
von  ti. 
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schnittslinien  mit  den  Ebenen  di  %  aollen  durch  s,,  r,  bezeichnet  weidn. 
Die  Ebenen  p,  3,  t  und  C,,  ti„  E,  sollen  fortan  die  „Hanptebenen',  dk 
Strahlen  z,  y,  x  und  r,,  s^,  t,  die  „Hauptstrahlen",  oder  die  Dreiltacl» 
pST  und  C,i),£i  sollen  die'^Hauptdreiflache"  der  StrahlbSschel  3)  und 
^,  heissen.  Auch  mögen  die  Ebenenpaare  p  und  d,  o  und  i],,  t  md  E, 
entsprechende  Hauptebeuen,  und  die  Strahlenpaare  z  und  r,,  y  unds,, 
X  und  t,  entsprechende  Hauptatrahlen  genannt  werden.  Endlich  sdl 
derjenige  Strahl,  welchen  beide  Strahlbüschel  S,  S),  gemein  haben  (äe 
Gerade  durch  ihre  Mittelpuncte  S),  JD,),  durch  66;  bezeichnet  werden. 
Sodann  lassen  sich  die  voi^enannten  Äosnahmen  folgender  Gestalt  angeba 
(vei^l.  n,  1): 

„Die  sämmtlichen  Ebenen  der  Ebenenbüschel  z,  y,  x  und  r„ 
s,f  t,  haben  beziehlich  die  einzelnen  Hanptebonen  C,,  i],,  i,  ^ 
p,  a,  T  zu  entsprechenden  Ebenen;  und  ferner:  jede  Ebene  des 
EbenenbÜBchels  ee,  entspricht  sich  selbst,  oder  es  sind  in  ibi 
zwei  entsprechende  Ebenen  vereinigt." 

Mittelst  der  Hauptebenen  p,  3,  t  und  C,,  >),,  i,  lässt  sich  zu  jeder 
gegebenen  Ebene  des  einen  oder  anderen  Strahlbüschels  ^,  S),  die  ihr 
entsprechende  Ebene  finden  (ähnlicherweise  wie  oben  entsprechende  Puncte 

(n,  !))■ 

2)  Es  entsteht  nun  weiter  die  Frage,  wenn  in  einem  der  zwei  Strahl- 
büschel 2),  ©,  irgend  ein  bestimmtes  System  von  Ebenen  g^eben  ist, 
welchem  Gesetz  dann  die  ihnen  entsprechenden  Ebenen  im  anderen  StraU- 
büschol  miterworfen  seien?     Die  Antwort  hierauf  ergiebt  sich  sehr  leicht: 

a)  Man  denke  sich  zunächst  ii^nd  einen  Ebenenbüschel  1  im  Strahl- 
büschel 3),  so  werden  dessen  Ebenen  o,  %  i, durch  .solche  Strahl« 

a,  b,  c,  . . .  des  Strahlsystems  [AA,]  gehen,  welche  in  einem  einfachen 
Hyperboloid  liegen  ((I)  oder  (§  51)),  und  daher  werden  die  ihnen  ent- 
sprechenden Ebenen  o, ,  ß, ,  7, ,  ...  in  £),  irgend  eine  bestimmte  Kegel- 
lliichc  zweiten  Grades  [1,"|  iimhiillcn  (§  Fil,  IV",  4),  welche  notliwciidi^orwcisf 
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dem  Strahl  1  in  S),  entspricht  im  anderen  Strahlbüschel  ^^  ir- 
gend eine  bestimmte  Kogelfläche  zweiten  Grades  [IJ,  welche 
dem  Hauptdreiflach  Ci>2iS,  eingeschrieben  ist,  und  auch  umge- 
kehrt; 80  das9  also  den  gesammten  Strahjen  des  einen  Strahl- 
büschels, die  gesammten  Kegelflächen  zweiten  Grades  ent- 
sprechen, welche  im  anderen  Strahlbüschel  dem  Hauptdrei- 
flach eingeschrieben  sind.^ 

Bei  diesem  allgemeinen  Gesetz  finden  folgende  Ausnahmen  statt: 
Liegt  die  Axe  des  genannten  Ebenenbüschels  1  in  einer  der  drei  Haupt- 
ebenen p,  a,  T,  so  entspricht  ihm  in  S)i  ebenfalls  ein  Ebenenbüschel  1^, 
dessen  Axe  beziehlich  in  einer  der  drei  Hauptebenen  Ci,  >]n  ^  liegt;  (die 
Ebenenbfischel  1,  1,  sind  projectivisch,  liegen  ihre  Axen  in  p  und  Cp  oder 
in  a  und  >],,  so  sind  sie  perspectivisch,  liegen  dieselben  aber  .in  x  und  Sj, 
80  erzeugen  jene  ein  einfaches  Hyperboloid,  welches  allemal  durch  die  vier 
Geraden  A,  A^,  x,  t,  geht;  alle  möglichen  zusammengehörigen  Axen  1  und 
1,  erzeugen  drei  Paar  projectivische  ebene  Strahlbüschel  p  und  Ci,  es  und 
ijj,  T  und  Sj  (in  2)  und  2),),  wovon  die  zwei  ersten  Paare  perspectivisch 
sind,  nämlich  sie  haben  A,  A,  zu  perspectivischen  Durchschnitten  und 
jedes  hat  den  Strahl  ee,  zur  Projectionsaxe  u.  s.  w.). 

b)  Denkt  man  sich  nun  weiter  ein  System  von  Ebenen  in  2),  welche 
irgend  eine  Kegelfläche  K  vom  n^°  Grade  umhüllen,  und  fragt,  was  für 
eine  Kegelfläche  K,  die  ihnen  entsprechenden  Ebenen  in  2)i  berühren,  so 
ergiebt  sich  die  Antwort  ebenfalls  sehr  leicht.  Denn  da  irgend  eine  Kegel- 
fläche zweiten  Grades  [T],  welche  dem  Hauptdreifiach  pax  eingeschrieben 
ist,  mit  der  gegebenen  Kegelfläche  in  K  im  Allgemeinen  und  höchstens 
2n(n — 1)  gemeinschaftliche  Berührungsebenen  hat,  so  gehen  durch  einen 
bestimmten  Strahl  Tj  (der  jener  Kegelfläche  [T]  entspricht  (a)),  in  2)^ 
eben  so  viele  Ebenen,  welche  die  Kegelfläche  Kj  berühren,  und  folglich 
ist  die  letztere  im  Allgemeinen  von  der  2n(n— 1)**"  Classe  (§41,  IH, 
Note).  Da  femer  durch  jeden  der  drei  Hauptstrahlen  z,  y,  x  in  2)  im 
Allgemeinen  n(n — 1)  Ebenen  *  gehen,  welche  die  gegebene  Kegelfläche 
K  berühren,  so  muss  die  Kegelfläche  K,  jede  der  drei  Hauptebenen  C„ 
7),,  £,  im  Allgemeinen  n(n — l)mal  berühren;  u.  s.  w.  *) 

Ist  die  gegebene  Kegelfläche  K  insbesondere  nur  vom  zweiten  Grade, 
so  ist  die  ihr  entsprechende  Kegelfläche  K,  im  Allgemeinen  von  der 
vierten  Classe  und  berührt  jede  der  drei  Hauptebenen  Ci,  >j,,  Si  doppelt; 
oder  es  ist  in  diesem  Falle  die  Fläche  K^  entweder  von  der  vierten,  dritten. 


*)  Ist  z.  6.  die  gegebene  Kegelfläche  K  vom  zweiten  Grade,  und  geht  sie  durch  die 
drei  Hauptstrablen  z,  y,  x,  so  ist  die  ihr  entsprechende  Kegelfläche  Ki  von  der  vierten 
Classe  und  hat  drei  Wendungsstrahlen,  in  welchen  sie  von  den  drei  Hauptebenen 
Ci ,  t)i ,  Si  berührt  wird,  und  welche  in  einer  Ebene  liegen ;  u.  s.  w.  (vgl.  oben  11, 2,  d,  Note). 
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zweiten  oder  ersten  Glasse,  je  nachdem  jene  Fläche  K  entweder  keine, 
eine,  zwei  oder  alle  drei  Hanptebenen  p,  3,  t  berührt.     Aiso: 

„Jeder  Eegelfläche  zweiten  Grades  Ein3>,  welche  irgend  iwei 
der  drei  Hanptebenen  p,  o,  t  berührt,  entspricht  rn  S>,  ebenfalls 
eine  Eegetfläche  zweiten  Grades  E,,  welche  die  zwei  entsprechen- 
den (1)  Haaptebeneo  Ci,  >ii,  £,  berührt;  und  auch  umgekehrt" 

3)  Mittelst  der  vorstehenden  Fundamentalsätze  (1  und  2}  aber  die 
gegenseitige  fieziehui^  der  zwei  Strahlbüsche]  £),  S),  lassen  sich  nno 
ähnlicherweise,  wie  oben  (11,3)  bei  den  Ebenen  a,  e,,  die  daselbst  ut- 
gezeigten  Reihen  von  Eigenschaften,  Sätzen,  Aufgaben,  u.  s.  w.  [wenn  die« 
zuerst,  (vermöge  §33  und  §48)  auf  einen  der  zwei  Strahlbüschel  über- 
tragen worden],  auf  eine  neue  Art  travestiren;  ich  begnüge  mich  ab« 
damit,  hie^  darauf  aufmerksam  gemacht  zu  haben;  im  Nächstfolgendes 
(IV)  sollen  einige  dahin  gehörige  Beispiele  wenn  auch  unter  abgeänderter 
Gestalt  herausgehoben  werden. 

IV.  Die  Resultate,  welche  durch  die  zwei  vorhergehenden  Betnch- 
tungen  über  die  zwei  Paar  Gebilde  e  und  e,,  3)  und  ^,  entwickelt  worden, 
lassen  sich  (zufolge  §  33)  unmittelbar  von  jedem  Paar  dieser  Gebilde  aal 
das  andere  übertragen,  d.  h.  die  von  den  Ebenen  e,  e,  aufgefundenen 
Eigenschaften  (II)  lassen  sich  auf  die  Strahlbüschel  S>,  S), ,  und  die  von 
diesen  angedeuteten  K^enschaften  (III)  lassen  sich  unmittelbar  auf  jene 
übersetzen. 

1)  Nämlich  werden  z.  B.  die  Strahlbüschel  3),  S),,  nachdem  sie  nach 
obigv  Art  (III)  mittelst  des  Strahlsystems  [AA,]  auf  einander  bezogen, 
durch  zwei  beliebige  neue  Ebenen  b,  e,  geschnitten,  so  müssen  in  diesen 
entsprechende  Hauptelemente  entstehen,  wie  sie  jenen  zukommen,  d.  h.  es 
entstehen  in  den  Ebenen  s  und  e,  zwei  Hauptdroiseite  rst  und  z,y,x„ 
(leren  Seiten  r,  s,  t  und  z,,  y,,  x,  Hauptgera'de,  und  deren  Eckponcte 
(nach  der  Ordnung,  in  der  sie  den  Seiten  gegenüber  stehen)  g,  q,  j  mid 
r,,  5,,  t,  Hauptpuncte  sind,  und  diese  Hauptelomente  werden  beziehUch 
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2)  Dem' unendlich  entfern- 
ten Strahl  Q  (H,  2,  b): 

3)  Einem  gewissen  beson- 
deren Strahl  R: 

4)  Den  einzelnen  Seiten  r, 
8,  t  des  Hauptdreiseits  (als 
Strahlen  angesehen):  . 

5)  Den  gesammten  Strahlen 
der  Strahlbüschel  g,  Q,  jr: 

6)  Den  drei  Hauptgeraden 
r,  8,  t  (als  Gebilde  angesehen): 

7)  Irgend  einem  Strahlbü- 
schel 93,  d.  h.  irgend  einem 
Puncte  93  und  den  gesammten 
durch  ihn  gehenden  Strahlen: 


2)  Ein  bestimmter  endlich 
entfernter  Strahl  Q,. 

3)  Der  unendlich  entfernte 
Strahl  R,. 

4)  Die  gesammten  Strahlen 
der  Strahlbüschel  r,,  S^  t,. 

5)  Die  einzelnen  (Haupt-) 
Strahlen  z,,  y,,  x,. 

6)  Die    drei   Hauptgeraden 

^15  yi9  ^r 

7)  Ein  bestimmter  Kegel- 
schnitt [33J,  der  dem  Haupt- 
dreiseit  z,,  y,,  x^  eingeschrie- 
ben ist,  und  dessen  sämmt- 
liche  Tangenten  (HI,  2,  a); 

oder  schlechthin: 
Irgend     einem     Puncte    33,  Ein     bestimmter    Kegel- 

weicher   nicht    in    einer     der       schnitt    [33i],     welcher    dem 
drei  Hauptgeraden  r,  s,  t  liegt:       Hauptdreiseit  ZjyjX,    einge- 
schrieben ist; 

und  also: 
Den     gesammten    Puncten,  Die     gesammten     Kogel- 

welche    nicht    in    den     drei        schnitte  [z,y,xj,    welche    dem 

Hauptdreiseit  z,y,x,    einge- 
schrieben sind; 

Die  Puncte  in  den  drei 
Hauptgeraden  z,,  y,,  x,  *). 

8)Eine  Schaar  Kegelschnitte 
[gj],  d.  h.  alle  Kegelschnitte, 
welche  die  drei  Ilauptgcraden 
z,,  yj,  x,  und  eine  bestimmte 
vierte  Gerade  g,  berühren. 

9)  Die  Schaar  Parabeln  [R,], 
d.  h.  alle  Parabeln,  welche  dem 
Hauptdreiseit  z^yjXj  einge- 
schrieben werden  können. 

10)  So  befindet  sich  unter 
der  Schaar  Kegelschnitte  [g,]. 


Hauptgeraden  r,  s,  t  liegen: 

Don  Puncten  in  den  drei 
Hauptgeraden  r,  s,  t*): 

8)  Irgend  einer  Geraden  g, 
d.  h.  der  Schaar  Puncto,  die 
in  irgend  einer  Geraden  g  lie- 
gen: 

9)  Jener  besonderen  (3) 
Geraden  R: 


10)    Da    die    Gerade    g    (8) 
der  besonderen  Geraden  R  nur 


*)  und  zwar  sind  die  Geraden  r  und  Zi ,  s  und  yi ,  t  und  Xi ,  in  Ansehung  der 
entsprechenden  Punctepaare,  projectivisch. 
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in   einem  einzigen   Punct    be- 
gegnet: 

11)  Geht  die  Gerade  g  durch 
eitlen  der  drei  Hauptpuncte  J, 
q,  P  (5): 

U.   8.   W. 


(welche  vier  Gorade  x,,  y,,  i,. 
g,  berühren)  nur  eine  einiige 
Parabel. 

11)  So  vereinigt  sich  in 
Gerade  g,  mit  einer  der  drei 
Hauptgeraden  z^,  y,,  x,,  die 
dann  von  der  Schasr  Kegel- 
schnitte [g,]  in  einem  be- 
stimmten PoDct  beröhrt  vird. 
U.  s.  w. 


1)  Irgend  zwei  Strahlen  a,  b; 

dem  durch  sie  bestimmten 
Punct  S,  d.  h.  ihrem  Durch- 
achnittspUDCt; 

and  dem  durch  sie  and 
durch  die  Hauptgeraden  r,  s,  t 
bestimmten    Kegelschnitt   [S]: 

2)  irgend  einem  Kegel- 
schnitt [%]  (der  dem  Haupt- 
dreiseit  rst  eingeschrieben  ist); 

irgend  einem  Punct  *P  in 
dessen  Umfang: 


und     dem     ihn     in     diesem 
Puncte  berührenden  Strahl  a: 


1)  Zwei  bestimmte  Strah- 
len a,,  b, ; 

der  durch  sie  anddarchdie 
Hauptgeraden  z, ,  y, ,  x,  be- 
stimmte Kegelschnitt  [99,]; 

der  durch  sie  bestimmte 
Punct,  d.  h.  ihr  Durchschnitts- 
punct  %,. 

2)  Ein  bestimmter  Pnnct  t,; 


ein  bestimmter  Kegel- 
schnitt  [$,],  der  durch  ihn  geht 
(und  dem  Hauptdreiseit  z,y,i, 
eingeschrieben  ist); 

der  in  ihm  von  die- 
sem Kegelschnitte  berührte 
Strahl  a,. 
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5)  Da  irgend  zwei  Kegel- 
schnitte [3»],  [5R]  (die  dem 
Dreiseit  rst  eingeschrieben 
sind)  einander  im  Allgemeinen 
und  höchstens  in  vier  Puncten 
a,  6,  C,  b  schneiden: 

U.  s.  w. 


5)  So  giebt  es  im  Allge- 
meinen und  höchstens  vier 
Kegelschnitte  [aj,  [bj,  [cj,  [bj, 
welche  durch  zw(3i  bestimmte 
Puncte  ÜWj,  Slj  gehen  (und  drei 
Gerade    Zj,    y,,    x^    berühren). 

U.  s.  w. 


C. 


1)  Irgend  einem  Kegel- 
schnitt, der  irgend  zwei  der 
drei  Hauptgeraden  r,  s,  t  be- 
rührt, z.  B.  irgend  einem  Ke- 
gelschnitt [rs],  der  r,  s  berührt; 
der  Schaar  Puncte  $,  die  in 
seinem  Umfange  liegen;  (und 
der  Schaar  Strahlen  a,  die  ihn 
berühren): 

2)  Da  von  der  Schaar  Puncte 
^  (1)  des  Kegelschnittes  [rs] 
im  Allgemeinen  und  höchstens 
zwei  in  der  besonderen  Gera- 
den R  liegen: 


3)  Da  irgend  zwei  Kegel- 
schnitte [rs]  einander  im  All- 
gemeinen in  vier  Puncten  a, 
b,  C,  b  schneiden: 

U.  s.  w. 


1)  Irgend  einer  beliebigen 
Curve  C  des  n*^  Grades: 

Da  durch  jeden  der  drei 
Hauptpuncte  g,  tf,  ]C  im  Allge- 
meinen n(n — 1)  Strahlen  ge- 
hen, welche  die  gegebene 
Curve  C  berühren: 


1)  Ein  bestimmter  Kegel- 
schnitt, der  die  entsprechen- 
den zwei  Hauptgeraden 
(z, ,  y, ,  Xj)  berührt,  also  z.B. 
ein  bestimmter  Kegelschnitt 
[z,yj;  die  Schaar  Kegelschnitte 
[^,],  die  ihn  berühren;  (und 
die  Schaar  Strahlen  a^,  die 
ihn  (und  diese  Kegelschnitte) 
berühren). 

2)  So  sind  unter  der  Schaar 
Kegelschnitte  [^J,  (die  einen 
Kegelschnitt  [Zjy,],  zwei  Tan- 
genten Zj ,  y,  desselben  und 
eine  dritte  Gerade  x,  berüh- 
ren), im  Allgemeinen  zwei  Pa- 
rabeln. 

3)  So  können  irgend  zwei 
Kegelschnitte  [z,y,]  im  Allge- 
meinen von  vier  bestimmten 
Kegelschnitten  [aj,  [bJ,  [c,], 
[b,]  berührt  werden.     U.  s.  w. 


D. 


1)  Eine  bestimmte  Curve 
C,  der  2n(n— 1)*«"  Classe  (111, 
2,  b). 

So  muss  jede  der  drei 
Hauptgeraden  z,,  yj,  x^  im  All- 
gemeinen n(n — 1)  mal  von  der 
genannten  Curve  Cj  berührt 
werden. 


U.  s.  w. 
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2)  Irgend  oiDem  beliebigen  2)  Eine  beBtimmte  GntTeC, 
EegeUchnitt  C,   der  keine  der       vierter    Classe,     die    jede   dei 

.  drei  Hsaptgeraden  r,  b,  t  be-  drei   Hauptgeradea    z„   y,,  i, 

rührt,  '  doppelt  berührt; 

der  Schaar  Puncte  $,   die  die     Schaar    Kegelschnittt 

in  seinem  Umfange  liegen,  und  [^,],  die  sie  berühren,  und  die 

der  Schaar  Strahlen  a,  die  ihn  Schaar  Tangenten    a,,    die  sit 

in  diesen  Puncten  berühren:  mit  diesen  (in  den  Berährnngi- 

puncten)  gemein  hat. 

3)  Irgend  einem  beliebigen  3)  Eine  solche  Curve  C, 
Kegelschnitte,  welcher  durch  vierter  "Classe,  die  drei  singa- 
jeden  der  drei  Hauptpanctc  j,  läre  Puncte  hat,  in  denen  sie 
\),  f  geht:  von    den    drei    Hauptgeraden 

U.  s.  w.  z,,  y,,  X,  berührt  wird,  ond  dit 

in  einer  Geraden  liegen, 
ü.  s.  w. 
Hiemach  sieht  man,  wie  die  gegenseitige  Beziehung  der  Ebenen  e,  e,, 
(oder  der  Strahlbüschel  Si,  ED,),  mit  der  gegenseitigen  Beziehung  der 
neuen  Ebenen  t,  ^^  (II)  einerseits  übereinstimmt,  und  andererseits  sich  vra 
dieser  unterscheidet;  nämlich  sie  stimmt  dem  Umfange  nach  ganz  mit 
der  letzteren  uberein,  bo  dass  alle  jene  Eigenschaften,  Sätze,  Aufgaben  etc. 
von  welchen  oben  (U,  3)  Erwähnung  geschah,  sich  eben  so  vielfältig  durch 
sie  umwandeln  lassen,  und  dass  überhaupt  alle  daselbst  gemachten  Be- 
merkungen auch  auf  sie  Anwendung  finden;  dagegen  aber  unteracheidet 
sie  »ich  von  der  anderen  durcli  die  Art  der  enteprechenden  Elemente, 
und  zwar  dei^estalt,  dass  wenn  z.  B.  irgend  ein  Satz  über  Figuren  in  dn 
Ebenen  e,  e,  gegeben  ist,  dann  der  entsprechende  Satz  in  den  neuen  Ebenen 
e,  e,  (oder  in  den  Strahlbüscheln  ED,  S),)  unmittelbar  daraus  at^eleitrt 
werden  kann,  wenn  man  hier  überall:  Gerade,  Punct,  Hauptdreiseit, 
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einander  beziehen.  Werden  zu  diesem  Endzweck  die  Puncto,  in  welchen 
8  von  den  Axen  A,  Aj  getroffen  wird,  wie  oben  (II),  durch  r,  ^  der  durch 
sie  gehende  Strahl  durch  x,  und  werden  andererseits  die  Ebenen  in  35,, 
welche  durch  die  Axen  A,  A,  gehen,  wi§  oben(in)  durch  Ci,  >3i,  ihre 
DurchschnittsUnie  durch  tj,  wird  femer  der  Punct,  in  welchem  e  vom 
Strahle  t,  getroffen  wird,  durch  t,  und  werden  die  Geraden,  in  welchen 
sie  von  den  Ebenen  d,  ^li  geschnitten  wird,  durch  z,  y;  und  wird  endlich 
diejenige  Ebene  in  2),,  welche  durch  den  Strahl  x  geht,  durch  £,,  und 
werden  die  Strahlen,  in  welchen  sie  die  Ebenen  C,,  tj,  schneidet  (oder 
welche  durch  jene  Pulste  r,  ^  gehen),  durch  r, ,  s,  bezeichnet:,  so  kann, 
in  ähnlichem  Sinne,  wie  oben  (11  und  III),  das  Dreieck  x^t  Hauptdreieck 
der  Ebene  e,  und  das  Dreifl^ch  C,>3,5,  Hauptdreiflach  des  Strahlbüschels 
S)j,  und  femer  können  z.  B.  derjenige  Punct  a  in  e  und  diejenige  Ebene 
a^  in  S),,  welche  beide  durch  irgend  einen  und  denselben  Strahl  a  des 
Strahlsystems  [AA,]  bestimmt  werden,  entsprechende  Elemente  der 
Gebilde  s,  S)|  genannt  werden,  u.  s.  w.,  so  dass  sich  alsdann  zwischen 
diesen  zwei  Gebilden  eine  analoge  Beziehungstabelle  aufstellen  lässt,  wie 
oben  zwischen  gleichartigen  Gebilde-Paaren;  was  etwa  durch  folgende  ein- 
zelne Beispiele  erläutert  werden  mag: 

a)  Den  Elementen  und  Gebilden 
in  der  Ebene  e  ...  entsprechen  ...  im  Strahlbüschel  35,: 


1)  Irgend  einem  Puncte  a 
(im  Allgemeinen): 

2)  Irgend  einer  Geraden  1, 
d.  h.  den  gesammten  Puncten, 
die  in  irgend  einer  Geraden  1 
liegen,  welche  durch  keinen 
der  drei  Hauptpuncte  r,  S,  t 
geht: 

3)  Irgend  einem  Strahlbü- 
schel 93,  d.  h.  den  gesammten 
Geraden,  die  durch  irgend  ei- 
nen Punct  33  gehen,  welcher 
in  keiner  der  drei  Hauptgera- 
den z,  y,  X  liegt: 

4)  Irgend  einem  dem  Haupt- 
dreieck x^t  umschriebenen  Ke- 
gelschnitt [1]: 

5)  Irgend  einem  Kegel- 
schnitt, welcher  durch  irgend 


l)Eine  bestimmte  Ebene  a,. 

2)  Eine  bestimmte  Kegel- 
fläche [IJ,  d.h.  die  gesammton 
Berührungsebenen  einer  Ke- 
gelfläche zweiten  Grades,  wel- 
che dem  Hauptdreiflach  C^),?! 
eingeschrieben  ist. 

3)  Eine  bestimmte  Schaar 
Kegelflächen  [33,]  zweiten  Gra- 
des, welche  ausser  den  drei 
Hauptebenen  C,,  >],,  5,  eine  be- 
stimmte vierte  Ebene  33,  be- 
rühren. 

4)  Ein  bestimmter  Strahl 
1,  (oder  Ebenenbüschel  1,),  der  in 
keiner  der  3  Hauptebenen  C,, 
1p  S,  liegt. 

5)  Eine  Kegelfläche  zweiten 
Grades,    welche    die    entspre- 
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zwei  Hauptpnncte  gebt,   etwa        chenden  zwei  Uauptebenen  be- 
einem  Kegelschnitt  [xS]:  räbrt,    also    eine    Kegeiflicht 

Oder  denkt  man  sich  nun  eine  neae  Ebene  E, ,  welche  den  StnU- 
büschel  3),  schneidet,  und  behält  die  oben  (1)  itir  die  Haaptelemeott 
derselben  festgesetzten  Bezeichnungen  und  Benennungen  bei,  so  hat  mm 
zwischen  den  Ebenen  s,  E,  folgende  gegenseitige  Beziehung: 

J)  Den  Elementen  und  (lebilden 
in  der  Ebene  e  ...  entsprechen  ...  in  der  Ebene  E,: 
1)    Irgend    einem   Punct    a  1)    Irgend    eine    bestimmtt 


im  Allgemeinen: 

2)  Den  gesammtcn  Puncten, 
welche  in  einer  der  drei 
Hauptgeraden  x,  y,  z  liegen: 

3)  Den  einzelnen  Haupt- 
puncten  r,  S,  t: 


4)  Einem   gewiss 
deren  Punct  SR: 


bcson- 


b)  Irgend   einer  Geraden 


Gerade  a,. 

2)  Eine  und  dieselbe  Ge- 
rade, nämlich  eine  der  drei 
Hauptgeraden  x,,  y,,  z,. 

3)  Die  sämmtlicheo  Stnh- 
len  der  Hauptstrahlbnschel  i„ 
ä„  t,. 

4)  Die  unendlich  entfernte 
Gerade  R,. 

5)  Ein    bestimmter    Kegel- 


weiche  durch  keinen  der  drei  schnitt     [g,],      weicher    dem 

Hauptpuncte  r,  §,  t  geht;    der  Hauptdreiseit     z,y,x,      einge- 

Schaar    Puncte,     die     in     ihr  schrieben  ist;    die  Schaar  Ge- 

liegen:  ■  rader,  die  ihn  berühren. 

Daher: 
Den     gesammten     Geraden  Die     gesammten     Kegel- 

(in  der  Ebene):  schnitte  [z,y,Xj]. 

6)     Dnr     uncriiilicli     (.MilfiTiiten ^i)    Ein    ln'stimintcr    liesoudcrfr 


59,  IV. 


Ueber  Abhängigkeit  verschiedenartiger  Figuren. 


431 


Und  also: 


Den  gesammten  Strahlen 
eines  der  drei  Strahlbüschel 
r,  g,  t: 

8)  Irgend  einem  Strahlbü- 
schel 93,  d.  h.  den  gesammten 
Geraden,  welche  durch  irgend 
einen  Punct  33  gehen,  (der  in 
keiner  der  drei  Hauptgeraden 
z,  y,  X  liegt): 

9)  Dem  besonderen  Sfrahl- 
büschel  SU  (4): 


Die  gesammten  Puncto  der 
entsprechenden  Hauptgeraden 


^1?  Yi'  ^1* 


10)  Da  von  den  Strahlen 
des  Strahlbüschels  93  (8)  nur 
ein  einziger  durch  den  beson- 
deren Punct  9t  geht: 

11)  Irgend  einem  Kegel- 
schnitt [T],  welcher  dem 
Hauptdreieck  x^t  umschrieben 
ist;  der  Schaar  Puncto,  welche 
in  ihm  liegen;  und  der  Söhaar 
Gerader,  welche  ihn  berühren: 


8)  Eine  Schaaf  Kegel- 
schnitte PSJ,  d.  h.  alle  Kegel- 
schnitte, welche  ausser  den 
drei  Hauptgeraden  Zj,  y,,  Xj 
noch  eine  bestimmte  vierte 
Gerade  Bj  berühren. 

9)  Die  Schaar  Parabeln  [RJ, 
(welche  dem  Hauptdreiseit 
z,y,Xj  eingeschrieben  werden 
können). 

10)  So  befindet  sich  unter 
der  Schaar  Kegelschnitte  [BJ, 
welche  irgend  vier  Gerade  z,, 
yj,  Xj,  Bj  berühren,  nur  eine 
einzige  Parabel  (9). 

11)  Ein  bestimmter  Punct 
3^;  die  Schaar  Gerader,  die 
durch  ihn  gehen  (d.  i.  der  Strahl- 
büschol  St,);  und  die  Schaar 
Kegelschnitte  [St,],  die  durch 
ihn  gehen  (und  dem  Haupt- 
dreiseit z^y^x,  eingeschrieben 
sind). 


Daher: 


Den  gesammten  Kegel- 
schnitten [x^t]: 

12)  Da  der  Kegelschnitt  [T] 
(11)  im  Allgemeinen  und  höch- 
stens von  zwei  Strahlen  des 
Strahlbüschels  SR  (9)  berührt 
wird: 

13)  Der  Schaar  Kegel- 
schnitte [P],  welche  durch  ir- 
gend einen  Punct  $  gehen, 
(und  dem  Hauptdreieck  rSt 
umschrieben  sind): 


Die  gesammten  Puncto. 


12)  So  sind  unter  der  Schaar 
Kegelschnitte  [St,],  welche 
durch  einen  Punct  St,  gehen 
und  drei  Gerade  Zj,  yj,  x,  be- 
rühren im  Allgemeinen  zwei 
Parabeln  [RJ. 

13)  Die  Schaar  Puncto  $,, 
welche  in  irgend  einer  Gera- 
den Pj  liegen,  (die  durch  keinen 
der  drei  Hauptpuncte  r„  §,,  t, 
geht). 
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14)  Der  Schaar  Kegel- 
Bchnitte  [G],  welche  irgend  eine 
Gerade  G  berühren  (und  dem 
Hauptdroiock  xSt  amschrieben 
sind): 

15)  Der  Schaar  Parabeln  [Q], 
die  dem  Hauptdreieck  rSt  um- 
schrieben werden  können: 

.  16)  Unter  der  Schaar  Kegel- 
schnitte [P],  welche  durch  vier 
gegebene  Puncte  i,  S,  t,  $  ge- 
hen (13),  befinden  aich  im  All- 
gemeinen zwei  Parabeln;' 

17)  Da  irgend  zwei  K'egel- 
Bchnitte  [M],  [N],  (welche  dem 
Hanptdreiock  rSt  umschrieben 
sind),  im  Allgemeinen  und 
höchstens  von  vior  Geraden 
a,  b,  c,  d  .berührt  werden: 

18)  Durch  drei  gegebene 
Puncte  T,  ä,  t  gehen  im  Allge- 
meinen und  höchstens  vier 
Kegelschnitte  [a],  [b],  [c],  [d], 
wovon  jeder  irgend  zwei  gege- 
bene Gerade  M,  N  berührt: 

U.  s.  w. 
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Wenn   inabesondere   die   Ebene 


14)  Die  Schaar  Pa&cte  9,, 
welche  in  einem  bestimmten 
Kegelschnitt  [@,]  liegen,  (der 
dem  Hauptdreiseit  z,y,x,  eiB- 
geschrieben  ist). 

15)  Die  Schaar  Panete  &, 
des  besonderen  (dem  Haupt- 
dreiseit z,y,x,  eingeschriebe- 
nen) Kegelschnittes  [O,]- 

16),Weil  die  Gerade  P,  mü 
dem  Kegelschnitt  [Q,]  im  All- 
gemeinen und  höchstens  iwei 
Puncte  gemein  hat. 

17)  So  giebt  es  im  Allge- 
meinen und  höchstens  vier 
Kegelschnitte  [a,].[b,],[c, ],[&.], 
welche  drei  gegebene  Gerade 
z,,  y,,  X,  berühren  und  durch 
zwei  gegebene  Puncte  3R,,  % 
gehen. 

18)  Weil  irgend  zwei  Ke- 
gelschnitte [5R,],  [%},  welche 
dem  Hauptdreiseit  z,y,x,  eiD- 
gcschrieben  sind,  einander 
im  Allgemeinen  und  höch- 
stens in  irgend  vier  Puncten 
a,,  b|,  c,,  bi  schneiden.    U,  s.  w. 

E,    mit   der   Ebene  e   zusammenlXllt, 
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die  gesammten  Resultate,  welche  in  den  vorstehenden  Betrach- 
tungen (von  n  bis  hierher),  theils  entwickelt,  theils  bloss  ange- 
deutet worden,  sich  mittelst  der  Strahlbüschelpaare  S)  und  S),, 
D  und  Dj,  S)  und  D,  auf  die  Kugelfläche  übertragen  lassen  (siehe 
Anmerk.  §  34  und  §  48). 

y.  Bei  den  vorstehenden  Betrachtungen  sind,  ähnlicherweise  wie  bei 
vielen  früheren  Betrachtungen,  verschiedene  besondere  Fälle  möglich,  die 
nämlich  dadurch  entstehen,  dass  man  den  Axen  A,  Aj  und  den  Gebilden 
e  und  Sp  S)  und  ^p  u.  s.  w.  eigenthümliche  Lage  zukommen  lässt,  dass 
man  z.  B.  die  eine  oder  andere  Axe,  oder  das  eine  oder  andere  Gebilde 
in  unendliche  Feme  versetzt,  u.  s.  w.;  dadurch  erhalten  dann  auch  die 
Resultate  eigenthümliche  Aussagen,  wodurch  sie  oft  mehr  Interesse  erregen, 
als  die  allgemeinen  Resultate.  In  der  Folge  wird  sich  Gelegenheit  dar- 
bieten, alle  diese  Fälle  zu  erörtern,  wo  alsdann  nach  «vorangegangener 
Entwickelung  der  Eigenschaften  projectivischer  Ebenen  und  Strahlbüschel 
die  Masse  der  Resultate  etwas  ausgedehnter  und  umfassender  sein  wird. 
Hier  mag  zum  Schlüsse  mit  den  betrachteten  Figuren  noch  folgendes  Ma- 
növer vorgenommen  werden,  wodurch  einige  Eigenschaften,  die  vorhin  mit 
Stillschweigen  übergangen  worden,  klarer  und  bestimmter  hervortreten, 
und  wodurch  man  eines  Theils  eine  freierfe  Uebersicht  über  die  vorher- 
gehenden Betrachtungen,  über  deren  Zusammenhang  und  über  die  daraus 
entsprungenen  Resultate  gewinnt. 

Das  den  obigen  Betrachtungen  zu  Grunde  liegende  Strahlsystem  [AA,], 
welches  einerseits  durch  zwei  Gerade  A,  Aj,  und  andererseits  durch  zwei 
Ebenenbüschel  A,  A,  erzeugt  wird,  indem  nämlich  jeder  Strahl  desselben 
sowohl  durch  irgend  zwei  Puncto  dieser  Geraden,  als  durch  irgend  zwei 
Ebenen  dieser  Ebenenbüschel  bestimmt  wird,  kann  durch  Veränderung 
der  Lage  dieser  Gebilde  in  folgende  besondere  Fälle  übergehen.  Man  kann 
nämlich  einerseits  die  Geraden,  für  sich  betrachtet,  so  legen,  dass  sie  ein- 
ander schneiden,  mithin  in  irgend  einer  Ebene  liegen,  die  durch  e,  be- 
zeichnet werden  mag,  wodurch  dann  offenbar  alle  Strahlen  in  diese  Ebene 
hineingezogen  werden,  und  zwar  dergestalt,  dass  sie  genau  die  gesammten 
Strahlen  (Geraden)  dieser  Ebene  sind;  und  andererseits  kann  man  die 
Ebenenbüschel,  für  sich  betrachtet,  so  legen,  dass  ihre  Axen  sich  schneiden, 
dass  sie  mithin  in  irgend  einem  Strahlbüschel  liegen,  der  durch  S)^  be- 
zeichnet werden  mag,  wodurch  dann  offenbar  alle  jene  Strahlen  in  diesen 
Strahlbüschel  zusammengedrängt  werden,  und  zwar  dergestalt,  dass  sie 
genau,  oder  einfach,  die  gesanmiten  Strahlen  dieses  Strahlbüschels  sind. 
Denkt  man  sich  nun  nebst  diesen  zwei  besonderen  Strahlsystemen  e,  und 
S),  auch  noch  zugleich  jenes  ursprüngliche  Strahlsystem  [AA,],  und  be- 
zeichnet das  letztere,  um  anzudeuten,  dass  es  im  Räume  beliebig  liege, 
durch  R,   so  findet  alsdann  zwischen  den  drei  Strahlsystemen  R,   s,,   S)^ 
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die  Beziehung  statt,  dass  jedem  beliebigen  Strahl  in  einem  derselben,  i^ 
gend  ein  bestimmter  Strahl,  sowohl  in  dem  einen,  als  in  dem  ander«, 
der  zwei  übrigen  (Strahlsysteme)  entspricht;  z.  B.  ii^end  einem  StnU  i 
in  R,  welcher  die  Geraden  Ä,  Ä,  in  den  Pnncten  a,  0,  trifft,  und  in  wel- 
chem sich  die  zwei  Ebenen  a,  o,  der  Ebenenbfischel  A,  A,  schneiden,  «at- 
spricht  in  e,  ein  bestinunter  Strahl  aa,,  und  in  S),  ein  bestimmter  Stnhl 
aa^  (d.  1.  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  a,  a,).  Daher  ist  Imcht  ta 
erachten,  daes  gewisse  Eigenschaften,  welche  einem  der  drei  Strahlsysteme 
inikommen,  aach  in  irgend  einer  entsprechenden  Form  auf  die  jedesnu- 
l^n  beiden  übrigen  Systeme  übei^hen  müssen,  niid  zwar  beruht  diese 
Abhängigkeit  Tomehmlich  auf  den  projectivischen  Eigenschaften  der  Gnind- 
gebilde,  d.  h.  auf  den  -vielialtigen  projectivischen  Beziehungen  der  Geraden 
A,  A,  und  der  Ebenenböschel  Ä,  A,.  Man  denke  sich  z.  B.  im  erst«! 
Strahlsystem  R  irgend  eine  Schaar  Strahlen,  welche  in  einem  einfachen 
Hyperboloid  li^n,  so  werden  durch  sie  einerseits  die  Geraden  A,  A,  nnd 
andererseits  die  Ebenenbüschel  A,  A,  projectivisch  auf  einander  bezc^ea. 
tmd  daher  werden  im  Allgemeinen  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  b 
E,  eiaen  Kegelschnitt  umhüllen,  welcher  die  Hauptgeraden  A,  A,  berührt 
(§  3S,  rV),  und  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  in  ^,  werden  in  einer 
Kegelfiäche  zweiten  Grades  liegen,  welche  dnrcb  die  Axen  (der  Hanpt- 
ebenenbÜBchel)  A,  A,  geht  (§  38,  ü).  Werden  diejenigen  zwei  Funde 
der  Geraden  A,  A,  in  e,,  welche  in  ihrem  gegenseitigen  Durchschnitte 
vereinigt  sind,  durch  e,  e,,  and  werden  diejenigen  zwei  Ebenen  der  Ebeuen- 
büschel  A,  A,  in  S),,  welche  aufeinander  fallen,  durch  tj,  ij,  bezeichnet 
and  wird  femer  angenommen,  es  sei  e  derjenige  Strahl  in  R,  welcher  zn- 
gleich  einerseits  die  Puncte  e,  e,  der  Geraden  A,  A,  verbindet,  und  an- 
dererseits die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  vj,  i),  der  Ebenenbüschel  A 
Aj  ist,  so  werden  also,  im  Falle  diener  Strahl  e  zu  der  Schaar  Strahlen 
des  genannten  Hyperboloids  gehört,  einerseits  die  Hauptgeraden  in  e, ,  und 
andererseits   die  llaupteboneubüschol   in  Sü,,    allemal   perspectivisch  sein 
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in  Hinsicht  der  Hanptebenenbiiscliel  A,  A,  in  S),  stattfindet.  Demnach 
entsprechen  den  gesammten  einfachen  Hyperboloiden  in  R,  welche  den 
Strahl  e  gemein  haben ,  einerseits  die  gesammten  Puncte  der  Ebene  e,, 
und  andererseits  die  gesammten  Ebenen  des  Strahlbüschels  ^,;  den  ge- 
sammten Hyperboloiden  in  R  aber,  welche  nicht  durch  den  Strahl  e  gehen, 
entsprechen  in  e,  die  gesammten  Kegelschnitte,  welche  dem  Winkel  AA, 
eingeschrieben,  und  in  S),  die  gesammten  Eegelflächen  zweiten  Grades, 
welche  dem  Winkel  AA,  umschrieben  sind.    ü.  s.  w. 

Zufolge  dieser  Betrachtung  lassen  sich  also  zwischen  den  drei  Strahl- 
systemen R,  8,,  S),  ähnliche  Beziehungstabellen  aufstellen,  wie  oben 
(n,  in  u.  IV).  Die  Form  dieses  Papiers  gestattet  aber  nicht,  die  ent- 
sprechenden Eigenschaften  aller  drei  Systeme  neben  einander  zu  stellen, 
wie  es  vermöge  ihres  Zusammenhanges  eigentlich  sein  sollte.  Sie  sollen 
daher  nur  paarweise  neben  einander  gesetzt  werden,  und  zwar  nur  die 
zwei  Paare  R  und  s,,  e,  und  S),.  Die  Fundamentaleigenschaften,  auf 
denen  die  Beziehung  dieser  zwei  Paare  beruht,  sind  folgende: 

a)  Den  Elementen  und  Figuren 
in  e,  ...  entsprechen  ...  in  R: 

1)  Irgend   einem  Strahle  a:  1)  Irgend  ein  Strahl  a. 

(Dem  unendlich  entfernten  (Der     unendlich     entfernte 

Strahle  Q:)  Strahl  Q.) 


2)  Irgend  einem  Puncte  IB 
als  Mittelpunct  eines  Strahl- 
büschels angesehen: 

3)  Also  den  gesammten 
Puncten: 

4)  Irgend  einer  Geraden  g, 
das  heisst,  der  Schaar  Puncte, 
welche  in  ihr  liegen: 

(Der  unendlich  entfernten 
Geraden  Q:) 


5)  Irgend  einem  Kegel- 
schnitt [AAj],  welcher  die 
Hauptgeraden  A,  A,  berührt: 

6)  Irgend  einer  Curve  C; 
irgend  einem  Puncte  P  in  der- 
selben;   und    der   sie    in  dem- 


2)  Irgend  ein  einfaches  Hy- 
perboloid [33],  welches  durch 
A,  A,  und  den  Strahl  e  geht. 

3)  Die  gesammten  einfachen 
Hyperboloide,  welche  die  drei 
Strahlen  A,  Aj,  e  gemein  haben. 

4)  Eine  Schaar  einfacher 
Hyperboloide  [G]  ,  welche 
ausser  A,  A^,  e,  irgend  einen 
vierten  Strahl  g  gemein  haben. 

(Die  gesammten  hyperbo: 
lischcn  Paraboloide,  welche 
durch  die  drei  Strahlen  A,  A,, 
c  gehen.) 

5)  Irgend  ein  einfaches  Hy- 
perboloid [AA,]. 

6)  Irgend  eine  geradlinige 
Fläche  C;  irgend  ein  sie  be- 
rührendes    einfaches     Hyper- 

28* 
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S»,T. 


selben  berührenden  Tangente       boloTd  P;  und  der  Strahl,  l&Dgs 

T:  dessen  es  dieselbe    beröhrt 

U.  8.  w.  ü.  3,  w, 

ß)  Den  Elementen  und  Figuren 

in  8,  ...  entsprechen  ,,,  in  2),: 


1)  Jedem  Strahl  (Gera- 
den) a: 

2)  Jedem  Punkt  oder 
Strahlbnschel  S: 

3)  Jeder  Geraden  g,  als  Ge- 
bilde, welches  eine  Schaar 
Punkte  enthält,  angesehen: 

(Der  unendlich  entfernten 
Geraden  Q:) 

4)  Einem  Kegel8chnitt[AA,], 
der  die  Hauptgeraden  Ä,  A, 
berührt: 

5)  Irgend  einem  beliebigen 
Kegelschnitte  C: 

6)  Irgend  einer  beliebigen 
Curve  C;  irgend  einem  Punkte 
^  derselben;  und  der  zuge- 
hörigen Tangente  T; 

ü.  8.  w. 


1)  Irgend  ein  Strahl  a. 

2)  Eine  Ebene  oder  eis 
ebener  Strahlbüscfael  ß. 

3)  Irgend  ein  Ebenenbä- 
scfael  y. 

(Ein  bestimmter  Ebeneo- 
büschel.) 

4)  Eine  Kegelfläche  [AA,] 
zweiten  Grades,  die  durch  die 
Hauptstrahlen  A,  Ä,  geht 

5)  Irgend  eine  Kegelfläche 
zweiten  Grades  -j. 

6)  Irgend  eine  bestimmte 
Kegelfläche  y;  irgend  eine  sie 
berührende  Ebene  ß;  and  ihr 
Berührungsstrahl  t. 

U.  8.  w. 


Wird  der  Strahlbüschel  S>,  durch  ii^end  eine  Ebene  E,  geschnitten, 
so  beruht  die  Beziehung  der  Ebenen  e,  und  E,  auf  folgenden  Fund&mental- 
eigenschaften : 

■f)   Den  Elementen  und  Figuren 
in  e,     ...     entsprechen     ...     in  E,: 
1)      Jedem       Punkt       oder l)Ein  Strahl  oder  eine  Ge- 
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Daher: 
5)  Irgend  einer  Curve  C  vom  5)     Eine     Curve    6     vom 

n*«»  Grade:  n(n — 1)*~  Grade,   oder  von  der 

U.  8.  w.  n*^  Classe. 

U.    8.   W. 

Wenn  bei  den  Ebenenbüscheln  A,  A,  in  2),,  wie  vorhin  angenommen 
worden,  die  Ebenen  tj,  y),  aufeinander  liegen,  dagegen  die  Geraden  A,  A, 
in  e,  80  gelegt  werden,  dass  statt  der  Pmicte  e,  e,  irgend  zwei  andere 
Puncto,  etwa  b,  bj,  in  ihrem  Durchschnitte  vereinigt  sind,  und  wenn  so- 
dann die  gegenseitige  Beziehung  der  Strahlsysteme  S)„  e,,  in  Rücksicht 
auf  ihre  entsprechenden  Elemente,  wie  diese  bei  ihrem  ursprünglichen 
Zusammenhange  in  R  bestimmt  werden,  betrachtet  wird,  so  ist  diese  Be- 
ziehung gleich  derjenigen,  welche  zwischen  den  obigen  Gebilden  e,  S)^ 
(IV,  2,  a)  stattfand.  Das  vorstehende  Beziehungssystem  (y)  ist  daher 
nur  ein  besonderer  Fall  des  obigen  (IV,  2,  ß).  (Ebenso  erhält  man,  wenn 
man  das  Strahlsystem  R  durch  irgend  eine  Ebene  e^  schneidet,  ein  Be- 
ziehungssystem zwischen  den  Ebenen  e,  und  e^,  welches  ein  besonderer 
Fall  des  obigen  (TV,  2,  ß)  ist.) 

Das  vorstehende  Beziehungssystem  (y)  enthält  übrigens  die  Funda- 
mentalsätze ,  auf  denen  die  sogenannte  „  Theorie  des  polaires  rSciproqties^ 
beruht,  welche  Theorie  gewöhnlich  mittelst  eines  Hülfskegelschnitts  dar- 
gestellt wird  (§  44),  wobei  nothwendigerweise  beide  Systeme  von  Figuren 
in  einer  und  derselben  ^Ebene  liegen  (d.  h.  die  Ebenen  e,,  £,  liegen  auf- 
einander). Hier  stellen  sich  diese  Eigenschaften  auf  allgemeinere  Weise 
unabhängig  vom  Kegelschnitt  dar,  und  zwar,  wie  schon  bemerkt  worden, 
nur  als  besonderer  Fall  des  obigen  Beziehungssystems  (TV,  2,  ß).  In- 
dessen gebührt  das  Verdienst,  die  genannte  Theorie  zuerst  freier,  unab- 
hängig vom  Kegelschnitt,  aufgefasst  zu  haben,  dem  gründlichen  Forscher 
MobiuB  (Barycentr.  Calcül). 

Aus  der  vorstehenden  Betrachtung  sieht  man,  dass  dem  Strahlsystem 
R,  welches  bei  den  obigen  Betrachtungen  (II,  HI  u.  IV)  nur  als  Mittel 
diente,  selbst  alle  Eigenschaften  auf  bestimmte  entsprechende  Weise  zu- 
kommen, welche  dort  von  anderen  Gebilden  entwickelt  und  angedeutet 
worden.  In  der  That  sind  die  Figuren  in  den  obigen  Ebenen  e,  e^  (11) 
als  beliebige  Schnitte  (dieser  Ebenen  und)  des  Strahlsystems  R  anzusehen, 
so  dass  also  ihre  Eigenschaften  nur  als  Folgen  der  Eigenschaften  des  letz- 
teren erscheinen;  ebenso  sind  die  Strahlbüschel  2),  2),  (III)  nur  mittelst 
der  Eigenschaften  des  Strahlsystems  R  auf  einander  bezogen  worden,  u.  s.  w. 
Da  hiemach  gewisse  netzgewebeartige  Eigenschaften  (fast  sänmitliche  Re- 
sultate des  ersten  und  dritten  Kapitels)  in  jedem  der  9  Gebilde  e,  e,, 
5),  2),,  E,  Ej,  D,  Dj  und  R  auf  bestimmte  entsprechende  Weise  statt- 
finden,   80  sind  also  die  Eigenschaften  des  Strahlsystems  R  keine  eigent- 
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lieh  räumlicheD,  wiswohl  dasselbe  den  ganzen  Raum  erfällt,  Bondon  na 
sind  bloss  solche,  welche  ihrem  wahren  Wesen  nach  der  Ebene  (•),  od« 
dem  Strahlbnschel  (Si)  angehören.  (Von  eigentlich  räumlichen  Ei^ 
Schäften  der  Art  wird  im  dritten  und  vierten  Abschnitte  die  Rede  sein.) 
Auch  ist  zufolge  der  Torstebenden  Betrachtung  das  Strahlsystem  R  in 
der  That  einerseits  als  eine  durch  den  ganzen  Raum  ausgebreitete  Ebow 
&,,  und  aodererseits  als  ein  aufgelöster,  durch  den  ganzen  Raam  anap- 
streuter  Strahlbüsohel  S),  anzusehen.  In  diesem  Sinne  lassen  sich  ät«- 
gena  auch  jene  frnliereQ  Gebilde  e,  e,,  £,  E,,  S),  2),,  D,  D,  als  Umwand- 
lungen der  Strahlsysteme  e,  und  S>,  (oder  des  Strahlsystems  R)  ansehen, 
wodurch  der  Zusammenhang  aller  dieser  Gebilde  von  einer  neuen  Seit« 
sich  offenbart,  und  zwar,  wie  folgt: 

Werden  nämlich  die  zwei  Geraden  A,  A, ,  so  wie  sie  hier  oben  io 
eine  Ebene  s,  gelegt  worden,  zum  zweiten  Mal  in  dieselbe,  oder  in  iig«id 
eine  andere  Ebene  e,  gelegt,  jedoch  so,  dass  nicht  die  aümlichen  ivei 
Punkte  e,  e,  in  ihrem  Durchschnitte  vereinigt  sind,  wie  das  erste  Ual,  so 
findet  zwischen  den  Strahlsystemen  s„  e„  bis  auf  einige  Nebenumstände, 
offenbar  dieselbe  Beziehung  statt,  wie  oben  zwischen  den  Ebenen  s,  i, 
(IV,  1).  Bezeichnet  man  die  zwei  ebenen  Strahlbüschel,  in  welchen  die 
oben  genannte  Ebene  £,  (7)  die  Hauptebenen  büschel  A,  A,  in  S),  schneidet, 
durch  $,  $,,  und  denkt  man  sich  dieselben  znm  zweiten  läal  (in  der- 
selben, oder)  in  irgend  einer  anderen  Ebene  E,  so  gelegt,  dass  nicht  mehr 
die  nämlichen  zwei  Strahlen  derselben  vereinigt  sind,  wie  dort  in  e,,  so 
findet  zwischen  den  Ebenen  E,,  E,  in  Ansehung  ihrer  entsprechendes 
Elemente  ähnliche  Beziehung  statt,  wie  oben  zwischen  den  Ebenen  e,  b, 
(II).  Entsprechendes  findet  statt,  wenn  man  die  obigen  Ebenenbüs«^ 
A,  Aj  in  zwei  verschiedenen  Lagen,  in  einem  und  demselben,  oder  in 
zwei  verschiedenen  Strahlbnscheln  ^„  £,  festhält  und  auf  einander  be- 
zieht.    In    dieser  Hinsicht   hatten    ako    alle  vorbeigehenden  Beziehongs- 
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dann  ähnliche  Beziehungssysteme  im  Räume  vorkommen,  wo  namentlich 
in  gewissen  besonderen  Fällen  zwei  Räume  so  auf  einander  bezogen  werden, 
dass  jeder  Ebene  in  dem  einen  Räume  irgend  eine  Fläche  zweiten  Grades 
im  anderen  Räume  entspricht,  wodurch  man  sodann  in  Stand  gesetzt  wird, 
mit  Leichtigkeit  alle  Flächen  zweiten  Grades  unter  gewissen  Bedingungen 
zu  erzeugen  und  ihre  Eigenschaften  aus  den  Eigenschaften  der  ihnen  ent- 
sprechenden Ebenen  abzuleiten*). 


Anhang. 

Aufgaben  und  Lehrsätze. 

60.  Die  nachfolgenden  Aufgaben  und  Lehrsätze  sind  zu  dem  Zwecke 
hierher  gesetzt,  um  denjenigen  Lesern,  welche  sich  selbstthätig  mit  der 
in  diesem  Werke  aufgestellten  Methode  beschäftigen  wollen,  Gelegenheit 
zu  geben,  sich  an  zweckmässigen  Beispielen  zu  üben.  Sollten  sich  in  der 
That  Liebhaber  finden,  welche  dem  einen  oder  anderen  dieser  Sätze  ihre 
Aufmerksamkeit  mit  Erfolg  schenkten,  oder  welche  selbst  andere  dahin 
gehörige  Sätze  aufsuchten  und  bewiesen,  und  sollte  ihnen  daran  gelegen 
sein,  sie  mir  mitzutheUen,  um  sie  bekannt  zu  machen,  so  würde  ich  gern 
bei  der  nächsten  schicklichen  Gelegenheit  darauf  Rücksicht  nehmen,  oder, 
im  Falle  sie  nach  einer  anderen  Methode  behandelt,  aber  von  allgemeinem 
Interesse  wären,  würde  ich  sie  Herrn  Crelle  übergeben  und  ihn  ersuchen, 
dieselben  in  sein  Journal  für  Mathematik  aufzunehmen.  Die  Zusen- 
dungen müssten  jedoch,  wie  es  sich  von  selbst  versteht,  portofrei  ge- 
schehen, und  könnten  nach  Belieben  an  den  Herrn  Redacteur  des  ge- 
nannten Journals  oder  an  mich  adressirt  werden. 


*)  In  Bezug  auf  die  gegenwärtige  Betrachtung  mögen  hier  noch  folgende  Beispiele 
von  besonderen  Beziehungssystemen  erwähnt  werden.  Zufolge  jedes  der  zwei  ersten 
(neben  einander  stehenden)  Sätze  in  §  46, 1  hat  man  nämlich  ein  Beziehungssystem 
zwischen  zwei  auf  einander  liegend  gedachten  Ebenen,  wo  z.  B.  nach  dem  Satze  rechts, 
die  Beziehung  darin  besteht,  dass  jedem  beliebigen  Puncte  IBj  in  der  einen  Ebene 
irgend  ein  bestimmter  Kegelschnitt  [89iJ  in  der  anderen  Ebene  entspricht,  welcher 
durch  drei  bestimmte  feste  Puncte  IB,  ^i  (AAi)  geht;  u.  s.  w.  Eine  andere  Art,  wo- 
durch solche  besondere  Beziehungssysteme  zu  Stande  gebracht  werden,  habe  ich  bereits 
im  Jahre  1828  in  einzelnen  Lehrsätzen  angedeutet  (Journal  für  Mathematik,  Bd.  ni. 
S.  211,  Lehrs.  22—25).  (Cf.  S.  178  dieser  Ausgabe,  Lehrsatz  12—15.)  —  Wie  auf  diese 
Weise  andere  zusammengesetztere  Systeme  der  Art  aufgestellt  werden  können,  ist  leicht 
zu  sehen.  Nämlich  durch  jedes  Porisma,  worin  z.  B.  die  Abhängigkeit  zweier  Puncte 
von  einander  so  beschaffen  ist,  dass  während  der  eine  sich  längs  irgend  einer  Geraden 
(oder  Cunre)  bewegt,  der  andere  irgend  eine  bestimmte  Curve  durchläuft,  entsteht  ein 
solches  Beziehungssystem;  u.  s.  w. 


^^Q  Aubiuig.  fiO. 

1)  Wenn  in  einer  Geraden  Ä  vier  harmonische  Pnncte  und  in  einem 
ebenen  Strahlbüscliel  SB  vier  hannoaiscbe  Strahlen  gegelwn  sind,  so  and 
die  zwei  Gebilde  Ä,  S  in  Ansehung  dieser  gegebenen  Elemente  uf  B 
verschiedene  Arten  projectiviscfa  (§  8,  I,  ß),  und  können  in  Rucksicht  uf 
jede  Art  in  perspectivische  Lage  gebracht  werden  (§  6).  Wenn  nun  in 
einer  Ebene  die  Lage 


der  Geraden  A  a]s  fest  angenommen 
und  der  Strahlbüschel  B  auf  alle 
Arten  mit  ihr  perspectivisch  gelegt 
wird,  welche  gegenseitige  Beziehung 
haben  dann  die  8  (oder  16)  Puncte, 
in  welche  sein  Mittelpunct  fiüt? 


des  Strahlbüschels  S  als  fest  aa- 
genommeo  und  die  Gerade  A  anf 
alle  Arten  mit  ihm  perspectivisch 
gelegt  wird,  welche  gegenseiügt 
Beziehung  haben  dann  die  8  (oder 
16)  Geraden,  in  welche  sie  zu  he- 
gen konmit? 

2)  Die  der  vorstehenden  Aufgabe  (1)  entsprechende  Aufgabe  ün 
Strahlbnschel  ^,  wenn  nämlich  hier  in  einem  ebenen  StrahlbQschel  9 
und  in  einem  Ebenenbuschel  A  vier  harmonische  Elemente  gegeben  sind 
(§  53,  15). 


3)  Wenn  in  einer  Ebene  zwei 
beliebige  Gerade  A,  A,  nnd  in  je- 
der irgend  vier  harmonische  Puncte 
gegeben  sind,  so  bestimmen  die 
letzteren,  paarweise  genommen,  16 
Strahlen  s,  diese  schneiden  sich  in 
72  Puncten  p,  u.  s.  w, ;  welche  Eigen- 
schaft haben  die  Strahlen  s  in  Hin- 
sicht ihrer  gegenseitigen  Lage,  und 
welche  die  Puncte  p?  wie  oft  liegen 
von  den  letzteren  3,  und  wie  oft  6 
in  einer  Geraden?  u.  s,  w.     (Giebt 


3)  Wenn  in  einer  Ebene  zvei 
beliebige  Strahlbüschel  ^,  33,  und 
in  jedem  irgend  vier  harmonische 
Strahlen  gegeben  sind,  so  schneiden 
sich  die  letzteren,  paarweise  ge- 
nommen, in  16  Puncten  p,  die«e 
bestimmen  72  Strahlen  s,  u.  s.  w.; 
welche  Eigenschaft  haben  die  Poncle 
(I  in  Hinsicht  ihrer  gegenseitigen 
Lage,  und  welche  die  Strahlen  s? 
wie  oft  gehen  von  den  letzteren  3, 
unii  wie  oft  6  durch  einen  Punct? 
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5)  Die  den  vorstehenden  (3)  ähnlichen  Aufgaben,  wenn  in  einem 
Kegelschnitt  zweimal  vier  harmonische  Puncto,  oder  zweimal  vier  har- 
monische Tangenten  gegeben  sind  (§  43,  II). 

6)  Hierher  die  obigen  Aufgaben  (§  21,  IV). 

7)  Die  den  vorstehenden  (6)  entsprechenden  Aufgaben  im  Strahl- 
büschel 2),  wenn  nämlich  drei  projectivische  ebene  Strahlbüschel  35,  33, , 
35,  und  drei  projectivische  Ebenenbüschel  A,  Aj,  A^  gegeben  sind. 


8)  Wenn  drei  unter  sich  pro- 
jectivische Gerade  a,  a, ,  a,  im 
Räume  beliebig  liegen,  so  bestim- 
men je  drei  entsprechende  Puncte 
derselben  eine  Ebene ;  welche  krumme 
Fläche  wird  von  allen  diesen  Ebenen 
berührt? 

9)  Wenn  vier  unter  sich  pro- 
jectivische Gerade  im  Räume  be- 
liebig liegen,  wie  oft  befinden  sich 
dann  vier  entsprechende  Puncte  der- 
selben in  einer  Ebenö? 


8)  Wenn  drei  unter  sich  pro- 
jectivische Ebenenbüschel  A,  A, , 
A,  im  Räume  beliebig  liegen,  so 
schneiden  sich  je  drei  entsprechende 
Ebenen  derselben  in  einem  Punct; 
in  welcher  krummen  Linie  liegen 
alle  diese  Puncte? 

9)  Wenn  vier  unter  sich  pro- 
jectivische Ebenenbüschel  im  Räume 
beliebig  liegen,  wie  oft  trefifen  sich 
dann  vier  entsprechende  Ebenen 
derselben  in  einem  Punct? 


10)  Zwei  beliebige  projectivische  Gerade  a,  a,  in  einer  Ebene  so 
zu  legen,  dass  sie  einen  Kreis  erzeugen  (§  40, 1). 

11)  Zwei  beliebige  projectivische  ebene  Strahlbüschel  35,  35,,  oder 
zwei  beliebige  projectivische  Ebenenbüschel  A,  A,  im  Strahlbüschel  2) 
so  zu  legen,  dass  sie  einen  geraden  Kegel  erzeugen. 

12)  Zwei  beliebige  projectivische  Gerade  a,  a,  oder  zwei  beliebige 
projectivische  Ebenenbüschel  A,  A,  im  Räume  so  zu  legen,  dass  sie  ent- 
weder a)  ein  rundes  einfaches  Hyperboloid  (dessen  Strahlen  den  Strahlen 
eines  geraden  Kegels  parallel  sind  (§  51,  IV)),  oder  b)  dass  sie  das  in 
(§  53,  n,  1)  beschriebene  besondere  einfache  Hyperboloid  erzeugen. 

13)  Zwei  beliebige  projectivische  ebene  Strahlbüschel  35,  35,  in  einer 
Ebene  so  zu  legen,  dass  sie  entweder  a)  die  dem  Kreise  am  nächsten 
kommende  Ellipse,  oder  b)  die  am  meisten  von  der  gleichseitigen  ab- 
weichende Hyperbel  erzeugen  (§  40,  II). 

14)  Einen  gegebenen  Kegel  zweiten  Grades  oder  ein  gegebenes  ein- 
faches Hyperboloid  (mittelst  einer  Ebene)  in  einem  Kreise  zu  schneiden; 
oder:  Wenn  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  A,  A,  in  beliebiger  fester 
Lage  gegeben  sind,  sie  mittelst  einer  Ebene  s  so  zu  schneiden,  dass  die 
dadurch  entstehenden  ebenen  Strahlbüschel  35,  35,  gleich  und  gleichliegend 
sind,  und  mithin  einen  Kreis  erzeugen  (§  40,  U);  (desgleichen  wenn  in 
einem  Strahlbüschel  2)  irgend  zwei  projectivische  ebene  Strahlbüschel  ß. 
ßi  gegeben  sind). 
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15)  Wenn  im  Räume  vier  beliebige  feste  Ebenen  gegeben  und,  vd- 
chem  geometrischen  Orte  werden  dann  alle  Geraden,  die  von  denadb« 
in  einem  mid  demselben  gegebenen  Doppelverhältnise  geschoitteD  werdn, 
angehören? 

Dieser  Aufgabe  steht  eine  andere  zur  Seite;  welche?  Was  findet  ii>- 
besondere  statt,  wenn  das  gegebene  Doppelverhältoiss  harmonisch  ist? 

16)  Drehen  sich  zwei  beliebige,  der  Grösse  nach  ODTenDdeilidit 
Winkel  (ab),  (a,b,)  (Fig.  56)  in  einer  Ebene  dergestalt  um  ihre  festn 
Scheitelpuncte  9,  S, ,  die  in  einem  gegebenen  Kegelschnitte  liegen,  dui 
der  Durchschnittspunot  a  zweier  ihrer  Schenkel  a,  a,  diesen  Eegelschmtl 
durchläuft,  so  beschreibt  jeder  der  drei  übrigen  Puncte  6,  c,  b,  in  denn 
sich  ihre  Schenkel  paarweise  schneiden,  einen  Kegelschnitt,  welcher  Amk 
die  zwei  festen  Scheitel  SB,  Sä^  geht.  —  Hierzu  gehört  ein  Ciegeonti; 
welcher? 

17)  Drehen  sich  zwei  der  Grösse  nach  gegebene  Flachenwinkel  (aß), 
(«iß,)  um  ihre  festen  Kanten  Ä,  A,  dergestalt,  dass  die  DurchschnittKÜnie 
(aa,)  zweier  Seiten-Ebenen  a,  a,  stets  eine  gegebene  feste  Gerade  A, 
trifft,  so  beschreibt  jede  der  drei  übrigen  Durchschnittslinion  (ß^,),  (a^,), 
(ßd,),  welche  die  Seiten-Ebenen  paarweise  bilden,  ein  einfaches  Hyperboloid, 
welches  durch  die  festen  Kanten  A,  Ä,   geht.  —  Hierzu   der   GegeasaU: 


18)  Wenn  die  Grundlinie  eines 
Dreiecks  der  Grösse  und  Lage  nach 
gegeben  ist,  und  woun  entweder 
a)  die  Summe,  oder  b)  der  Unter- 
schied der  an  dorselheu  liegenden 
Winkel  gegeben  ist,  so  ist  der  Ort 
der  Spitze  dos  Dreiecks:  a)  auf 
zwei  gleiche  Kreise  beschrankt, 
welche  die  Grundlinie  zur  gemein- 


18)  Wenn  der  Winkel  an  der 
Spitze  eines  Dreiecks  der  Gros* 
und  Lage  nach  gegeben  ist,  ood 
weim  ootwedor  a)  die  Summe,  wie; 
b)  der  Unterschied  der  ihn  ein- 
schliessenden  Seiten  gegeben  ist,  so 
berührt  die  Grundlinio  in  allen  ihi 
zukommenden  Lagen  stets  eine  ton 
vier  Parabeln,  welche  dem  gegebe- 
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der  Ort  der  dritten  Kante  c  auf 
vier  bestimmte  (und  besondere) 
Kegelflächen  zweiten  Grades  be- 
schränkt, welche  dem  gegebenen 
Kantenwinkel  (ab)  umschrieben,  und 
wovon  zwei  und  zwei  einander  gleich 
sind. 


Seitenfläche  y,  in  allen  ihr  zukom- 
menden Lagen  stets  eine  von  vier 
bestimmten  Kegelflächen  zweiten 
Grades,  welche  dem  gegebenen 
Flächenwinkel  eingeschrieben,  und 
wovon  zwei  und  zwei  gleich  sind. 


Oder: 


Wenn  die  Grundlinie  eines  sphä- 
rischen Dreiecks  der  Grösse  und 
Lage  nach  gegeben,  imd  wenn  ent- 
weder a)  die  Summe,  oder  b)  der 
Unterschied  der  daran  liegenden 
zwei  Winkel  gegeben  ist,  so  ist  der 
Ort  der  Spitze  des  Dreiecks  auf  vier 
bestimmte  sphärische  Kegelschnitte 
beschränkt,  welche  jene  Grundlinie 
zur  gemeinschaftlichen  Sehne  haben, 
und  wovon  zwei  und  zwei  einander 


Wenn  zwei  Seiten  eines  sphäri- 
schen Dreiecks  in  zwei  gegebenen 
Hauptkreisen  liegen  sollen,  und  wenn 
entweder  a)  ihre  Summe,  oder  b) 
ihr  Unterschied  gegeben  ist,  so  be- 
rührt die  dritte  Seite  in  allen  ihr 
möglicherweise  zukommenden  La- 
gen stets  einen  von  vier  bestimmten 
sphärischen  Kegelschnitten,  welche 
jene  Hauptkreise  berühren,  und  wo- 
von zwei  imd  zwei  einander  gleich 
sind. 


gleich  sind. 

20)  Bewegen  sich  zwei  Ebenen  a,  a,,  die  sich  um  zwei  feste  Gerade 
A,  Aj  drehen,  dergestalt,  dass  entweder  a)  die  Summe,  oder  b)  der 
Unterschied  der  Winkel,  welche  sie  mit  einer  festen  dritten  Ebene  e,  die 
jenen  beiden  Geraden  parallel  ist,  bilden,  constant  bleibt,  so  beschreibt 
ihre  Durchschnittslinie  (ao,)  ein  einfaches  Hyperboloid,  welches  durch  die 
festen  Geraden  A,  Aj  geht.  —  Wie  lautet  der  hierzu  gehörige  Satz? 

21)  Bewegen  sich  zwei  Ebenen  a,  o,,  die  sich  um  zwei  feste  Gerade 
A,  Aj  drehen,  dergestalt,  dass  sie  stets  irgend  zwei  zugeordneten  Durch- 
messern eines  gegebenen  festen  Kegelschnittes  parallel  sind,  so  beschreibt 
ihre  Durchschnittslinie  (aa,)  ein  einfaches  Hyperboloid  (vergl.  §  53,  II,  2). 
Liegen  die  Geraden  A,  A,  in  einer  Ebene,  so  tritt  an  die  Stelle  des 
Hyperboloids  eine  Kegelfläche  zweiten  Grades. 

22)    Wenn    ein    Kantenwinkel  22)    Wenn    ein   Flächenwinkel 

eines    dreikantigen    Körperwinkels        eines    dreiflächigen    Körperwinkels 


der  Grösse  und  Lage  nach,  und 
wenn  der  ihm  gegenüberliegende 
Flächenwinkel  der  Grösse  nach  ge- 
geben ist,  in  welcher  Kegelfläche 
befindet  sich  dann  die  Kante  des 
letzteren  bei  allen  ihren  verschie- 
denen Lagen? 


der  Grösse  und  Lage  nach,  und 
wenn  der  ihm  gegenüber  liegende 
Kantenwinkel  der  Grösse  nach  ge- 
geben ist,  welche  Kegelfläche  be- 
rührt dann  die  Ebene  des  letzteren 
in  allen  ihren  verschiedenen  Lagen? 
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Dies0  Aofgabet)  sind  Bedärfbiss  in  der  Stereometrie.  Wenn  uich  di» 
genannten  Kegelflächen  vom  vierten  Grade  sind,  so  sind  sie  Tielleidit  vn 
Reicher  besonderen  Art,  dass  sie  deshalb  doch  bequem  bei  verechiedaMa 
ConstructioDen  aagewandt  werden  böonen.  Wie  lauten  die  den  Tontehoi- 
den  entsprechenden  Bpharischen  Aufgaben?  (§  34  und  §  48.) 

23)  Wenn  ein  der  Grösse  nach  23)  Wenn  ein  der  Grösse  laA 

unveränderlicher  Winkel  (aa,)  sich        unveränderlicherFIäcbenwinkel^aa,) 


sich  dergestalt  bewegt,  dass  seise 
Seitenflächen  a,  o,  stets  durch  irgend 
zwei  feste  Gerade  a,  a,  im  Ramie 
gehen,  welche  krumme  Fläche  wird 
dann  von  seiner  Kante  (an,)  be- 
schrieben? 


so  um  seinen  festen  Scheitel  dreht, 
dasB  seine  Schenkel  a,  a,  stets  irgend 
7.wei  feste  Gerade  A,  A,  im  Räume 
schneiden,  welche  krumme  Fläche 
wird  dann  von  der  durch  die  Durch- 
schnittspuDcte  gebenden  Geraden  be- 
schrieben? 

24)  Befinden  sich  zwei  projectiviscbe  Gebilde,  eine  Gerade  A  mid  em 
ebener  Strahlbüschel  S,  in  beliebiger  schiefer  Lage  in  einer  Ebene,  und 
man  zieht  durch  joden  Punct  der  Geraden  einen  Strahl,  welcher  entweder 
a)  dorn  (dem  jedesmaligen  Punct)  entsprechenden  Strahl  dos  Strafalbnschdt 
parallel  ist,  oder  h)  welcher  zu  ihm  rechtwinklig  ist,  so  berühren  «De 
solche  Strahlen  eine  bestimmte  Parabel,  welche  auch  von  der  gegeben« 
Geraden  A  berührt  wird. 

25)  Befinden  sich  dieselben  Gebilde  A,  S  (24)  in  beliebiger  schiefer 
Lage  im  Räume,  und  zieht  man  durch  die  Puncte  in  A  Strahlen,  welche 
den  entsprechonden  Strahlen  in  $  parallel  sind,  so  liegen  dieselben  is 
einom  hyporbolischen  Paraboloid  (§52);  und  fallt  man  aas  den  Puncteo 
in  A  senkrechte  Ebenen  auf  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  in  SB,  so 
berühren  alle  diese  Ebenen  einen  bestimmten  parabolischen  Cylinder(§ 40,111). 

26)  Befinden  sich  zwei  projectiviscbe  Gebilde,  eine  Gerade  A  and  ein 
Elbenenbiischcl  a,  in  schiefer  Lage,  und  fällt  man  aus  den  Punctes  in  A 
Lethe  auf  die  ihnen  entsprechenden  Ebenen  in  a,  so  liegen  alle  diese  Loth« 
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längs  jenen  beiden  so,  dass  sie  stets  zu  irgend  einer  Ebene  des  Ebenon- 
büschels  senkrecht  ist,  so  beschreibt  sie  ein  gleichseitiges  hyperbolisches 
Paraboloid  (§  52,  II). 

29)  Ist  irgend  ein  Kegel  zweiten  Grades  und  sind  irgend  zwei  Gerade 
A,  Aj,  die  auf  zwei  beliebigen  Berührungsebenen  desselben  senkrecht  stehen, 
gegeben,  und  eine  dritte  Gerade  a  bewegt  sich  so,  dass  sie  stets  jene  zwei 
Geraden  schneidet  und  bestandig  zu  irgend  einer  Berührungsebene  des 
Kegels  rechtwinklig  ist,  so  beschreibt  sie  ein  einfaches  Hyperboloid. 

30)  ADe  Ebenen,  welche  durch  irgend  einen  festen  Punct  2)  gehen 
und  ein  gegebenes  einfaches  Hyperboloid  in  gleichseitigen  Hyperbeln  schnei- 
den, berühren  einen  Kegel  3)  zweiten  Grades*).  —  Beim  hyperbolischen 
Paraboloid  ist  dieser  Satz  immer  möglich  (§  52  und  §  53,  4,  links). 

31)  AUe  Ebenen  die  durch  irgend  einen  gegebenen  Punct  gehen  und 
irgend  eine  gegebene  Fläche  zweiten  Grades  in  ähnlichen  Curven  schneiden, 
umhüllen  was  für  eine  Kegelflächo? 

32)  „Beim  einfachen  Hyperboloid  liegen  alle  Normalen  längs  irgend 
eines  Strahles  desselben  in  ein^m  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloid.^ 
—  Dieser  bekannte  Satz  lässt  sich  leicht  durch  projectivische  Eigenschaften 
beweisen  (§  52  und  §  53). 

33)  Bei  jeder  Fläche  zweiten  Grades  sind  die  Normalen  längs  irgend 
eines  ebenen  Schnittes  derselben  jedesmal  den  Strahlen  irgend  eines  Kegels 
zweiten  Grades  parallel. 

34)  Wie  viele  Normalen  sind  im  AUgemeinen  von  einem  beliebigen 
Puncte  aus  auf  irgend  eine  gegebene  Fläche  zweiten  Grades  möglich,  und 
welche  Beziehung  haben  sie  unter  sich? 

35)  Im  Allgemeinen  steht  auf  jedem  Durchmesser  einer  Fläche  zweiten 
Grades  ein  bestimmter,  ihm  zugeordneter,  anderer  Durchmesser  senkrecht. 
Alle  Durchmesser,  welche  zu  solchen  anderen,  die  in  irgend  einer  Durch- 
messer-Ebene e  (d.  i.  eine  Ebene,  die  durch  den  Mittelpunct  der  Fläche 
geht)  liegen,  zugeordnet  und  rechtwinklig  sind,  befinden  sich  in  einer 
Kegelfläche  zweiten  Grades,  welche  durch  den  jener  Ebene  e  zugeordneten 
und  durch  den  auf  ihr  seiikrecht  stehenden  Durchmesser  der  Fläche  geht. 

36)  Alle  Durchmesser-Ebenen  einer  Fläche  zweiten  Grades,  die  zu 
solchen  Durchmessern  zugeordnet  sind,  welche  in  irgend  einer  Kegelfläche 
zweiten  Grades  liegen,  berühren  eine  andere  Kegelfläche  desselben  Grades; 
und  auch  umgekehrt. 

37)  In  jeder  Durchmesser-Ebene  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen 
im  Allgemeinen  zwei  zugeordnete,  zu  einander  rechtwinklige  Durchmesser; 

*)  Alle  Ebenen,  welche  durch  irgend  einen  gegebenen  Punct  ^  gehen  und  irgend 
eine  gegebene  Fläche  zweiten  Grades  in  Parabeln  schneiden,  umhüllen  einen  Kegel 
zweiten  Grades,  welcher  dem  Asymptoten-Kegel  jener  Fläche  gleich  und  mit  ihm  pa- 
rallel ist 


welches  ist  der  Ort  der  letzteren  bei  einem  DurchmeBser-EbeneabfiMM  A 
(d.  h.  bei  einer  Schaar  Ebenen,  die  durch  einen  Durchmesser  Ä  dir 
Fläche  gehen)? 


38)  Wenn  im  Räume  irgend  zwei  Gerade  A,  A,  and  irgoid  ci» 
ebene  Cnrve  n""  Grades  G  gegeben  sind,  und  es  bewegt  sich  eine  dritte 
Gerade  a  so,  daas  sie  stets  jene  drei  festen  Elemente  A,  A,,  C  schneidet, 
so  beschreibt  sie  eine  Fläche  vom  Sn""  Grade,  welche  jedoch  t<hi  un- 
zähligen Ebenen  a,  ß,  7,  ...  in  Curven  vom  n*™  Gerade  geschnitten  ws- 
den  kann,  und  zwar  bilden  alle  solche  Ebenen  einen  bestimmteD  Ebenn- 
bäschel.  —  Es  ^ebt  einen  anderen  Satz,  welcher  diesem  zar  Seite  steht; 
wie  lautet  er? 

S9)  Denkt  man  sich  am  ein  gegebenes  Dreieck  jr^j  eine  Schaar  (d.  i. 
alle  möglichen)  ähnlicher  Kegelschnitte  von  irgend  einer  bestimmten  Gattung 
beschrieben,  so  werden  dieselben  allemal  von  irgend  einer  bestimmt« 
Curve  vierten  Grades  C  umhüllt  (berührt),  welche  die  drei  Eckponcte  des 
Dreiecks  %,  q,  j  zu  singulaien  Puncten  hat.  Derjenige  Punct,  in  w^ 
ehern  jeder  Kegelschnitt  von  der  Curve  C  berührt  wird,  und  deijenige 
PuDct,  in  welchem  er  den  dem  Dreieck  ;r^}  umschriebenen  Kreis  K  zna 
vierten  Mal  schneidet  (ausser  den  Puncten  ;r,  t),  3),  sind  allemal  Endpmtete 
eines  und  desselben  Durchmessers  des  Kegelschnittes.  Der  Kreis  K  wird 
)D  jedem  Punct  von  zwei  der  genannten  Kegelschnitte  geschnitten,  und  die 
zwei  Puncto,  in  welchen  diese  von  der  Curve  C  berührt  werden,  li^oi 
allemal  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  die  dem  Dreieck  jCQj  umschneb« 
ist;  u.  8.  w.  In  Hinsicht  der  Curve  C  finden ' folgende  wesentliche  Grem- 
fälle  statt:  a)  Geht  die  Schaar  Kegelschnitte  in  Kreise  über,  so  Cklloi 
sie  alle  in  einen  einzigen  zusammen,  in  welchen  ebenfalls  die  Curve  C 
übei^ht,  und  welcher  der  dem  Dreieck  umschriebene  Kreis  K  ist: 
b)  verwaoilelo  sich  dio  Kegel  seil  iiilf*-  in  ParalioJn,    so  ^nht  die  Turvi'  t' 
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eine  Tangente  aa,  an  den  Kreis  y?  ^^  dem  dadurch  bestimmten  Pnncte 
Ol  in  Aj  femer  eine  Tangente  a^a^  an  den  Kreis  a,  so  berührt  allemal 
die  Gerade  aa,  den  Kreis  ß.  —  Man  erhält  einen  ähnlichen  Satz,  wenn 
man  noch  den  vierten  Kreis  8,  welcher  dem  gegebenen  Dreiseit  xyz  ein- 
geschrieben werden  kann,  zu  Hülfe  nimmt.  Beide  Sätze  sind  jedoch  nur 
besondere  Fälle  des  folgenden  allgemeinen  Satzes  (rechts). 

41)  Werden    einem    gegebenen  41)  Werden   einem   gegebenem 

Dreieck  JC^J  beliebige  n  Kegel-  Dreiseit  xyz  beliebige  n  Kegel- 
schnitte umschrieben,  und  berück-  schnitte  eingeschrieben  und  legt 
sichtigt  man  die  n  Puncto  93,  S3,,  man  an  je  zwei,  nach  der  Reihe 
33,,  . . . ,  in  welchen  je  zwei,  nach  unmittelbar  auf  einander  folgende 
der  Reihe  unmittelbar  auf  einander  Kegelschnitte  eine  (vierte)  gemein- 
folgende Kegelschnitte  sich  schnei-  schaftliche  Tangente  A,  Aj,  A„  ..., 
den,  so  lassen  sich  unzählige  n-Ecke  so  lassen  sich  unzählige  n-Ecke  so 
so  beschreiben,  dass  ihre  Seiten  beschreiben,  dass  ihre  Ecken  nach 
nach  der  Reihe  durch  jene  Puncto  der  Reihe  in  jenen  Tangenten  lie- 
geben, und  dass  ihre  Ecken  nach  gen,  und  dass  ihre  Seiten  nach  der 
der  Ordnung  in  jenen  Kegelschnitten  Ordnung  jene  Kegelschnitte  be- 
liegen.  rühren. 

Wofern  man  eine  oder  zwei  Gerade  als  Kegelschnitt  betrachtet,  so 
sind  in  diesen  Sätzen,  unter  anderen,  auch  die  obigen  Sätze  (§  23,  II  und 
III)  und  (§  42,  T)  als  besondere  Fälle  enthalten.  Ausserdem  entstehen 
auch  merkwürdige  besondere  Fälle,  wenn  angenommen  wird,  von  den  ge- 
gebenen Elementen  ;r,  9,  j  und  x,  y,  z  sollen  einige  imaginär  oder  un- 
endlich entfernt  sein. 

42)  Wenn  in  einer  Ebene  ein  beliebiges  n-Seit  und  alle  Ecken  eines 
n-Ecks,  bis  auf  zwei,  gegeben  sind,  so  sollen  diese  zwei  unter  der  Bedin- 
gung gefunden  werden,  dass  sodann  unendlich  viele  n-Ecke  möglich  sind, 
welche  zugleich  jenem  n-Seit  eingeschrieben  und  jenem  n-Eck  umschrieben 
sind.  (Der  Ort  der  zwei  gesuchten  Eckpuncte  ist  auf  zwei  bestimmte 
Gerade  beschränkt,  welche  durch  dieselben  projectivisch  getheilt  werden, 
so  dass  also  die  sie  verbindende  Seite,  in  allen  ihren  möglich  verschie- 
denen Lagen,  stets  einen  bestimmten  Kegelschnitt  berührt.)  —  Wie  heisst 
die  dieser  Aufgabe  entgegenstehende  Aufgabe?  Beide  Aufgaben  finden 
auch  statt,  wenn  das  gegebene  n-Seit  und  n-Eck  nicht  in  einer  Ebene, 
sondern  im  Räume  (§  55)  sich  befinden,  wozu  insbesondere  die  nach- 
erwihnte  Aufgabe  gehört. 

43)  Hierher  die  Aufgabe  und  der  Satz  in  §  58,  Note. 

44)  Wenn  in  der  Ebene  ein  beliebiges  n-Eck  gegeben  ist,  ein  anderes 
zu  beschreibeiji  welches  jenem  zugleich  um-  und  eingeschrieben  ist.  — 
Moebius  hat  gezeigt,  dass  diese  Aufgabe  beim  Dreieck  und  Viereck  noch 
nicht  möglich  ist  (Journ.  L  Mathem.).     Die  in  §25  gegebene  Auflösung 


448 


Anliftug. 


muss  dies  bestätigen,  wenn  man  die  beiden  Vierecke  gleich  «erden  und 
auf  einander  fallen  liUst;  man  wird  dann  finden,  dase  bei  den  aof  eia- 
ander  liegenden  projeoti vischen  Geraden  A,  A,  keine  entsprechenden  Puncle 
vereinigt  sind.  Ebenso  muss  man  finden  können,  ob  die  vorgel^te  Auf- 
gabe für  das  Fünfeck  u.  a.  w.  möglich  ist. 

45)  Wenn  im  Räume  irgend  ein  D-Flach  (§  55)  und  irgend  ein  n-Eck 
gegeben  sind: 


Ein  n-Flach  (im  Räume)  m  be- 
schreiben, welche»  jenem  u-FItch 
eingeschrieben  und  dem  n-Eckno- 
schrieben  ist 


Ein  n-Eck  (im  Ranme)  zu  be- 
schreiben, welches  dem  n-Flach  ein- 
geschrieben und  jenem  n-Eck  um- 
!)chiieben  ist. 

Oder: 
Wenn  im  Ratune  n  beliebige  Ebenen  und  n  beliebte  Puncte  gegebes 
sind,  ein  n-Eck  im  Räume  (§55)  so  zn  beschreiben,  das»  neine  Ecken 
nach  der  Reihe  in  jenen  Ebenen  liegen,  und  seine  Seiten  nach  der  Reihe 
durch  jene  Puncte  gehen.  —  Diese  Aufgabe  läsat  im  Allgemeinen  wieviel 
Auflösungen  zu  (vergl.  §  25  Note)?  Giebt  es  Fälle,  wo  alle  diese  Auf- 
lösungen zugleich  möglich  sind,  oder  verhält  es  sich  damit  so,  dass,  wäh- 
rend ein  Theil  derselben  möglich  ist,  die  anderen  nicht  stattfinden  können? 
Dasselbe  kann  bei  §  25  und  §  56,  4  gefragt  werden. 

46)   Zweimal    drei  zugeordnete  46)    Zweimal   drei  zugeordnete 

harmonische  Pole  in  Bezug  auf  einen        Harmonische  in  Bezug  auf  einen  ge- 


gegebenen Kegelschnitt  (§  44)  lie- 
gen allemal  in  irgend  einem  andern 
Kegelschnitt 

47)  Haben  irgend  drei  Kegel- 
schnitte K,  K,,  K,  in  einer  Ebene 
zwei  gemeinschaftliche  (reelle  oder 


gebenen  Kegelschnitt  (§  44)  berüh- 
ren allemal  irgend  einen  andern  Ke- 
gel seh  uitt- 

47)  Haben  irgend  drei  Kegel- 
schnitte St,  &„  J£,  in  einer  Ebene 
zwei  gemeinschailliuhe  (reolle  oder 
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schnitt  K,  ist,  und  in  welcheiH  sich 
die  drei  Sekanten,  welche  die  drei 
gegebenen  Kegelschnitte,  paarweise 
genommen,  gemein  haben  (ausser 
der  Sekante  tS),  schneiden;  u.  s  w. 

48)  Wenn  in  einer  Ebene  drei 
beliebige  Kegelschnitte  gegeben  sind, 
welches  ist  dann  der  Ort  desjenigen 
Punctes  $,  dessen  drei  Harmonische 
in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  sich 
in  irgend  einem  anderen  Puncto  ^^ 
schneiden?  und  welche  Curve  wird 
von  der  Geraden  $$,  berührt? 


ten  Kegelschnitt  Äj  ist,  und  in 
welcher  die  drei  Durchschnittspuncte 
der  drei  Paar  Tangenten,  welche  die 
drei  gegebenen  Kegelschnitte,  paar- 
weise genommen,  gemein  haben, 
liegen;  u.  s.  w. 

48)  Wenn  in  einer  Ebene  drei 
beliebige  Kegelschnitte  gegeben  sind, 
welche  Curve  wird  dann  von  der- 
jenigen Geraden  g,  deren  drei  har- 
monische Pole  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnitte  in  ii^end  einer  anderen 
Geraden  gj  liegen,  berührt?  imd 
welches    ist    der    Ort    des    Durch- 


schnittspunctes  (gg,)? 

49)  Wie  steht  es  mit  den  vorstehenden  Sätzen  (47)  und  Auf- 
gaben (48)  in  den  besonderen  Fällen,  wo  statt  jedes  gegebenen  Kegel- 
schnittes zwei  Gerade  (links)  oder  zwei  Puncto  (rechts)  angenommen 
werden  ? 


50)  Haben  irgend  vier  gegebene 
Flächen  zweiten  Grades  einen  (re- 
ellen oder  imaginären)  Kegelschnitt 
K  gemein,  so  ist  der  Ort  desjenigen 
Punctes  $,  dessen  vier  harmonische 
Ebenen  in  Bezug  auf  dieselben  sich 
in  Irgend  einem  anderen  Punct  ^, 
schneiden,  so  wie  der  Ort  des  letz- 
teren Punctes,  eine  und  dieselbe 
bestimmte  fünfte  Fläche  desselben 
Grades,  welche  mit  jenen  \deren  den 
nämlichen  Kegelschnitt  K  gemein 
hat;  und  femer:  die  Gerade  5ß^, 
geht  stets  durch  einen  bestimmten 
festen  Punct  Q,  welcher  der  har- 
monische Pol  der  Ebene  K  in  Be- 
zug auf  die  fünfte  Fläche  ist,  und 
durch  welchen  die  Ebenen  der  sechs 
Kegelschnitte  gehen,  welche  die 
vier  gegebenen  Flächen ,  paar- 
weise genommen,  gemein  haben; 
u.  s.  w. 

ät«tner't  Werke.    I. 


50)  Haben  irgend  vier  gegebene 
Flächen  zweiten  Grades  einen  ge- 
meinschaftlichen Berührungskegel  Ä, 
so  berührt  jede  solche  Ebene  s, 
deren  vier  harmonische  Pole  in 
Bezug  auf  jene  Flächen  in  irgend 
einer  anderen  Ebene  e,  liegen,  so 
wie  auch  diese  letztere  Ebene,  stets 
eine  und  dieselbe  bestimmte  fünfte 
Fläche  desselben  Grades,  welche 
mit  jenen  vieren  den  nämlichen 
Berührungskegel  Ä  gemein  hat;  und 
femer:  die  Gerade  (esj  liegt  stets 
in  einer  bestimmten  festen  Ebene 
X,  welche  die  harmonische  Ebene 
dös  Punctes  Ä  in  Bezug  auf  die 
fünfte  Fläche  ist,  und  in  welcher 
die  Mittelpuncte  der  sechs  Berüh- 
rungskegel liegen ,  welche  die 
vier  gegebenen  Flächen ,  paar- 
weise genommen,  gemein  haben; 
u.  8.  w. 
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51)  Wenn  vier  beliebige  Flächen 
zweiten  Grades  gegeben  sind,  wel- 
ches ist  dann  der  Ort  desjenigen 
Punctes  %  dessen  vier  hannonische 
Ebenen  in  Bezng  auf  dieselben  sich 
in  irgend  einem  anderen  Punct  $, 
schneiden?  und  welches  ist  der  Ort 
der  Geraden  C??,}?*) 

52}  Haben  irgend  zwei  Kegel- 
schnitte vier  gemeinschaftliche 
Puncte,  nnd  gehen  von  den  acht 
Tangeuton,  von  welchen  sie  in  den- 
selben berührt  werden,  drei  durch 
irgend  einen  Pnact,  so  geht  allemal 
noch  eine  vierte  Taugente  durch 
denselben  Punct,  und  es  gehen  als- 
dann auch  die  vier  übrigen  Tan- 
genten durch  irgend  einen  und  den- 
selben Punct. 

Solche  Beziehung,  wie  hier  dl 
Sätzen  (47)  der  vierte  Kegelschnitt 

53)  Haben  ii^end  zwei  Flächen 
zweiten  Grades  zwei  gemeinschaft- 
liche Kegelschnitte,  und  haben  von 
den  vier  Rogelflächen,  von  welchen 
sie  in  denselben  berührt  werden, 
zwei  einen  und  denselben  Mittel- 
punct,    so    haben    auch    die   zwei 


51)  Wenn  vier  beliebige  Flidn 
zweiten  Grades  gegeben  sind,  «ri- 
ebe krumme  Fläche  wird  dann  tu 
derjenigen  Ebene  e  berührt,  dem 
vier  harmonische  Pole  in  Beng  nf 
dieselben  in  irgend  einer  andon 
Ebene  e,  liegen?  und  welches  iit 
der     Ort     der     Durcfaschnittsliut 

52)  Haben  irgend  zvei  Kegel- 
schnitte vier  gemeinschaftliche  Tut- 
genten,  und  liegen  von  den  acht 
Puncten,  in  welchen  »ie  von  den- 
selben berührt  werden,  drei  in  ir- 
gend einer  Geraden,  so  liegt  alle- 
mal noch  ein  vierter  Punct  in  dw- 
selben  Geraden,  und  es  liegen  ab- 
dann  auch  die  vier  übrigen  Pmicte 
in  irgend  einer  und  deraelben  Ge- 
raden. 

zwei  Kegelschnitte,  hat  bei  den  obig« 
zu  jedem  der  drei  gegebenen. 

53)  Haben  irgend  zwei  Fläcba 
zweiten  Grades  zwei  gemeinschift- 
liche  Berührungskegel ,  and  liegea 
von  den  vier  Kegelschnitten,  in  wel- 
chen sie  von  denselben  berührt  wtf- 
den,  zwei  in  einer  und  detselbei 
Ebene,    so    H^en    auch   die   zwei 
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ecke  (§  19);  in  jedem  der  letzteren 
liegen  die  drei  Puncte,  in  welchen 
die  gegenüber  liegenden  Seiten  sich 
schneiden,  in  einer  Geraden  6  (§  42, 1), 
80  dass  also  60  solcher  Geraden  G 
stattfinden;  von  diesen  60  Geraden 
gehen  drei  und  drei  durch  irgend 
einen  Punct  P,  so  dass  20  solcher 
Puncte  P  entstehen;  und  von  diesen 
20  Puncten  liegen  15  mal  4  in  einer 
Geraden  g,  so  dass  jeder  in  drei 
solchen  Geraden  liegt."  (Welche  Be- 
ziehung haben  diese  15  Geraden  g 
weiter  zu  einander? 


(§  19);  in  jedem  der  letzteren  gehen 
die  drei  Diagonalen,  welche  die  ge- 
genüber stehenden  Ecken  verbinden, 
durch  einen  Punct  ^  (§  42, 1),  so 
dass  also  60  solcher  Puncte  $  statt- 
finden; von  diesen  60  Puncten  lie- 
gen drei  und  drei  in  irgend  einer 
Geraden  ®,  so  dass  20  solcher  Ge- 
raden ®  entstehen;  und  von  diesen 
20  Geraden  gehen  15  mal  4  durch 
einen  Punct  p,  so  dass  jede  durch 
drei  solche  Puncte  geht."  (Welche 
Beziehung  haben  diese  15  Puncte  p 
weiter  zu  einander?) 


„Siod  bei  einem  und  demselben  Kegelschnitt  die  gegebenen  sechs 
Puncte  (links)  zugleich  die  Berührungspuncte  der  gegebenen  sechs  Tau- 
genten (rechts),  so  sind: 

die  60  Geraden  G  die  Harmonischen  der  60  Puncte  ^  (§  44), 
die  20  Puncte  P  die  harmonischen  Pole  der  20  Geraden  ®, 
die  15  Geraden  g  die  Harmonischen  der  15  Puncte  p  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt."*) 


55)  Wenn  bei*  dem  vorhergehen- 
den Satze  (54)  die  6  Puncte  insbe- 
sondere so  angenommen  werden,  dass 
sie,  paarweise,  in  drei  Geraden 
liegen,  welche  durch  irgend  einen 
und  denselben  Punct  gehen:  welche 
besondere  Lage  haben  alsdann  die 
60  Geraden  G,  die  20  Puncte  P,  und 
die  15  Geraden  g? 


55)  Wenn  bei  dem  vorhergehen- 
den Satze  (54)  die  6  Tangenten 
insbesondere  so  angenommen  wer- 
den, dass  sie  sich,  paarweise,  in  drei 
Puncten  schneiden,  welche  in  irgend 
einer  und  derselben  Geraden  liegen: 
welche  besondere  Lage  haben  als- 
dann die  60  Puncte  %  die  20  Ge- 
raden ®,  und  die  15  Puncte  p? 


56)  Besteht,  in  Betracht  der  Sätze  (54),  der  gegebene  Kegelschnitt 
links  aus  zwei  Geraden  und  rechts  aus  zwei  Puncten,  so  hat  man  femer 
insbesondere  folgende  Sätze  (§  23,  HI): 

„Wenn  in  jeder  von  zwei  Ge-  „Wenn  in  jedem  von  zwei  Strahl- 

raden A,  Aj ,  die   in   einer   Ebene        büscheln  S3,  93, ,  die  in  einer  Ebene 
liegen,  drei  beliebige  Puncte  ange-       liegen,  drei  beliebige  Strahlen  an- 


*)  Bei  der  ersten  Bekanntmachung  dieser  Sätze  (Ännales  de  Math^matiques,  t.  XVIII, 
Cf.  S.  224  dieser  Ausgabe)  hatte  sich  in  Betreff  der  Geraden  g  und  der  Puncte  p  eine 
Unrichtigkeit  eingeschlichen.  -  Hülfsmittel ,  durch  welche  die  Sätze  sich  beweisen 
lassen,  sind  im  gegenwärtigen  Theile  enthalten  (§  42  und  §  46).  —  Die  Sätze  (56)  habe 
ich  ebendaselbst  zuerst  bekannt  gemacht. 
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nommen  werden,  ao  lassen  sich  durch 
diese,  paarweise,  9  Gerade  6  legen, 
welche  sich,  paarweise,  in  18Puncten 
P  schneiden,  wovon  6  mal  3  in  einer 
Geraden  g  li^en,  and  von  diesen 
6  Geraden  g  gehen  3  und  3  durch 
einen  Punct" 


genommen  werden,  so  schneiden  öA 
diese,  paarweise,  in  9  Pnncten  fr 
durch  welche  sich,  paarweise,  18  Ge- 
rade @  legen  lassen,  wovon  6  mal  3 
durch  einen  Funct  p  gehen,  oad  wa 
diesen  6  Puncten  p  liegen  3  lutd  3 
in  emer  Geraden." 


57)  Wenn  in  Ansehung  der  obigen  Sätze  (54): 


Von  den  angenommenen  sechs 
Puncten  fünf  fest  bleiben,  während' 
der  sechste  den  Kegelschnitt  durch- 
läuft: wie  bewegen  sich  dann  die 
60  Geraden  G,  wie  die  20  Punct«  P, 
und  wie  die  15  Geraden  g? 


Von  den  angenommeneD  seeb 
Tangenten  fünf  fest  bleiben,  wit>- 
rend  die  sechste  sich  um  den  K^ 
gelschnitt  henimbewegt:  wie  bewe- 
gen sich  dann  die  60  Ptmcte  %  wk 
die  20  Geraden  @,  und  wie  die  15 
Puncte  9? 

58)  Die  Sätze  (54)  .beziehen  sich  auf  sechs  gleichartige  Elemente 
eines  Kegelschnittes,  welche  eigenthümlichen  Sätze  finden  bei  sechs  ub- 
gleichHamigen  Elementen  statt,  d.  h.,  wenn  5,  4,  3,  2,  1  Puncte  DDd 
respective  1,  2,  3,  4,,  5  Tangenten  eines  Kegelschnittes  gegeben  sind? 

59)  Denkt  man  sich  im  Räume  irgend  zwei  rechtwinklige  Cowdi- 
natensysteme  um  einen  und  denselben  Anfangspunct,  so  findet  Fol|ei- 
des  statt: 

Die    6   Coordinatenaxen    liegen  Die  6  Coordinatenebenen  beruh- 

allemal  in  ii^nd  einer  Kegelfläche        ren  allemal  ii^end  eine  KegeUtick 
zweiten  Grades.  zweiten  Grades. 

Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  eines  umfassenderen  Satzes.  Äw^ 
kann  er  auf  entsprechende  Weise,  wie  der  obige  (54),  weiter  ansgedekot 
worden  (§  33  und  § 
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63)  Welches  ist  der  Ort  der  Mittelpuncte  (Scheitel)  aller  Kegelflächen 
zweiten  Grades,  welche  durch  irgend  6  oder  7  gegebene  Puncte  im 
Räume  gehen? 

64)  Wenn  acht  beliebige  Gerade  im  Räume  gegeben  sind,  eine  Kegel- 
fläche zweiten  Grades  zu  finden,  welche  dieselben  berührt. 

65)  Welches  ist  der  Ort  der  Mittelpuncte  (Scheitel)  aller  Kegelflächen 
zweiten  Grades,  welche  irgend  6  oder  7  gegebene  Gerade  im  *Raume 
berühren? 

66)  Welches  ist  der  Ort  aller  Ebenen,  welche  irgend  6  oder  7  ge- 
gebene Gerade  im  Räume  so  schneiden,  dass  das  durch  die  Durchschnitts- 
puncte  bestimmte  Sechseck  oder  Siebeneck  irgend  einem  Kegelschnitt  um- 
schrieben ist? 

67)  Der  Ort  der  Mittelpuncte  aller  Kegelflächen  zweiten  Grades,  welche 
irgend  einem  gegebenen  Sechseck  im  Räume  (§  55)  eingeschrieben  sind  (d.  h. 
dessen.  Seiten  berühren),  ist  ein  einfaches  Hyperboloid. 

Dieser  Satz  und  die  vorhergehenden  Aufgaben  (60  bis  66)  haben  ihre 
zugeordneten;  wie  lauten  sie? 

68)  Welches  ist  der  Ort  des  Mittelpunctes  der  geraden  Kegelfläche, 

a)  welche  durch  irgend  4  oder  5  gegebene  Puncte  im  Räume  geht,   oder 

b)  welche  irgend  4  oder  5  gegebene  Gerade  im  Räume  berührt? 

69)  Welches  ist  der  Ort  der  Ebene  des  Kreises,  a)  welcher  irgend 
4  oder  5  gegebene  Ebenen  berührt,  oder  b)  welcher  irgend  4  oder  5  ge- 
gebene Gerade  im  Räume  schneidet? 

70)  Welche  Eigenschaften  hat  eine  Schaar  ähnlicher  Sphäroi'de,  welche 
durch  irgend  4  oder  5  gegebene  Puncte  im  Räume  gehen;  z.  B.  von  wel- 
cher krummen  Fläche  werden  sie  umhüllt  (vergl.  39),  welches  ist  der  Ort 
ihrer  Mittelpuncte  oder  ihrer  Brennpuncte?  u.  s.  w. 

71)  Welches  ist  der  Ort  der  Mittelpuncte  aller  einfachen  Hyperbo- 
loide, welche  durch  die  Seiten  eines  gegebenen  Yierseits  im  Räume  (§  55) 
gehen? 

72)  „Eine  Kugel  zu  finden,  welche  irgend  vier  gegebene  Gerade  im 
Räume  *  berührt. "  ' 

73)  Eine  Fläche  zweiten  Grades  zu  finden,  welche  irgend  9  gegebene 
Gerade  im  Räume  berührt.     (Wie  viele  Auflösungen  sind  möglich?) 

74)  Die  Axen  (d.  i.  die  drei  zu  einander  rechtwinicligen  conjugirten 
Durchmesser)  eines  gegebenen  schiefen  Kegels  zweiten  Grades  zu  ^nden. 

» 

75)  Werden  zwei  beliebige  Ebenen  e,  e,  mittelst  irgend  eines  Strahl- 
büschels S)  aufeinander  projicirt,  so  dass  jedem  Punct  der  einen  ein  be- 
stimmter Punct  in  der  andern  entspricht,  und  werden  sofort  die  Ebenen 
in  beliebige  andere  (schiefe)  Lage  gebracht,  so  entsteht  die  Frage,  welchem 
Gesetz  sodann  die  Vrojectionsstrahlen,   d.  h.  die  Geraden,  welche  die  ent- 
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sprechenden  Punct«  verbindeo,  nnterworfen  seien,  oder  welcJte  bmaine 
Fläche  von  ihnen  berührt  verde?  —  Diese  Aufgabe,  nebst  der  ihr  n^ 
ordneten,  werden  durch  die  BetrachtuDgen  des  zweiten  Abschnittes  griS4 
werden. 

76)  Wenn  mtm  Polyeder  nur  in  Hinsicht  der  Art  oder  Gattong  ibtr 
Grenzflächen  von  einander  unterscheidet,  d,  h.,  je  nachdem  diese  Dreiwit, 
Vierecke,  Fünfecke,  u.  s.  w.  sind,  so  giobt  es  bekanntlich  nur  einen  vier- 
flächigen,  zwei  fünffläcbige,  und  sieben  sechsflächige  Körper*^.  „Wie 
viel  verschiedene  7,  8,  9,  ...  n  flächige  Körper  sind  in  dieser  Hinüdd 
möglich?"**)  * 

77)  Wenn  irgend  ein  conveses  Polyeder  gegeben  ist,  lässt  sich  daia 
immer  (oder  in  welchen  Fällen  nur)  ii^eud  ein  anderes,  welches  mit  ihm 
in  Hinsicht  der  Art  und  der  Zusammensetzung  der  Grenzflächen  nberäo- 
stimmt  (oder  von  gleicher  Gattung  ist),  in  oder  uin  eine  Ki^elfläche,  od« 
io  oder  um  irgend  eine  andere  Fläche  zweiten  Grades  beschreiben  (d.  L 
dass  seine  Eckeu  alle  in  dieser  Fläche  liegen,  oder  seine  Grenzflächen  alle 
diese  Fläche  berühren)? 

78)  „Fällt  man  aus  den  Ecken  eines  beliebigen  Vierecken  Körpen 
(dreiseit.  Pyramide)  Lothe  auf  die  gegenüber  liegenden  Grenzflächen,  so 
liegen  alle  vier  Lothe  im  Allgemeinen  in  einem  Hyperboloid,  und  snr 
gehören  sie  zu  einer  und  derselben  Schaar  Strahlen  desselben,  ao  dass  es 
also  unzählige  Gerade  giebt,  wovon  jede  alle  vier  Lothe  schneidet  (§  51). 
Wenn  inabesondere  zwei  der  vier  Lothe  sich  schneiden,  so  schneiden  ad 
auch  die  zwei  übrigen;  und  wenn  insbesondere  drei  Lothe  sich  schodd^L 
so  achneiden  sich  notbwendigerweise  alle  vier  in  einem  und  demselbei 
Punct." 

In  den  besonderen  Fällen  geht  ofi'enbar  das  Hyperboloid  in  einen  Greio- 
fall  (in  zwei  Ebenen,  und  in  einen  Kegel)  über.  Bei  der  ersten  Bekannt- 
machung dieses  Satzes  (Journal  f.  Mathem.  Bd.  IL  S.  97)***^  habe  ich 
die  besonderen  Fälle  unrichtig  angegeben. 
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a)  „Fällt  man  aus  einem  beliebigen  Punct  £  auf  die  Grenzflächen 
ABC,  ABD,  ACD,  BCD  irgend  eines  gegebenen  Tetraeders  AB  CD  Lothe 
Ed,  Ec,  Eb,  Ea,  nimmt  in  diesen  Lethen  vier  beliebige  Puncte  d,  c,  b,  a 
als  Ecken  eines  zweiten  Tetraeders  dcba  an,  und  fällt  auf  dessen  Grenz- 
flächen dcb,  dca,  dba,  cba  aus  den  Ecken  A,  B,  C,  D  des  ersteren 
Lothe  Ae,  Be,  Ce,  De,  so  treffen  diese  einander  allemal  in  irgend  einem 
Puncte  e.''    Und  femer: 

b)  „Nimmt  man  in  den  vier  ersteren  Lothen  ähnlicherweise  vier 
andere  Puncte  d,,  Cj,  bj,  a^  als  Ecken  eines  dritten  Tetraeders  an,  so 
wird  diesem  in  gleicher  Beziehung  ein  Punct  e,  entsprechen;  und  alsdann 
liegen  die  vier  Durchschnittslinien  a,  ß,  7,  8  der  vier  einander  ent- 
sprechenden Grenzflächenpaare  des  zweiten  und  dritten  Tetraeders  (d.  i. 
die  Durchschnittslinien  der  Ebenenpaare  dcb  und  d^c^b. ,  dca  und 
djC^a,,  dba  und  d^b,  a^,  cba  und  c^b^aj,  allemal  in  irgend  einer  Ebene 
(aß-YÖ);  und 

c)  diese  Ebene  (aß 7 8)  steht  allemal  auf  derjenigen  Geraden  ee,, 
welche  durch  jene  zwei  genannten  Puncte  e,  e,  geht,  senkrecht." 

Diesen  Satz,  nebst  den  ziyei  analogen  Sätzen  in  der  Ebene  und  auf 
der  Eugelfläche,  bei  welchen  nämlich,  statt  wie  hier  Tetraeder,  ähnlicher- 
weise  Dreiecke  in  Betracht  kommen*),  habe  ich  schon  an  einem  anderen 
Orte  zu  beweisen  vorgelegt  (Journal  f.  Mathem.  Bd.  IL  S.  287)**).  Alle 
drei  Sätze  sind  übrigens  besondere  Fälle  von  etwas  allgemeineren  Sätzen, 
wie  man  zu  seiner  Zeit  sehen  wird.  Auch  haben  alle  drei  Sätze  ihre  zu- 
geordneten Sätze;  wie  lauten  diese? 

^)  ^)  »Sind  in  einer  Ebene  irgend  zwei  einander  nicht  schneidende 
Kreise  M,,  M,  gegebenen,  wovon  man  sich  den  einen  zunächst  innerhalb 
des  anderen  liegend  denken  mag,  und  man  beschreibt  in  dem  zwischen 
beiden  Kreisen  liegenden  B^ume  eine  Reihe  Kreise  m^ ,  m, ,  m, ,  m^  . . . 
so,  dass  jeder  jene  zwei  und  den  ihm  unmittelbar  vorangehenden  berührt, 
so  findet  einer  von  folgenden  zwei  Fällen  statt:  entweder  a)  die  Reihe 
verlängert  sich  ins  Unendliche  und  ist  incommensurabel,  oder  b)  sie  kehrt 
in  sich  selbst  zilrück  und  ist  commensurabel,  d.  h.  nachdem  sie  in  jenem 
Zwischenraum  irgend  eine  Anzahl  u  Umläufe  zurückgelegt  hat,  gelangt  man 
zu  einem  n^°  Kreise  mn,  welcher  den  ersten  mj  berührt,  diesen  also  zu 
seinem  Nächfolgenden  hat,  so  dass  hier  die  Reihe  sich  schliesst.^ 

ß)  „Von  diesen  zwei  Fällen  findet  immer  der  nämliche  und  zwar 
auf  einerlei  Weise  statt,  man  mag  den  ersten  Kreis  m^  annehmen,  wo 
man  will,  so  dass  also  das  Vorhandensein  des  einen  oder  anderen  Falles 
lediglich  von  der  Grösse  und  Lage  der  zwei  festen  Kreise  M,,  M,  ab- 
hängt^ 

*)  Auch  findet  ein  analoger  Satz  im  Strahlbüschel  statt. 
♦♦)  Cf.  S.  157  dieser  Ausgabe,  Lehrsatz  1—3. 
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v)  „Bezeichnet  man  die  Radien  der  Kreise  Mj,  M,  durch  R„K,  ond 
den  Abtitand  ihrer  Mittelpuncte  von  einander  durch  Ä,  so  hat  nun  för 
den  Fall,  wo  die  genannte  Ereisreihe  auf  die  angegebene  Art  cammn- 
surabel  ist,  folgende  einfache  Bedingdngsgleichung: 

(Rj=IiR,)*ip4R,R,tang'— it  =  A',     ■ 

woraus  jede  der  fünf  Gtössen  R,,  R,,  A,  u,  n  gefunden  wird,  wenn  die 
vier  übrigen  gegeben  sind.  Liegen  die  Kreit^e  M,,  M,  in  einander,  »&  lut 
man  die  oberen,  und  liegen  sie  ausser  einander  die  unteren  Vorzeicbeo 
zu  nehmen." 

81)  „Bei  Kreisen  auf  der  Kugelfläche  (so  wie  auch  bei  geraden  Ke- 
geln im  Strahlbtischel)  finden  analoge  Unistände  statt,  wie  im  vorstefan- 
den  Satze  bei  Kreiden  in  der  Ebene,  und  zwar  hat  man  die  Bedingni^ 
gleichung: 

co8CB,=FR,)±2!4mR,sinR,tang."— TU  =  cosA." 

82)  „Es  seien  M, ,  M,  irgend  zwei  Kugeln,  wovon,  zum  leichteren 
Vorständnias,  die  eine  M,  innerhalb  der  anderen  gedacht  werden  soll,  und 
femer  sei  M,  eine  beliebige  solche  Kugel,  welche  im  Zwischenraum  zwischeD 
jenen  zwei  Kugelflächen  liegt  und  sie  berührt." 

„Wird  eine  Reihe  Kugeln  m,,  m„  m„  . . .  «o  beschrieben,  dass  jede 
die  drei  Kugeln  M,,  M,,  M,  berührt  und  dass  sie  einander  der  Ordnung 
nach  berühren,  so  ist  sie  entweder  commensurabel ,  oder  nicht,  d.  h.  ent- 
weder a)  gelangt  man,  nachdem  die  Reihe  u  Umläufe  um  die  Kuget  M, 
gemacht  hat,  zu  einer  n""  Kugel  m„,  welche  wiederum  die  erste  m, 
berührt,  oder  b)  dies  tritt  nie  ein,  wenn  auch  die  Reihe  unendlich  fort- 
gesetzt wird." 

„Auf  diese  zwei  Umstände  hat  weder  der  Ort,  wo  die  Kugel  M,  an- 
genommen, noch  die  Lage,  die  der  ersten  Kugel  m,  der  Reihe  fingewiesen 
wird,   Einftuss,  d,  h.   es  findet  immer  derselbe   Fall  auf  dieselbe   Weist 
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83)  „Nach  Angabe  des  letzten  Satzes  (82)  berühren  die  drei  Kugeln 
Mj,  M,,  M,  einander  der  Reihe  nach,  und  jede  von  ihnen  berührt  die 

Reihe  Kugeln  m^,  m,,  m,, Es  schliessen  sich  daran  folgende  weitere 

Eigenschaften.^ 

a)  „Die  drei  Kugeln  M, ,  M.^,  M,  sind  Glieder  einer  zweiten  Kugel- 
reihe Mj,  Mj,  M,,  M^,  . . .  Vovon  jede  alle  Kugeln  jener  ersten  Reihe  und 
zugleich  die  ihr  unmittelbar  vorhergehende  berührt." 

.b)  „Die  Mittelpuncte  jeder  Kugelreihe,  für  sich  genommen,  liegen  in 
einem  Kegelschnitte;  die  Ebenen  der  zwei  Kegelschnitte  sind  zu  einander 
senkrecht,  und  die  Hauptscheitel  eines  jeden  sind  zugleich  die  Brenn- 
puncte  des  anderen,  so  dass  also  entweder  a)  beide  Kegelschnitte  (gleiche) 
Parabeln,  oder  ß)  der  eine*  Ellipse  und  der  andere  Hyperbel  ist." 

c)  „Beide  Kugelreihen  hängen  so  von  einander  ab,  dass  sie  zu- 
gleich commensurabel,  und  zugleich  incommensurabel  sind; 

d)  und  zwar  findet  für  den  commensurabeln  Fall  das  folgende  merk- 
würdige Gesetz  statt,  dass  allemal 

u_       U   _    1^ 

n  "^  N'  ~   2 

ist,  wobei  nämlich  U  die  Zahl  der  Umläufe  und  N  die  Zahl  der  Glieder 
der  zweiten  Kugelreihe  bezeichnet  (82)." 

Die  Sätze  80,  81  und  82  habe  ich  schon  in  den  Annales  de  Maihhn, 
tom.  XVni*)  und  den  Satz  83  im  Journal  für  Mathematik  Bd.  H, 
S.  192**)  zum  Beweisen  vorgelegt.  Im  nämlichen  Bande  des  Journals  habe 
ich  (S.  290,  Lehrs.  59,  60  und  61)***)  einige  besondere  Fälle  des  Satzes  82, 
so  wie  (S.  96) f)  eine  Aufgabe,  welche  den  Satz  80. zum  Ziele  hatte,  auf- 
gestellt. In  Folge  dieser  besonderen  Fälle  und  dieser  Aufgabe  hat  Clausen 
im  6.  und  7.  Bande  des  Journals  die  Sätze  80  und  81  analytisch  be- 
wiesen, ohne  dass  er  von  jenen  Sätzen  in  den  Annalen  Kenntniss  ge- 
habt zu  haben  scheint;  auch  sind  seine  Ausdrücke  der  Form  nach  von 
den  meinigen  verschieden.  Ein  Theil  des  Satzes  80,  nämlich  (ß),  ist  schon 
im  ersten  Bande  (S.  256)  des  genannten  Journals  ff)  von  mir  bewiesen.  Bei 
späteren  Entwickelungen  wird  sich  Gelegenheit  darbieten,  alle  vier  Sätze 
80  elementar  als  möglich  zu  beweisen.  —  Es  entstehen  verschiedene  in- 
teressante Fälle,  wenn  man  statt  der  einen  festen  Kugel  (in  82  und  83) 
eine  Ebene,  oder  statt  des  einen  festen  Kreises  (in  80  oder  81)  eine  Gerade 
oder  einen  Hauptkreis  annimmt. 


«)  Gf.  S.  225  dieser  Ausgabe. 
**)  Cf.  S.  135  dieser  Ausgabe,  Lehrsatz  11. 
♦•♦)  Cf.  S.  160  dieser  Ausgabe,  Lehrsatz  6—8. 
t)  Cf.  S.  127  dieser  Ausgabe,  Lehrsatz  4. 
tt)  Cf.  S.  43  dieser  Ausgabe. 
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84)  Wenn  beim  letzten  Satze  (83)  die  Eugelreihen  commemurabel 
Kind,  so  findet  in  jeder  für  je  zwei  Kugeln,  die  &ls  fest  angenommeo 
werden,  und  zwischen  denen  nach  der  Reihe  nur  eine  andere  Eoftel 
liegt,  wie  z.  B.  für  M,,  M,  in  der  zweiten  Reihe,  die  obige  Badingnitp. 
gicichung  (82)  statt.  Es  kann  gefragt  werden:  ob  auch  für  Engeln,  zwischen 
denen  zwei,  oder  irgend  eine  Anzahl  x,  Engeln  liegen,, in  gleichem  Sinne 
eine  Bedingungsgleichung  stattfinde?  und  welche  es  sei? 


Aomerkung. 

85)  Viele  von  den  vorstehenden  Aufgaben  und  Sätzen  lassen  sich 
mittelst  der  obigen  Coirelations-Systeme  (§  59),  so  wie  auch  zufolge  der 
Anmerkungen  (§  33,  §  34  und  §  48)  auf  verschiedene  Weise  umwandeln. 
Welche  sind  es?  und  wie  lauten  die  neuen  Aufgaben  und  Sätze? 
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Einleitende  Uebersicht. 


§1- 

Die  Geometrie  im  engeren  Sinne  bedarf  zu  ihren  Constructionen  zweier 
Instrumente,  des  Zirkels  und  des  Lineals.  Ein  italienischer  Mathematiker, 
Ma8cheroniy  hat  auf  eine  scharfsinnige  Weise  gezeigt*),  dass  alle  geome- 
trischen Aufgaben  mittelst  des  Zirkels  allein  gelöst  werden  können.  An- 
dererseits haben  in  der  neuesten  Zeit  einige  französische  Mathematiker  auf 
zahlreiche  Aufgaben  aufmerksam  gemacht,  deren  Lösung  nur  die  Hülfe 
des  Lineals,  oder  das  Ziehen  gerader  Linien  zwischen  gegebenen  Puncten, 
erfordert.  Ja  es  haben  Einige  sogar  schon  die  Yermuthung  ausgesprochen, 
dass  mittelst  des  Lineals  alle  Constructionen  ausführbar  seien,  sobald  in 
der  Ebene  irgend  ein  fester  Hülfskreis  gegeben  ist.  Die  vorliegende  kleine 
Schrift  hat  zum  Zweck,  diese  Yermuthung  zu  bestätigen.  Und  zwar  wird 
dieser  Zweck  leichter  erreicht,  als  ich  anfangs  glaubte  und  als  es,  nach 
dem  umfange  des  Gegenstandes,  den  Anschein  hatte.  Denn,  wirft  man 
einen  strengen  Blick  auf  die  gesammten  Constructionen,  wie  sie  in  der 
gewöhnlichen  Geometrie,  beim  freien  Gebrauch  des  Zirkels  und  Lineals 
vorkommen,  so  sieht  man,  dass  sie,  die  Fälle  ausgenommen,  wo  das 
Lineal  allein  genügt,  im  Grunde  nur  auf  den  folgenden  zwei  Hauptcon- 
structionen: 

a)  „die  Durchschnitte  einer  Geraden  und  eines  Kreises"  und 

b)  „die  Durchschnitte  zweier  Kreise  zu  finden", 

beruhen,  so  zusammengesetzt  sie  übrigens  auch  sein  mögen.  Für  die  ge- 
genwärtigen beschränkteren  Hülfsmittel  zeigte  es  sich,  dass  von  diesen 
zwei  Aufgaben  die  erste  allein  als  Hauptaufgabe  sich  geltend  macht,  dass 
also  die  Lösungen  aller  Aufgaben  auf  der  einzigen  Hauptaufgabe: 

A)  „die  Durchschnitte  einer  Geraden  und  eines  Kreises  zu 
finden", 
beruhen,   indem  auch  die  vorstehende  andere  Aufgabe  (b)  auf  diese  zu- 
rückgeführt werden  muss  und  kann.     Der  Umstand  aber,  dass  die  Durch- 

*)  MoMek&ronP^  „Gebrauch  des  Zirkels^  aus  dem  Italienischen  in's  Französische 
übersetct  Ton  Coretie  und  in's  Deutsche  von  Giüson,  Berlin  1825. 
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schnitte  einer  Geraden  und  des  gegebenen  Höl&kreises  unmittelbar  gegebea 
sind,  bewirkt,  dass  mau  zunächst  die  folgenden,  häu^g  vorkommmdco 
und  ihrem  Wesen  nach. die  meisten  Elementaraufgabca  umfassenden Hilt 
aufgaben : 

c)  „parallele  Gerade  zu  ziehen"; 

d)  „der  Grösse  nach  gegebene  Gerade  beliebig  zu  verviel- 
fachen oder  in  beliebig  viele  gleiche  Theile  zq  theileo*; 

e)  „zu  einander  rechtwinklige  Gerade  zu  ziehen"; 

f)  „durch  einen  gegebenen  Funct  eine  Gerade  zu  ziehen, 
die  mit  einer  gegebenen  Geraden  einen  Winkel  eio- 
schliesst,  welcher  einem  der  Grösse  und  Lage  nach  ge- 
gebenen Winkel  gleich  ist"; 

g)  „einen  gegebenen  Winkel  zu  hälften,  oder  beliebig  oft  n 
vervielfachen" ; 

h)  „an  einen  gegebenen  Punct  nach  beliebiger  Richtung 
eine  Gerade  anzulegen,  welche  einer  derGröstse  und  Lage 
nach  gegebenen  Geraden  gleich  ist", 
leicht  lösen  kann.  Die  Art  und  Weise,  wie  diese  Angaben  gelöst  werdcL 
weicht  natürlicherweise  von  der  in  der  Geometrie  üblichen  ganz  und  gir 
ab,  und  zwar  dergestalt,  dass  hier  einige  von  diesen  Aufgaben  dazu  dienen, 
die  obigen  zwei  Hauptaufgaben  (a),  (b),  oder  vielmehr  die  einzige  Haupt- 
aufgabe (A)  unter  allen  Umständen  zu  lösen,  also  auch  die  Durchschnitte 
einer  Geraden  und  eines  nur  der  Lage  und  Grösse  nach  gegebenen  Kreises 
(d.  h.  nur  der  Mittelpunct  und  der  Radius  sind  gegebefi,  der  Kreis  selbst 
nicht  gezeichnet)  zu  finden,  statt  dass  dort  jene  mittelst  dieser  gelöat 
werden. 

Ob  es  mir  gelungen  sei,  den  voi^steckten  Zweck  auf  die  einfachste 
Weise  zu  erreichen,  vermag  ich  nicht  zu  entscheiden,  auch  bin  ich  nicht 
einmal  überzeugt,  ob  selbst  bei  dem  von  mir  eingeschlagenen  Weg  übenD 
isteii  CiinstriitticiLK'u  iiiii-t'wciKU't  wurdü»  siuil  odfr  uioht. 
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ersten  Theil  der  „Systematischen  Entwickelung  der  Abhängigkeit 
geometrischer  Gestalten  von  einander"*)  mid  theils  inderÄbhand- 
limg  „Einige  geometrische  Betrachtungen"  (Journal  für  Mathematik, 
Bd.  I,  S.  161)  **)  enthalten,  so  dass  also  mit  Beziehung  auf  dieselben  die 
vorgelegten  Aufgaben  auf  einem  Räume  von  wenig  Seiten  erledigt  werden 
konnten.  Allein  da  das  gegenwärtige  Werkchen  leicht  in  Vieler  Hände 
kommen  kann,  welche  jene  Schriften  nicht  besitzen,  so  hielt  ich  es  für 
zweckmässig,  jene  Sätze  und  Eigenschaften  hier  kurz  zu  wiederholen,  wo- 
bei ich  mich  bemühte,  sie  so  elementar  als  möglich  darzustellen.  Diesem 
gemäss  besteht  die  gegenwärtige  Arbeit  aus  drei  Kapiteln,  die  folgenden 
Inhalts  sind: 

Erstes  Kapitel.  Einige  Eigenschaften  geradliniger  Figuren  in  Rück- 
sicht auf  Transversalen,  harmonische  Strahlen  und  Puncto;  Constructionen 
mittelst  des  Lineals  allein  unter  bestimmten  Voraussetzungen,  d.  h.  wenn 
entweder  parallele  oder  in  gegebenem  Verh^tniss  getheilte  Gerade  gegeben 
sind,  so  lassen  sich  andere  der  Grösse  und  Lage  nach  gegebene  Gerade 
beliebig  vervielfachen  und  theilen,  und  andere  Parallele  ziehen  (sowie 
auch  rechte  Winkel  hälften  und  beliebige  gegebene  Winkel  vervielfachen). 

Zweites  Kapitel.  Vom  Kreise.  L  Harmonische  Eigenschaften  des 
Kreises.  IL  Von  den  Aehnlichkeitspuncten  (oder  Projectionspuncten) 
zweier  und  mehrerer  Kreise.  IQ.  Von  der  Potenz  bei  Kreisen;  A.  Ort 
der  gleichen  Potenzen;  B.  gemeinschaftliche  Potenz  in  Beziehung  auf  die 
Aehnlichkeitspuncte. 

Drittes  Kapitel.  Lösung  aller  geometrischen  Aufgaben  mittelst  des 
Lineids,  wenn  irgend  ein  fester  Hülfskreis  gegeben  ist;  enthaltend  die  obigen 
acht  Aufgaben  (§  1,  a  bis  h).     Schlussbemerkung. 

Ausserdem  werden  in  einem  Anhange  noch  einige  wesentliche  Auf- 
gaben über  Kegelschnitte  aufgestellt,  welche  als  zweckmässige  Beispiele 
der  Anwendung  der  gegenwärtigen  Methode  dienen  sollen. 


Erstes  Elapitel. 

Einige  Eigenschaften  geradliniger  Figuren  und  darauf  gegründete  Constructionen 


mittelst  des  Lineals  aUein. 


I.    Harmonische  Strahlen  und  Puncto,  Transversalen. 

§3. 
I.    Es  sei  ^ SC  (Fig.  1)  -ein  beliebiges  Dreieck;   aus   der  Spitze  B 

gehe  der  Strahl  b  durch  die  Mitte  b  und  der  Strahl  d  parallel  der  Grund- 

*)  Cf.  S.  229  dieser  Ausgabe. 
^  Cf.  S.  17  dieser  Ausgabe. 
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linie  AC.    Zieht  man  durah  die  Mitte  i  der  Gnuidlinie  irgend  eine  Gtndc, 
oder  Transversale  ab,   so  wird  diese  von  den  zwei  Seiten  a,  c  oitd  in 
den  Strahlen  b,  d  in  den  vier  Puncten  a,  b,  c,  b  so  (^schnitten,  dtra 
AbiBb  =  ab-.ab    (weil  AaAbcoAaBi), 
CbiBb  =  cbicb    (weil  AcCbcoAcßb), 
folglich,  weil 

Ab  =  Cb 
ist,  wild 

ob:ab  =  cb:cb, 

oder 

ab:bc  =  ab:cb,  ■ 
das  heisst:  die  Strecke  ab  wird  so  in  drei  Abschnitte  getheilt,  dass  äd 
der  erste  ab  zum  zweiten  bc,  wie  die  Ganze  ab  zum  dritten  cb  veHiih. 

Vermöge  dieser  Eigenschaft  werden  die  vier  Poncte  a,  b,  c,  b  ,¥i«r 
harmonische  Poncte"  genannt,  und  zwar  heisBen  a  mid  c,  sowie  bimil 
b  „zageordnete  harmonische  Puncte".  Ebenso  werden  die  ns 
Strahlen  a,  b,  e,  d  „vier  harmonische  Strahlen"  und  sowohl  a  and 
c,  ais  b  und  d  „zugeordnete  harmonische  Strahlen"  genannt. 

n.  Werden  die  Strahlen  a,  b,  c,  d  tu»  fest  und  unbegrenxt  taffi- 
Qommen,  so  theilen  sie  nicht  allein  jede  Transversale,  welche  durch  im 
Punct  b  geht,  harmonisch,  sondern  es  wird  offenbar  jede  beliebige  Tiut 
versale  von  ihnen  in  vier  harmonischen  Puncten  geschnitten ;  denn  in  wel- 
chem Puncte  eine  solche  Traosversale  auch  dem  Strahle  6  begegnen  mtf, 
so  kann  man  immer  durch  denselben  eine  Gerade  sich  denken,  die  da 
AC  parallel  ist,  und  sodann  den  vorstehenden  Beweis  anwenden.  Ist  ine- 
besoudere  die  Transversale  mit  einem  der  vier  harmonischea  Strahka 
a,  b,  c,  d  parallel,  wie  zum  Beispiel  AC  mit  d,  so  liegt  der  Punct  b,  )■ 
welchem  sie  den  dem  Parallelstrahl  d  zugeordneten  harmonischen  StoU 
b  schneidet,  in  der  Mitte  zwischen  den  zwei  Puncten  a  and  c,  in  welclitn 
sie  von  den  zwei  übrigen  Strahlen  a  und  c  geschnitten  wird;  and  umge- 
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Strahle  dy  so  muss  der  vierte  dem  d  zugeordnete  Strahl  b  durch  die  Mitte 
b  der  Geraden  AC  gehen,  und  ist  also  gepau  bestimmt.  Oder  durch  ir- 
gend einen  Punct  des  dritten  Strahls,  wie  etwa  durch  den  Punct  b  des 
Strahls  b,  wenn  die  drei  Strahlen  a,  b,  c  als  gegeben  und  a  und  c  als 
zugeordnet  angenommen  werden,  denke  man  sich  eine  Gerade  AC  zwischen 
a  und  c  so  gezogen,  dass  sie  durch  jenen  Punkt  b  gehälftet  wird,  so  wird 
alsdann  derjenige  Strahl  dy  welcher  der  Geraden  AC  parallel  ist,  der 
einzig  mögliche,  dem  b  zugeordnete,  vierte*  harmonische  Strahl  sein.  Äehn- 
liches  gilt  von  vier  harmonischen  Puncten  a,  b,  c,  b. 

rV.  Wenn  insbesondere  das  Dreieck  ABC  gleichschenklig  ist,  näm- 
lich BA  =  BCj  80  wird  der  Strahl  J,  da  er  durch  die  Mitte  b  der  Gnmd- 
linie  AC  geht,  auf  dieser,  so  wie -auf  dem  Strahle  d,  senkrecht  stehen 
und  mit  den  Strahlen  a  und  c  gleiche  Winkel  einschliessen,  so  dass 
Winkel  (ab)  :=  (bc)\  und  daher  muss  auch  d  mit  a  und  c  gleiche  Winkel 
(ad)  =  (dc)  bilden.    Das  heisst: 

^Wenn  von  vier  harmonischen  Strahlen  a,  &,  Cj  d  einer,  etwa 
6,  mit  zwei  zugeordneten  a  und  c  gleiche  Winkel  bildet,  so 
findet  dasselbe  auch  bei  seinem  zugeordneten  Strahle  d  statt, 
und  beide  Strahlen  b  und  d  stehen  auf  einander  rechtwinklig; 
und  umgekehrt:  wenn  bei  vier  harmonischen  Strahlen  zwei  zu- 
geordnete b  und  d  auf  einander  rechtwinklig  sind,  so  hälften  sie 
die  von  den  zwei  übrigen  Strahlen  a,  c  eingeschlossenen  Winkel.^ 

§4. 

Irgend  vier  Gerade  a,  Cj  a,,  c^  (Fig.  2)  in  einer  Ebene,  die  einander 
im  Allgemeinen  paarweise  in  sechs  Puncten  A^  Cj  Fy  Gy  Hy  I  schneiden, 
heissen  „vollständiges  Vierseit^.  Ein  solches  Yierseit  hat,  wie  man 
sieht,  drei  Diagonalen  ACy  GFy  Uly  die  sich  in  den  drei  Puncten  By  D,  E 
schneiden.  Es  lässt  sich  leicht'  zeigen,  dass  diese  drei  Diagonalen  ein- 
ander harmonisch  schneiden,  nämlich  wie  folgt: 

Denkt  man  sich  zu  den  drei  Strahlen  a,  c,  d  den  vierten,  dem  d  zu- 
geordneten, harmonischen  Strahl  b,  und  ebenso  zu  den  drei  Strahlen  a^y 
c^,  d^  den  vierten,  dem  d^  zugeordneten,  harmonischen  Strahl  &,,  so  muss 
jeder  der  zwei  Strahlen  by  b^  die  Diagonale  ACD  in  demjenigen  Puncto 
B  schqeiden,  welcher  zu  den  gegebenen  drei  Puncten  Ay  C,  D  der  vierte, 
dem  D  zugeordnete,  harmonische  Punct  ist  (§  3);  ebenso  müssen  beide 
Strahlen  by  b^  die  Diagonale  HIE  in  demjenigen  Puncto  B  schneiden, 
welcher  zu  den  drei  Puncten  jB,  /,  E  der  vierte,  dem  E  zugeordnete, 
harmonische  Punct  ist;  da  aber  b  und  b^  nur  einen  einzigen  Punct  B  ge- 
mein haben  können,  so  muss  folglich  derselbe  zugleich  der  Durchschnitts- 
punct  der  Diagonalen  ACy  HI  sein,  woraus  denn  hervorgeht,  dass  diese 
Diagonalen  harmonisch  geschnitten  werden.    Achnlicherweise  kann  gezeigt 

30* 


468  I-  Espitel.    BiKeDSchaften  geradlinige.  Figuren.  {S. 

werden,  dasB  die  dritte  Dii^^tlale  QF  vod  den  zwei  anderen  in  den  Panda 
D,  E  harmonisch  getheilt  wird.    Also: 

„Bei  jedem  vollständigen  Vierseit  wird  jede  der  dreiDitgt- 
nalen  von  den  zwei  fibrigen  harmonisch  geschnitten,  d.  1l  dit 
Puncto,  in  welchen  eine  der  drei  Diagonalen  von  den  zwei  öbri- 
gOQ  geschnitten  wird,  sind  zu  den  Eckpuncten,  welche  sie  ver- 
bindet, zugeordnete  harmonische  Puncto,  zum  Beispiel  A,B, 
C,  D  sind  harmonisch  und  •£,  D  sind  zugeordnete  harmonisebt 
Puncto. " 

§5. 

Ton  den  zahlreichen  Folgerungen  und  Anwendungen,'  die  sich  us 
dem  letzten  Satze  (§  4)  ziehen  lassen',  sollen  hier  nur  einige  und  mr 
zunächst  folgenSe  heraa^ehoben  werden: 

I.  „Zu  irgend  drei  gegebenen  Puncten  in  einer  Geradei 
einen  vierten  harmonischen  Punct  mittelst  des  Lineals  allcti 
zu  finden." 

a)  Sind  etwa  die  drei  Puncto  G,  D,  F  (Fig.  2)  gegebeo,  und  es  8(A 
der  dem  D  zugeordnete  vierte  hannoniscbe  Punct  E  gefunden  werd«i, 
so  ziehe  man  nach  einem  beliebigen  Punct  A  die  Geraden  AQ,  AD,  AS, 
nehme  in  AD  einen  beliebigen  Punct  C,  ziehe  die  Geraden  GCl, 
Für,  wodurch  man  die  zwei  Durchschnitte  /  und  R  erhält,  und  ziehe 
endlich  die  Gerade  EI,  so  wird  diese  den  verlangten  Punct  E  angebea 
Oder: 

£)  Sind  G,  Fy  E  gegeben,  und  es  soll  der  dem  E  zugeordnete  vierte 
harmonische  Punct  D  gefunden  werden,  so  ziehe  man  nach  eiDem  wiil- 
kürlicben  Punct  A  die  Geraden  FA,  GA,  sqhueido  sie  durch  eine  b^ 
liobige,  durch  E  gehende  Gerade  EIR  in  den  Puncten  /,  H,  ziehe  sofort 
die  Geraden  Gl,  FE,  die  sich  in  C  kreuzen,  und  ziehe  endlich  die  Ge- 
rade AC,  so  wird  diese  durch  den  gesuchten  Punct  D  gehen. 

II.  „Zu  irgend   drei  gegebenen  Strahlen,    die   durch   einen 
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Schenkel  haben,   so  soll  der  letzte  Winkel  mittelst  des  Lineals 
verdoppelt  werden." 

Angenommen,  es  sei  (bd)  (Fig.  1)  der  rechte  und  (bc)  der  andere 
Winkel,  so  suche -man  zu  den  drei  Strahlen  b,  Cy  d  einen  vierten,  dem  c 
zugeordneten,  harmonischen  Strahl  a  (11),  so  wird  alsdann  zufolge  (§  3, 
IV)  Winkel  {ab)  =  (bc)  und  mithin  Winkel  (jox)  der  verlangte  doppelte 
Winkel  sein. 

rV.  „Wenn  von  drei  Strahlen,  die  durch  einen  Punct  gehen, 
der  eine  mit  den  zwei. anderen  gleiche  Winkel  bildet,  so  soll 
mittelst  des  Lineals  ein  vierter  Strahl  gefunden  werden,  wel- 
cher ebenfalls  mit  den  zwei  letzteren  gleiche  Winkel  ein- 
schliesst  und  mithin  zu  jenem  ersten  rechtwinklig  ist." 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  gründet  sich  ebenfalls  auf  (IQ  und  (§  3, 
IV),  wie  die  vorige. 

V.  „Werden  irgend  zwei  Gerade  a,  c  (Fig.  2)  von  beliebigen 
Geraden  a^y  6j,  Cj,  ...,  die  durch  irgend  einen  Punct  G  gehen, 
geschnitten,  und  man  verbindet  die  Durchschnittspuncte  von  je 
zwei  der  letzteren  kreuzweise  durch  ein  Paar  Gerade,  wie  etwa 
AC  und  Hly  AL  und  HM,  so  liegen  alle  Puncto,  wie  By  Ky  in 
welchen  sich  diese  Geradenpaare  kreuzen,  in  einer  bestimmten 
Geraden  by  welche  durch  den  Durchschnittspunct  F  der  zwei 
erstgenannten  Geraden  a,  c  geht  und  welche  zu  diesen  und  zu 
der  Geraden  FG  oder  d  die  vierte,  der  letzteren  zugeordnete, 
harmonische  Gerade  ist." 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt,  wie  man  leicht  sehen  wird,  aus 
(n)  oder  (§  4). 

YL  „Durch  einen  gegebenen  Punct  mittelst  des  Lineals 
eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  mit  zwei  gegebenen  Geraden 
nach  einem  und  demselben  Puncto  gerichtet  ist,  wenn  nämlich 
dieser  Punct  vorhandener  Hindernisse  wegen  unzugänglich  ist." 

Es  sei  etwa  B  (Fig.  2)  der  gegebene  Punct  und  AMy  HL  die  gege- 
benen Geraden,  welche  aber  nicht  bis  zu  dem  Puncto  Fy  nach  welchem 
sie  gerichtet  sind,  sollen  verlängert  werden  können.  Man  ziehe  die  Ge- 
raden ABy  HBy  welche  die  gegebenen  Geraden  in  C,  /  schneiden,  und  < 
ziehe  femer  die  Geraden  AHy  /C,  die  sich  in  G  kreuzen;  durch  diesen 
Punct  G  lege  man  eine  beliebige  Gerade  GM  (die  nicht  durch  B  zu  gehen 
braucht),  welche  die  gegebenen  in  My  L  schneidet,  und  ziehe  sofort  ALy 
HMy  die  sich  in  K  kreuzen ,  so  wird  die  Gerade  KB  der  Aufgabe  ge- 
nügen. Das  Verfahren  bleibt  sich  gleich,  der  Punct  B  mag  zu  den  ge- 
gebenen Geraden  AMy  HL  eine  Lage  haben,  welche. man  will,  wie  z.B. 
die  Läge  von  G\  ebenso  können  diese  Geraden  gegen  einander  eine  Lage 
haben,  welche  man  will,  z.  B.  parallel  sein. 
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Die  Richtigkeit  dieser  Auflösung  beruht,  wie  man  bemerken  wird,  uf 
dem  vorhergehenden  Satze  (Y).  (Vergl.  Abhäng.  goom.  Gesttltei. 
TU.  I.  S.  77.)') 

11.     Constructionen  mittelst  des  Lineals  unter  gewissen 
Voraussetzungen. 

Ä.    Wenn  Parallele,  oder  rational  getheilte  Strecken  gegeben  siod. 

§«. 

Tu  Ansehung  der  obigen  Aufgabe  (§  5,  I)  findet  ein  wichtiger  beson- 
derer Fall  statt,  der  näher  betracbtct  werden  musa. 

Tritt  nämlich  der  besondere  Fall  ein,  dass  bei  den  drei  g^ebeim 
Puncten  G,  D,  F  der  Punct  D  gerade  in  der  Mitl«  zwischen  den  Poocta 
G  und  F  liegt,  so  wird  der  vierte,  ihm  zi^ordnete,  harmonische  Pdiki 
E  sich  in's  Unendliche  entfernen,  d.  h.  so  muss  die  Gerade  HI,  dnrdi 
welcbe  er  gefunden  wird,  mit  der  gegebenen  Geraden  GDF  parallel  sein. 
Und  umgekehrt:  Schneidet  man  zwei  Seiten  AG,  AF  eines  beliebiges 
Dreiecks  GAF  durch  ii^end  eine,  der  Grundlinie  6^  parallele  Gerade  H! 
(Fig.  3),  verbindet  die  Durchschnittspuncte  H,  I  mit  den  gegenüber  liegeB- 
den  Ecken  an  der  Grundlinie  durch  Gerade  FH,  Gl,  welche  sich  w 
Puncte  C  kreuzen,  und  zieht  durch  diesen  und  durch  die  Spitze  4  ^^ 
Dreiecks  die  Gerade  ACD,  m  geht  diese  allemal  durch  die  Hitte  D  Att 
Grundlinie. 

Hierauf  gründen  sich  die  Auflösungen  folgender  Aufgaben: 

I.  „Wenn  in  einer  Geraden  drei  Puncte  G,  D,  F  (Fig.  3)  ge- 
geben sind,  wovon  der  eine,  D,  in  der  Mitte  zwischen  den  strei 
übrigen  liegt,  so  soll  (mittelst  des  Lineals  allein)  durch  irgend 
einen  beliebigen  Punct  H  mit  jener  Geraden  eine  Parallele  ge- 
zogen werden." 
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bis  sie  HI  schnitten);  diese  Durchschnittspuncte  verbinde  man  mit  jenen 
Endpuncten  durch  Gerade  HF,  IG,  die  sich  in  irgend  einem  Puncte  C 
schneiden;  durch  diesen  und  durch  jenen  angenommenen  Punct  A  lege 
man  endlich  die  Gerade  ACD,  so  wird  diese  durch  die  Mitte  D  der  ge- 
gebenen Strecke  GF  gehen. 

m.  „Wenn  irgend  zwei  parallele  Gerade  gegeben  sind,  so 
soll  durch  irgend  einen  gegebenen  Punct  eine  dritte  Parallele 
gezogen  werden.^ 

Man  hallte  nach  (U)  irgend  eine  beliebige  Strecke  in  einer  der  zwei 
gegebenen  Geraden,  so  ist  alsdann  die  Aufgabe  auf  (I)  zurückgeführt. 

IV.  „Wenn  zwei  parallele  Gerade  und  in  der  einen  irgend 
eine  begrenzte  Strecke  gegeben  sind,  so  soll  man: 

a)  in  der  nämlichen  Geraden  eine  andere  Strecke,  welche 
ein  beliebiges  Vielfaches,  etwa  das  nfache  von  jener 
Strecke  ist,  von  irgend  einem  gegebenen  Puncte  an,  ab- 
stecken; oder 

b)  die  gegebene  Strecke  in  irgend  eine  gegebene  Anzahl 
gleicher  Theile  theilen,  oder  in  zwei  Theile  theilen,  die 
sich  zu  einander  verhalten,  wie  zwei  gegebene  Zahlen; 
oder  endlich 

c)  eine  andere  Strecke  finden  (in  der  nämlichen  Geraden), 
die  zu  der  gegebenen  ein  gegebenes  rationales  Yerhält- 
niss  hat.^ 

Es  seien  BFy  bf  (Fig.  4)  die  gegebenen  Parallelen  und  etwa  BC  die 
gegebene  Strecke.  Man  ziehe  durch  eineä  beliebigen  Punct  A  eine  dritte 
Parallele  AG  (HI)  und  nach  den  Endpuncten  der  Strecke  die  Geraden 
AB,  AC,  welche  die  zweite  ParaUele  in  b,  c  schneiden;  sofort  ziehe  man 
die  Gerade  C6,  die  der  dritten  Parallelen  in  G  begegnet  und  ziehe  GcD, 
so  wird,  wie  leicht  zu  sehen,  DC=BC  und  folglich  BD  dqppelt  so 
gross,  als  die  gegebene  Strecke  BC  sein.  Zieht  man  nun  weiter  die  Go- 
rade AD  und  sodann  GdE,  dann  femer  AE  und  darauf  GeF  u.  s.  w.,  so 
werden  offenbar  die  Strecken  BC,  CD,  DE,  EF,  . . .  gleich  gross  sein,  so 
dass  man  auf  diese  Weise  jedes  beliebige  Vielfache  der  Strecke  BC  er- 
hält, wie  zum  Beispiel  BF  ihr  Vierfaches  ist. 

(a)  Soll  nun  ein  solches  Vielfaches  von  irgend  einem  gegebenen 
Puncte  X  an  abgeschnitten  werden,  so  ziehe  man  die  Gerade  Xb  (oder 
X/),  verlängere' sie,  wenn  es  nöthig  ist,  bis  sie  die  AG.m  F  schneidet, 
und  ziehe  YfZ,  so  wird  XZ  die  verlangte  w  fache  (hier  vierfache) 
Strecke  sein. 

(b)  Soll  die  gegebene  Strecke  BC  in  n  gleiche  Theile  getheilt  wer- 
den, so  ziehe  man,  wenn  bf  das  nfache  von  bc  ist,  die  Geraden  Cb,  Bf, 
die  sich  in  /  kreuzen,  und  ziehe  sofort  cl^,  dib,  eh,  . . . ,   so  werden  die 
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Strecken  Cy,  -{S,  Se,  . . .  einander  gleich,  und  zwar  jede  der  n**  Tbeil  f n 
der  g^;ebenen  Strecke  BC  sein. 

Soll  die  gegebene  Strecke  BC  in  zvei  Abschnitte  getheilt  werden, 
die  sich  verhalten  wie  zwei  gegebene  Zahlen  p,  q,  so  mnss  b/  das  0>+^ 
fache  von  bc  sein,  und  alsdann  zählt  man  von  b  an  p  Strecken  bc,cd,  ... 
ab,  zieht  vom  Endpuncte  der  letzten,  z.  B.  von  d,  die  Gerade  dll,  w 
werden  sich  die  Abschnitte  6'5,  BS  verhalten  wie  p :  q. 

(c)  Soll  endlich  eine  Strecke  gefunden  werden,  die  sich  zu  der  ge- 
gebenen Torbätt  wie  qip,  so  ziehe  man,  wenn  etv&  fd,  db  sich  ebenfaSi 
wie  q :  p  vorhalten,  die  Geraden  Bb,  Cd,  und  aus  dem  Punct,  ia  welchem 
diese  sich  kreuzen,  ziehe  man  eine  Gerade  durch  /,  so  wird  diese  da 
Geraden  BC  in  irgend  einem  Puncto,  der  W  beiasen  mi^,  begegnen,  and 
ee  ist  sodann  CW  die  verlaugte  Strecke,  d.  h.  es  wird  sich  ßCrCW^jjij 
verhalten. 

Anmerkung.  Soll  von  der  gegebenen  Strecke  BC  bloss  ein  be- 
stimmter einfacher  Theil  abgeschnitten  werden,  d.  h.  ein  Stück  abge- 
schnitten werden,  welches  sich  zur  ganzen  verhält,  wie  \:n,  wo  n  eine 
ganze  Zahl  ist,  so  kann  man  auch  wie  folgt  verfahren: 

Aus  einem  willkürlichen  Puncte  A  (Fig.  5)  ziehe  man  nach  den  End- 
puncten  der  Strecke  die  Geraden  AB,  AC,  welche  mit  der  anderen  Pa- 
rallelen die  Durchschnitte  i,c  bilden;  sodann  ziehe  man  die  Geraden  Be, 
Cb,  die  sich  in  d  achneiden,  und  ziehe  weiter  AdD,  so  ist  CD  die  HiUfte 
der  gegebenen  Strecke  BC. 

Wird  nun  ferner  die  Gerade  cD,  die  der  Geraden  Cb  in  e  begegnet, 
und   sofort  AeE  gez(^en,    so  iSt  CE^^BC.     Denn   vermöge   des   voll- 
ständigen Vierseits  Aced  (dessen  drei  Diagonalen  Ae,  cd,  CD  sind)   sind 
die  vier  Puncte  B,  D,  E,  C  harmonisch  (§  4),  so  dass  man  hat 
CE  ■.ED  =  CB:  DB, 
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§7. 
^Wenn   in    einer    Geraden    zwei    neben    einander    liegende 

Strecken  BD,  DC  (Fig.  6)  gegeben  sind,  die  irgend  eingegebenes 

rationales  Yerhältniss  zu  einander  haben,   so  soll  man  (mittelst 

des  Lineals  allein)  durch  irgend  einen  beliebigen  Punct  mit  der 

gegebenen  Geraden  eine  Parallele  ziehen.^ 

Da  diese  Aufgabe  wohl  mehr  theoretisches  Interesse  als  praktischen 
Nutzen  haben  mag,  so  will  ich  hier  die  Möglichkeit  ihrer  Lösung  nur 
kurz  andeuten  und  das  Auffinden  der  leichtesten  und  bequemsten  Auf- 
losung Anderen  überlassep. 

Die  Aufgabe  ist  als  gelöst  zu  betrachten,  sobald  man  in  der  gege- 
benen Geraden  irgend  drei  Puncto  gefunden  hat,  wovon  der  eine  gleich 
weit  von  dön  zwei  übrigen  entfernt  ist  (§  6,  I). 

Das  gegebene  rationale  Verhältniss  der  gegebenen  Strecken  BDy  DC 
lässt  sich  immer,  in  welcher  Form  es  auch  gegeben  sein  mag,  durch  zwei 
ganze  Zahlen  a,  b  ausdrücken,  welche  unter  sich  PrimzaUen  sind.  An- 
genommen es  sei  a>b.  Man  construire  zu  den  drei  gegebenen  Puncten 
By  Dj  C  den  vierten,  dem  D  zugeordneten,  harmonischen  Punct  E  (§  5, 
I),  so  hat  man 

BD:CD  =  BE:CEy 

oder,  wenn  man  statt  der  Linien  die  ihnen  entsprechenden  Zahlen  setzt 
und  CE  durch  die  Zahl  a  ausdrückt, 

a:b  =  (a-{-b-{-a):x 
und  folglich 

b(a  +  b) 

a  —  6 

• 

Wird  BC  =  a-i-b  =  y  gesetzt,  so  hat  man 

b(a  +  b) 
^  a  —  b 

oder 

(1)         •  x'.y  =  b'.(a~b\ 

das  heisst:  „Aus  den  gegebenen  Strecken  BDy  CD,  die  sich  ver- 
halten wie  die  Zahlen  a,  6,  lassen  sich  zwei  neue  Strecken  BC, 
CE  oder  y,  x  finden,  die  sich  verhalten,  wie  die  Differenz  der 
gegebenen  Zahlen  a  —  b  zu  der  kleineren  Zahl  6."  Daher  wird 
man  durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  endlich  zu  zwei 
Strecken  gelangen,  die  einander  gleich  sind ,  d.  h.  man  wird  drei  Puncto 
haben,  wovon  der  eine  in  der  Mitte  zwischen  den  zwei  übrigen  liegt,  und 
wodurch  sodann  die  vorgelegte  Aufgabe  auf  «die  obige  (§  6,  I)  zurückge- 
bracht ist.  Denn  ist  z.  B.  die  Differenz  a  —  b  grösser  als  J,  so  wird  man 
durch  eine  neue  Construction  zwei  Strecken  erhalten,   die  sich  verhalten 
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wie  6  -.(a  —  2&);  nnd  so  katm  mao  fortfahreQ,  bU  m&D  zu  Kwei  Stiecka 
gelangt,  die  sich  verhalten  wie  b  :  (a  —  n&),  wo  der  Rest  a~~iii  kleins 
als  b  und  etwa  =:  c  ist.  Sodann  findet  man  weiter  zwei  Strecken,  £e 
sich  verhalten  wie  c  :  b  —  c,  u.  8.  w,  f.,  was  nothwendigerweise  zulebt,  di 
a,  b,  c,  . ..  ganze  Zahlen  sind,  die  der  Reihe  nach  immer  kleiner  wodeo, 
zu  zwei  Strecken  führen  muss,  die  sich  verhalten  wie  1 : 1. 

Wird  DE  oder  &-|~«  =  3  gesetzt,    so  hat  man,    wenn  statt  x  det 
obige  Werth  gesetzt  wird,  * 

b(a  +  b) 


Z  =  a:b-\-- 


oder 


das  heisst:  durch  die  nämliche  Constniction  gelangt  man  zu  zwei  Stiecka 
BD,  DE,  welche  sich  verhalten,  wio  die  Differenz  der  gegebenen  Zahle» 
a  —  b  zu  der  doppelten  kleineren  Zahl  2b,  wodurch  mao  in  gewissa 
Fällen  sich  etwas  schneller  dem  verlangten  Verhältniss  1 : 1  nähern  kaoa 
Ist  zum  Beispiel 

(a)  a  =  2     und    *=1, 

so  ist  j;  =^  3  und  mithin  C  in  der  Mitte  zwischen  B  und  £;  und  weno 

(ß)  a  =  3     und     b  =  \, 

so  ist  x^2  und  mithin  D  in  der  Mitte  zwischen  B  and  E.    Jeder  dies« 
zwei  Fälle  erfordert  also  nur  eine  einzige  Hülfsconstruction. 


oder  Parallele  and  i 


llele,   oder   zwei    rational   getheilte  Streck«!, 
al  getheilte  StreckcD    zugleich    gegeben  sini 


5  8. 
m  in  einer  Ebene   irgend   zwei  Paar  parallele  Ge- 
gend ein  Parallelogramm  gegeben  ist,    so  soll  msn 
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andere  Gerade  (die  nicht  mit  ihnen  parallel' ist)  in  drei  solchen  Puncten 
schneiden,  wovon  der  eine  in  der  Mitte  zwischen  den  zwei  übrigen  liegt. 

Ist  nun  eine  Gerade,  etwa  GK^  gegeben,  so  wird  dieselbe  von  den 
drei  Parallelen  in  den  drei  Puncten  G,  Fy  H  geschnitten,  wovon  der  eine. 
Ff  in  der  Mitte  zwischen  den  zwei  übrigen,  G  und  -ET,  liegt,  und  wodurch 
also  der  Forderung  (a):  „durch  jeden  willkürlichen  Punct  mit  der  Geradon 
GK  eine  Parallele  zu  ziehen**,  zufolge  §  6, 1,  genfigt  werden  kann. 

Oder,  anstatt  die  dritte  Parallele  EF  zu  ziehen,  kann  man  auch,  wie 
folgt,  verfahren:  Durch  die  Puncto  /,  Ky  in  welchen  die  gegebene  Gerade  GK 
die  Parallelen  ABj  DC  schneidet,  ziehe  man  die  Geraden  IE,  KE, 
welche  diesen  Parallelen  in  L,  Jlf  begegnen,  so  wird  die  Gerade  LJM 
offenbar  der  IK  parallel  sein,  und  sodann  kann  durch  jeden  beliebigen 
Punct,  zufolge  §  6,  III,  mit  IK  eine  Parallele  gezogen  werden. 

Die  zweite  Forderung  (b)  wird  durch  Hülfe  der  ersten  und  nach  An- 
leitung von  §  6,  n  erledigt. 

n.     „Wenn  in  einer  Ebene  entweder: 

d)  drei  Parallele,  welche  irgend  pine  vierte  Gerade  in  ge- 
gebenem rationalen  Yerhältniss  schneiden;  oder 

b)  in  zwei  Parallelen  irgend  zwei  Strecken,  welche  ein  ge- 
gebenes rationales  Yerhältniss  zu  einander  haben;  oder 

c)  irgend  zwei  Parallele  und  irgend  eine  in  gegebenem  ra- 
tionalen Yerhältniss  getheilte  Strecke;  oder  endlich 

d)  zwei  beliebige,  nicht  parallele  Strecken,  wovon  jede  in 
irgend  einem  gegebenen  rationalen  Yerhältniss  ge- 
theilt  ist,   . 

gegeben  sind,  so  soll  man: 

a)  nach  jeder  beliebigen  Richtung- Parallele  ziehen,  und 

ß)  jede  beliebige  gegebene  Strecke  nach  jedem  beliebigen 
rationalen  Yerhältniss  theilen  oder  vervielfachen." 

Fall  a.  Schneiden  etwa  die  drei  Parallelen  AB,  CD,  EF  (Yig,  8) 
eine  vierte  Gerade  ^jB  so,  dass  sich  ihre  Abschnitte  AC,  CE  verhalten 
wie  p:qy  ^^  Py,9  relative  Primzahlen  sind,  so  vervielfache  man  in  der 
einen  Parallelen,  etwa  in  AB,  eine  willkürliche  Strecke,  und  nehme  AG 
gleicli  dem  j?  fachen  und  GB  gleich  dem  ^  fachen  dieser  Strecke  (§  6,  lY,  a), 
ziehe  sofort  die  Geraden  GC,  BE,  so  werden  diese  parallel  sein  (weil 
AC:  CE=AG:  GB=p:q)^  und  dadurch  ist  also  die  vorgelegte  Auf- 
gabe auf  die  vorige  (I)  zurückgeführt. 

Um  ein  anderes  Paar  Parallele  zu  erhalten,  könnte  man  auch,  zufolge 
§  7,  mit  der  in  rationalem  Yerhältniss  getheilten  Geraden  AE  irgend  eine 
Parallele  ziehen,  was  aber  weitläuftiger  sein  würde,  als  das  erste  Yerfahren. 

Fall  ß.  Es  seien  AB,  CD  (Fig.  8)  die  gegebenen  Parallelen  und 
etwa  ABy  CH  die  gegebenen  Strecken,   welche   sich  verhalten  wie  zwei 
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gegebene  Zahlen  p,  q.  Man  ziehe  durch  die  Endptincte  der  Strecken  die 
Geraden  AC,  BH,  die  sich  in  irgend  einem  Pnncte  E  schneiden  (mii 
könnte  ebenso  die  Geraden  AH,  BC  ziehen),  so  wird  man,  vennöge  dn 
ähnlichen  Dreiecke  AEB,  CEE,  i.  B.  haben 

ÄE:CE=AB:CH=p:q; 
mithin  ist  auch  das  Verhältniss  der  Strecken  AC:  CE  gegeben,  nämlid 
=  (j> — q) :  q,  so  daes  also  dadurch  der  gegenwärtige  Fall  auf  den  voiiga 
(a)  gebracht  ist.    (Es  ist  dabei  nicht  nöthig,  die  dritt«  Parallele  BFn 
ziehen,  was  leicht  zu  sehen  ist.) 

Fall  c.  Sind  etwa  A,  B  (Fig.  9)  die  gegebenen  Farallelea  und  C£ 
die  gegebene  Strecke,  welche  in  D  so  getheilt  ist,  dass  die  Abschnitte 
CD,  DE  sich  verhalten  wie  zwei  gegebene  Zahlen  f>,  q.  Man  ziehe  donl 
die  Pnncte  C,  D,  E  drei  Gerade,  welche  den  Geraden  Ay  B  parallel  sind 
(§  6,  UI),  so  hat  man  alsdann  den  ersten  Fall  (a). 

Oder,  man  ziehe  durch  Irgend  einen  beliebigen  Punct  eine  PanS^ 
mit  CE  (§  7),  80  hat  man  die  Aufgabe  auf  die  obige  (I)  gebracht 

Fal!  d.  Sind  etwa  AC,  BF  (Fig.  10)  die  gegebenen  Streck«, 
welche  durch  die  Pnncte  B,  E  in  gegebenem  Verhältniss  getheilt  sind,  to 
dass  AB:BC^p:q  und  BE:EF=r:s,  wo.  p,  q,  r,  s  g^ebene  Zahleo 
sind,  so  ziehe  man  durch  ii^end  einen  Punct  eine  Parallele  mit  AC  ond 
durch  (denselben  oder)  irgend  einen  anderen  Punct  eine  Parallele  mit  DF 
(§  7),  so  hat  man  die  Aufgabe  auf  die  obige  (I)  zurückgefohrt.  Oder  nun 
ziehe  durch  zwei  Pnncte  der  einen  Geraden,  etwa  durch  F,  E^  mit  der 
anderen  Geraden  AC  Parallele  (§7),  so  hat  man  die  Auijgabe  auf  dea 
Fall  (a)  gebracht,  und  die  Constmction  wird  in  den  meisten  Fallen  im 
Ganzen  etwas  kürzer  sein  als  die  vorige. 
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Es  sei  ABCD  (Fig.  11)  das  gegebene  Quadrat,  und  E  der  Durcb- 
schnittspunct  seiner  Diagonalen  ÄCy  BD,  also  sein  Mittelpunct 

Zieht  man  durch  den  Mittelpunct  eine  beliebige  Gerade  GFj  so  ist 
es  leicht,  diejenige  Gerade  IK  zu  finden,  welche  im  Mittelpunct  E  auf 
ihr  senkrecht  steht.  Nämlich  man  zieht  aus  F  die  Gerade  FH  parallel 
der  Seite  BC  oder  AD  (§6,  III),  und  sodann  aus  dem  Punct  J3,  in  wel- 
chem sie  die  Seite  AB  trifft,  die  Gerade  HI  parallel  der  Diagonale  AEC 
(§  6»  I)»  ^  ^d  die  Gerade  lEK  zu  FEG  senkrecht  sein.  Denn  zufolge 
dieser  Construction  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  FC=HB  =  BIy  und  femer 
ist  BE=CE  und  Winkel  EBI=ECF,  folglich  die  Dreiecke  EBI  und 
ECF  einander  congruent,  daher  Winkel  BEI=  CEF,  und  folglich  Winkel 
BEC=IEF  =  einem  Rechten. 

Da  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  BEIxmd  CEF  femer  folgt,  dass 
EI^=EFy  mithin  das  Dreieck  lEF  ein  gleichschenkliges,  so  dass  also 
die  Gerade  EL,  welche  dessen  Winkel  an  der  Spitze  E  hälftet,  auf  der 
Grrundlinie  IF  senkrecht  steht,  so  lässt  sich  dieser  Winkel  leicht  hälften. 
Denn  zu  diesem  Endzweck  ziehe  man  EN  parallel  IF  und  GK,  und 
ziehe  nach  der  eben  gezeigten  Weise  MEL  rechtwinklig  auf  ENy  so 
wird  EL  den  rechten  Winkel  lEF  hälften. 

Wird  nun  verlangt,  es  soll  auf  eine  beliebige  gegebene  Gerade  gf, 
aus  irgend  einem  gegebenen  Puncto  i  ein  Perpendikel  gefällt  werden  (a), 
80  zieht  man  durch  den  Mittelpunct  E  die  Gerade  FG  parallel  fg,  er- 
richtet KEI  rechtwinklig  auf  FEG  und  zieht  durch  den  gegebenen  Punct  * 
die  Gerade  ie  parallel  lEK  (§S,  I);  so  hat  man  offenbar  die  Forderung 
erfallt  Es  ist  klar,  dass  das  Verfahren  sich  gleich  bleibt,  wenn  aus  dem 
Puncte  e  in  der  gegebenen  Geraden /jr  auf  dieser  ein  Perpendikel  errichtet 
werden  soU. 

Wird  femer  verlangt,  man  soll  irgend  einen  gegebenen  rechten  Winkel 
/ei  hälften  (6),  so  zieht  man  EF  parallel  ef  und  EI  parallel  ei,  hälftet 
sofort  den  Winkel  FEI  mittelst  der  Geraden  EL  und  zieht  endlich  durch 
den  Punct  e,  mit  EL  parallel,  die  Gerade  ely  so  wird  diese  offenbar  der 
Forderung  genügen. 

Der  Fall  (c)  endlich  lässt  sich  mittelst  des  Falles  (a)  und  einer 
früheren  Aufgabe  (§  5,  lU)  leicht  erledigen.  Denn  errichtet  man  aus  dem 
Scheitel  des  gegebenen  Winkels  auf  einen  seiner  Schenkel,  welche  a,  b 
heissen  mögen,  etwa  auf  £,  einen  Perpendikel  (wie  soeben  gezeigt  worden 
(a)),  so  tann  sofort  dieser  Winkel,  nach  Anweisung  von  §  5,  HI,  ver- 
doppelt werden,  d.  h.  man  hat  zwei  Winkel  (a6),  (Je),  die  einander  gleich 
sind  und  den  Schenkel  b  gemein  haben,  so  dass  der  Winkel  (ac)  das 
Zweifache  des  gegebenen  Winkels  (ab)  ist.  Errichtet  man  nun*  weiter  auf 
dieselbe  Weise  auf  den  Schenkel  c  einen  Perpendikel  und  verdoppelt  die 
an  diesem  Schenkel  liegenden  beiden  Winkel  (c£),  (ca),  so  erhält  man 
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zwei  neue  Schenkel  d,  e,  und  es  ist  (ad)  das  Drei&che  und  (ae)  du 
Vierfache  des  gegebenen  Winkels  (ab).  Auf  gleiche  Weise  gelangt  mu 
nun  mittelst  eines  Perpendikels  auf  den  letzten  Schenkel  e  zum  &-,  6-,  1- 
und  Sfachen  des  gegebenen  Winkels,  und  sodann  durch  einen  neuen  Ps- 
pendikel  zum  9-  bis  16fachen  u.  s.  w.  f.,  nämlich  durch  den  n*™  Psp» 
dikel  gelang  man  zum  (2"  +  l)-  bis  2"^*  fachen. 


Zweite»  Kapitel. 

Ueber  einige  Eigenschafteii  des  i 


I.    Von   harmonischen  Eigenschaf  teo  *}. 

§10. 

I.  Sind  a,  h,  c,  b  (Fig.  12)  ii^nd  vier  haimonische  Puncte,  so  sind 
jede  vier  Strahlen  a,  b,  c,  d,  welche  von  ij^end  einem  Puncte  B  aas  duid 
dieselben  gehen,  ebenfalls  hannonisch  (§  3).  Werden  die  vier  Puncte  ak 
fest  angenommen,  und  sollen  von  den  Strahlen  zwei  zugeordnete,  etwa  < 
und  c,  zu  einander  rechtwinklig  sein,  mithin  die  von  den  zwei  übrigen 
eingeschlossenen  Winkel  hälfteu,  so  dass  Winket  (o6)^(arf)und(c6)^(c(i) 
(§  3,  IV),  so  ist  offenbar  der  Ort  des  Punctes  B  ein  Ereis  M,  welcher  die 
Strecke  ac  zum  Durchmesser  bat. 

Die  Strahlen  b,  d  begegnen  dem  genannten  Kreise  M  zum  zweiten 
Male  in  e,  f.  Da  Winkel  (ftc)  =  (dc),  so  ist  auch  Bogen  ec  =  fc.  Daher 
folgt  (wenn  man  die  gleichen  Sehnen  cc,  fc  zieht),  dass  Winkel  7  =  1 
und  Winkel  ebc^fbc;  und  hieraus  folgt  weiter,  dass  der  zu  den  drei 
Strahlen  he,  bc,  bf  gehörige,  dem  bc  zugeordnete,  vierte  harmonische  Stnhl 
bq  zu  bc  .senkrecht  ist  und  mit  <leii  boidon  übn^oii  Stralileii  be  (odei 
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Da  bei  dieser  Betrachtung  die  vier  Pirncte  a,  b,  c,  b,  sowie  der  Kreis 
M,  als  fest  vorausgesetzt  sind,  so  sind  auch  die  Geraden  bq  und  b;c,  wo- 
von die  erste  den  Kreis  in  ^,  q  schneidet,  fest,  dagegen  ändern  die  Strah- 
len £;  c{,  bf,  be  ihre  Lage  mit  dem  Puncto  B  zugleich,  nämlich  sie  drehen 
sich  um  die  festen  Puncto  b,  b,  während  B  den  Kreis  durchläuft.  Da 
femer  die  veränderlichen  Winkel  a  und  ß  stets  einander  gleich  sind,  so 
müssen  B  und  f  sich  gleichzeitig  dem  festen  Puncto  q  nähern,  so  dass 
sie  sich  zuletzt  zugleich  mit  ihm  vereinigen,  und  dass  folglich  die  Gerade 
bq,  in  welche  in  diesem  Falle  der  Strahl  d  übergeht,  Tangente  des  Kreises 
ist.  (Das  Letztere  folgt  auch'  daraus,  dass,  wenn  man  sich  den  Punct  B 
nach  dem  festen  Puncto  q  gelangt  vorstellt,  und  sich  sodann  die  Strahlen 
qa,  qb,  qc,  qb  denkt,  diese  harmonisch  sind,  und  ausserdem  qa  und  qc 
zu  einander  rechtwinklig,  mithin  Winkel  cqb  =  cqb  =  c))b,  und  folglich 
\^q  Tangente  ist.)    Ebenso  folgt,  dass  b^  Tangente  des  Kreises  ist. 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt  unter  anderen  der  nachstehende  Satz : 

.„Zieht  man  durch  irgend  einen  festen  Punct,  b  oder  b,  be- 
liebige Gerade,  wie  etwa  ^Bbejr  oder  bf^B,  welche  einen  festen 
Kreis  M  schneiden,  so  ist  der  Ort  desjenigen  Punctes,  ]r  oder  Q, 
welcher  zu  den  zwei  Durchschnittspuncten,  Bund  e,  oder  f  und 
By  und  zu  jenem  festen  Puncto,  b  oder  b,  der  vierte,  dem  letz- 
teren zugeordnete,  harmonische  Punct  ist,  eine  bestimmte 
Gerade,  ]tb  oder  Qb,  welche  auf  demjenigen  Durchmesser  des 
Kreises  senkrecht  steht,  der  durch  den  festen  Punct  geht,  abcb, 
and  welche  ausserhalb  des  Kreises  liegt  (jV)  oder  ihn  schneidet 
(^b),  je  nachdem  der  feste  Punct  innerhalb  (b)  oder  ausserhalb 
(b)  desselben  sich  befindet."  „Im  letzteren  Falle,  wo  der  feste 
Punct  b  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  schneidet  die  genannte 
zugehörige  Orts-Gerade  Xjb  den  Kreis  in  denjenigen  Puncten  )), 
q,  in  welchen  er  von  den  durch  den  festen  Punct  b  gehenden 
Tangenten  b^),  bq  berührt  wird." 

Vermöge  dieser  gegenseitigen  Beziehung  des  jedesmaligen  festen  Punctes, 
6  oder  b,  und  der  zugehörigen  Orts-Geraden,  ;cb  oder  Qb,  hcisst  jener  der 
„harmonische  Pol"  der  letzteren,  und  diese  heisst  die  „Harmonische" 
jenes  Punctes  in  Bezug  auf  den  festen  Kreis. 

n.  Zieht  man  aus  dem  festen  Puncto  b  irgend  zwei  Secanten  durch 
den  Kreis  My  etwa  bg  und  bi,  so  bestimmen  die  vier  Durchschnittspuncte 
^9  09  ^  i  ^01*  Gerade  l^el,  tgl,  eli,  gfl^,  oder  ein  vollständiges  Yierseit, 
dessen  Diagonalen  einander  harmonisch  schneiden  (§  4),  so  dass  also  die 
zwei  Diagonalen  eg  und  l^t  von  der  dritten  tl  in  denjenigen  Puncten  n 
und  m  geschnitten  werden,  welche  zu  den  drei  Puncten  b,  e,  g  und  b,  1^, 
i  die  vierten,  dem  b  zugeordneten,  harmonischen  Puncto  sind;  da  aber, 
zufolge  des  vorstehenden  Satzes  (I),  die  nämlichen  Geraden  beg,  bl^i  von 
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der  GeradeD  pliq  in  denselben  harmonisclieii  Fiincten  l],  nt  gesehnitla 
werden,  so  mass  folglich  die  Diagonale  tl  mit  der  Geraden  pq  zwanatm- 
fallen,  d.  h.  die  Puncte  f,  1  müssen  in  der  Harmonisclien  p  q  des  Panda 
b  liegen.  Ebenso  fo^,  dass,  wenn  man  durch  den  Poact  6  irgend  twd 
Secanten  £be,  abc  zieht  (wovon  die  letztere  nicht  Durchmesser  za  aü 
braucht),  ihre  vier  Durchschnittspuncte  B,  e,  a,  c  mit  dem  Kreise  eb 
vollständiges  Vierseit  aeß,  BcS,  aBr,  ecr  bestimmen,  dessen  dritte  Ki- 
gonale  rS  die  zwei  übrigen  Be,  ac  in  denjenigen  Pimcteu  j:,  b  schneid« 
muss,  welche  zu  den  drei  Puncten  B,  i,  e  und  a,  b,  c  die  vierten,  dem 
b  zugeordneten,  harmonischen  Puncte  sind,  dass  folglich  die  Diagonale  Ti 
mit  der  Harmonischen  jb  des  Punctes  b  zusammenfällt    Also: 

„Zieht  man  aus  irgend  einein  festen  Puncte,  b  oder  b,  iwei 
beliebige  Secanten,  bg,  bi  oder  Be,  ac,  durch  einen  festen  Kreis 
M,  so  bestimmen  ihre  vier  Durchschnittspuncte,  e,  g,  ^,  i  oder 
B,  e,  n,  c,  ein  (einfaches)  Viereck,  (welches  jene  Secanten  in 
Diagonalen  hat,  und)  dessen  gegenüber  stehende  Seitenpa^re, 
t)t  und  ig,  et  und  gt),  oder  Bc  and  ae,  aB  und  ec,  sich  auf  der 
Harmonischen,  pq  oder  j:b,  des  jedesmaligen  festen  Punctes,  ti 
oder  b,  schneiden,  nämlich  in  den  Pnncten  I,  {  oder  §,  r." 

ni.  Zufolge  dieses  Satzes  (H)  muss  also  die  Harmonische  des  Punctes 
(,  da  ^e  und  ig  zwei  durch  diesen  Punct  gehende  Secanten  sind,  dnrd 
die  Puncte  b  vmd  t  gehen;  sie  geht  aber  auch,  zufolge  (I),  zugleich  durch 
die  Berährungspuncte  der  aus  dem  Punct  E  an  den  Ereis  gelegten  Tan- 
genten. Daraus  kann  geschlossen  werden,  dass  die  Harmonische  jede» 
beliebigen  Punctes  l,  der  in  der  Geraden  pq,  aber  jenseits  des  Kreisel, 
also  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  in  deren  Verlängerung  liegt,  durch 
den  harmonischen  Pol  b  dieser  Geraden  geht,  und  dass  umgekehrt  Aa 
harmonische  Pol  jeder  durch  den  festen  Punct  b  gehenden  Secaote  in  de 
Harmonischen  pq  dieses  Punctes,  aber  jenseits  des  Kreises,  liegt;  so  da» 
also   die  in  den  Durchschnittspuncten  der  Secante,    etwa  in  ^,   i  bei  der 
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irelcher  zu  den  drei  Puncten  f,  e,  B  der  vierte,  dem  f  zugeordnete,  har- 
monische Pnnct  ist  (I) ;  da  aber,  zufolge  der  obigen  Betrachtung,  der  Punct 
6  diese  Eigenschaft  besitzt,  so  muss  sie  folglich  durch  6  gehen.  Da  der 
Punct  f  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  so  sind  aus  ihm  Tangenten  an 
diesen  möglich,  durch  deren  Berührungspuncte  seine  Harmonische  geht  (I). 
Aus  dieser  Betrachtung  iliessen  unter  anderen  folgende  Sätze: 

1.  „Liegt  ein  Punct  in  irgend  einer  Geraden  (wie  etwa  I  oder 
m  in  pq,  oder  ;c  oder  r  in  jrb),  so  geht  seine  Harmonische  durch 
ihren  harmonischen  Pol  (b  oder  h),^ 

Oder  mit  anderen  Worten  ausführlicher: 

2.  y)Die  Harmonischen  aller  Puncto,  welche  in  irgend  einer 
Geraden  (pq  oder  ;cb)  liegen,  schneiden  einander  in  einem  be- 
stimmten Puncto  (b  oder  6),  nämlich  im  harmonischen  Pol  jener 
Geraden;^  und  umgekehrt:  „die  harmonischen  Pole  aller  Geraden, 
welche  durch  irgend  einen  festen  Punct  (b  oder  b)  gehen,  liegen 
in  der  Harmonischen  (pq  oder  ;cr)  des  letzteren.^ 

3.  „Lässt  man  in  der  Vorstellung  zwei  Tangenten  eines 
festen  Kreises  üf  sich  so  bewegen,  dass  ihr  gegenseitiger  Durch- 
schnittspunct  (I  oder  f)  längs  irgend  einer  festen  Geraden  (pq 
oder  ]cr)  fortgleitet,  so  dreht  sich  die  Gerade,  welche  durch  ihre 
Berührungspuncte  geht,  um  irgend  einen  bestimmten  festen 
Punct  (b  oder  b).''  Und  umgekehrt:  „Dreht  sich  eine  Secante  eines 
festen  Kreises  um  irgend  einen  festen  Punct  (b  oder  b),  so  be- 
wegt sich  der  Durchschnittspunct  der  Tangenten,  durch  deren 
Berührungspuncte  sie  geht,  längs  irgend  einer  bestimmten  Ge- 
raden (pq  oder  j:x).^ 

rV.  Die  vorstehenden  Betrachtungen  geben  ein  bequemes  Mittel  an 
die  Hand,  um  die  folgenden  Aufgaben  durch  Hülfe  des  Lineals  allein 
zu  lösen: 

1.  „Wenn  in  einer  Ebene  irgend  ein  Kreis  M  gegeben  ist^ 
80  soll  man  a)  die  Harmonische  irgend  eines  gegebenen  Punctes, 
und  P)  den  harmonischen  Pol  irgend  einer  gegebenen  Geraden 
finden.*' 

Es  sei  etwa  b  oder  b  (Fig.  12)  der  gegebene  Punct.  Man  ziehe  durch 
denselben  zwei  beliebige  Secanten,  etwa  bg  und  bi  oder  Bt  und  ac,  ver- 
binde die  vier  Durchschnittspuncte,  e,  g,  I),  i  oder  B,  e,  a,  c,  in  welchen 
sie  den  Kreis  M  schneiden,  paarweise  durch  zwei  Paar  Gerade,  l^e,  ig 
und  l^g,  te,  oder  jBc,  ae  und  aB,  ec,  so  werde»  ihre  Durchschnittspuncte, 
l  und  I  oder  8  und  r,  in  der  verlangten  Geraden  (a)  liegen,  wodurch  diese 
sofort  gefunden  ist 

Ist  feiner  etwa  die  Gerade  pq  oder  ;cr  gegeben  (ß),  so  suche  man 
auf  die  eben  gezeigte  Weise  zu  irgend  zwei  Puncten  derselben,  etwa  zu 
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I  and  m  oder  ;c  und  S,  die  Hannonischen,  so  vird  ihr  DaFchschnittepaiKt, 
b  oder  b,  der  verlangte  Pol  sein  (lU). 

2.  „An  einen  gegebenen  Kreis  ü  Tangenten  za  sielieB, 
welche  durch  irgend  einen  gegebenen  (ausserhalb  des  Kreises li^o- 
dw)  PuDct  b  gehen." 

Man  constmire  die  Harmonische  pq  des  gegebenen  Punctes  b  (!,■] 
und  verbinde  die  Pnncte  p,  q,  in  welchen  sie  den  Kreis  schneidet,  nül 
jenem  Puncto  durch  Gerade  b^,  bq,  so  sind  diese  die  gesuchten  Taugortei. 

Anmerkung.  Andere  Sätze,  welche  aus  der  obigen  Betrachtnng  mt- 
mittelbar  folgen,  und  welche  zum  Theil  die  dem  Kreise  eingescluiebei» 
und  umschriebenen  Dreiecke,  Vierecke  u.  s.  w.  betreffen,  werden  lii^  ili 
zu  weit  Ton  dem  gegenwärtigeD  Zwecke  abli^end  übergangen.  Man  findA 
dieselben,  nebst  den  vorstehenden  Sätzen  nnd  Aufgaben,  in  der  oben  p- 
nannten  Schrift  (Systematische  Eatwickelung  etc.)  auf  omfasseole. 
dem  Gegenstande  angemessene  Weise  für  alle  Kegelschnitte  zugleich  Iw- 
wiesen.  —  Die  vorstehenden  Sätze  sind  übrigens  die  Gnindlage  der  n^ 
nannten  „TTtSorie  des  potairet  riäproques." 


n.    Tom  Aehnlichkeitspunct. 

§11- 
Zieht  man  in  einer  Ebene  durch  ii^nd  einen  Ponct  Ä  (Fig.  13)  mck 
allen  Richtungen  Strahlen  (Gerade)  ^io,  Ai,  At, . . .  und  bezieht  mitteilt 
dieser  Strahlen  alle  Pnncte  der  Ebene  dergestalt  auf  einander,  dass  jeden 
Puncto  a  in  einem  solchen  Strahl  ^a  ein  anderer  Punct  o,  im  nümlicha 
Strahl  entspricht  und  zwar  unter  der  Bedingung,  dass  die  Abstände  ja 
zweier  entsprechenden  Puncto  von  dem  Pnncte  A,  z-B.  Äa  und  .^0,,  dordt- 
weg  ein  und  dasselbe  gegebene  Verhältniss  haben,  etwa  n:n, ,  m  inri 
dadurch  ein  solches  Beziehungssystem  bewirkt,  in   welchem    die  Ebne 
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(ausgenommen  bei  dem  besonderen  Beziehungssystem,  wo  das  genannte 
Verhältniss  n:n^  =  l  ist,  in  welchem  Falle  jeder  Punct  mit  seinem  ent- 
sprechenden zusammenfallt). 

Aus  dem  einfachen  Gesetz,  durch  welches  die  entsprechenden  Puncto 
der  zwei  Ebenen  E,  E^  bestimmt  sind,  folgt  nun  auch  unmittelbar  die 
gegenseitige  Beziehung,  welche  irgend  ein  System  von  Puncten  in  der  einen 
Ebene  zu  dem  ihm  entsprechenden  System  von  Puncten  in  der  anderen 
Ebene  hat;  d.  h.  wenn  in  der  einen  Ebene  irgend  eine  Figur  gegeben  ist, 
so  lässt  sich  leicht  angeben,  was  für  eine  Figur  ihr  in  der  anderen  Ebene 
entspricht,  und  welche  gegenseitige  Beziehung  irgend  zwei  solche  ent- 
sprechende Figuren  zu  einander  haben.  Nämlich  die  Haupteigenschaften 
oder  Hauptsätze  über  diese  Beziehung  gründen  sich  auf  Folgendes: 

Es  ist  zunächst  klar,  dass  die  Gerade  ab,  welche  durch  irgend  zwei 
Poncte  0,  b  der  einen  Ebene  E  geht,  mit  derjenigen  Geraden  Ojb,,  welche 
durch  die  entsprechenden  zwei  Puncto  0,,  b^  der  anderen  Ebene  E^  geht, 
parallel  ist,  und  dass  sich  die  Strecken  ab,  a^b^  in  diesen  Geraden,  welche 
durch  die  genannten  Puncto  begrenzt  werden,  ebenso  zu  einander  verhalten, 
wie  die  Abstände  irgend  zweier  entsprechenden  Puncto  vom  Puncte  A; 
d.  h.  dass  sich  verhält 

abiajb,  =  nm^. 

Denn  zufolge  des  Beziehungssystems  sind  offenbar  die  Dreiecke  a^b  und 
Oi^bj  ähnlich,  woraus  sofort  die  ausgesprochenen  Behauptungen  unmittel- 
bar folgen.  Aehnlicherweise  folgt  weiter,  dass  jede  der  zwei  Geraden 
ab,  a,bj  alle  Puncte  enthält,  welche  den  sämmtlichen  Puncten  in  der 
anderen  Geraden  entsprechen;  nämlich  irgend  einem  Puncte  in  der  einen 
Geraden,  z.  B.  dem  Puncte  e  in  der  Geraden  ab,  entspricht  derjenige 
Punct  6}  in  der  anderen  Geraden  a^b^,  welcher  mit  ihm  in  demselben 
(durch  A  gehenden)  Strahle  liegt,  so  dass  also  jeder  Geraden  in  der  einen 
Ebene  irgend  eine  bestimmte  Gerade  in  der  anderen  Ebene  entspricht. 
Daraus  fliessen  folgende  Sätze: 

,  1.  „Jeder  Geraden  in  der  einen  Ebene  entspricht  eine  be- 
stimmte Gerade  in  der  anderen  Ebene;  d.  h.  allen  Puncten  in 
der  ersten  Geraden  entsprechen  die  sämmtlichen  Puncte  in  der 
zweiten  Geraden;  je  zwei  solche  entsprechende  Gerade  sind 
unter  sich  parallel,  und  je  zwei  entsprechende  Strecken  (in 
zwei  solchen  Geraden)  verhalten  sich  ebenso,  wie  die  Abstände 
irgend  zweier  entsprechenden  Puncte  vom  Puncte  Ay  also  wie 
n:n^.^  Und  umgekehrt:  „Eine  Gerade,  die  durch  irgend  zwei 
Puncto  in  der  einen  Ebene  geht,  entspricht  derjenigen  Geraden, 
welche  durch  die  entsprechenden  Puncte  in  der  anderen  Ebene 
bestimmt  wird.^  Ein  wesentlicher  besonderer  Fall  hiervon  ist  der  fol- 
gende Satz: 

31* 
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n.  „In  jeder  Geraden,  welche  inich  A  geht,  also  in  jedem 
Strahl  sind  zwei  entsprechende  Gerade  vereinigt." 

m.  „Dem  Durchschnittspnncte  irgend  zweier  Geraden  in 
der  einen  Ebene  entspricht  der  Darchschnittspunct  der  ihnen 
entsprechenden  Geraden  in  der  anderen  Ebene." 

IV.  „Zieht  man  aus  irgend  zwei  entsprechenden  Puncten. 
etwa  aus  a  und  a^,  nach  beliebiger  Richtung  zwei  parallel; 
Strecken,  etwa  ae  und  0,61,  die  sich  dem  Bezichnngssy atem  ge- 
mäss verhalten,  also  ae:  a,e,  :=n:n,,  so  sind  ihre  anderen  End- 
puncte,  e  und  e,,  ebenfalls  entsprechende  Puncte  und  liegen 
als  solche  in  irgend  einem  (durch  A  gehenden)  Strahl." 

Aus  diesen  Fnndamentalsätzen  folgen  nun  weiter  die  aachsteben- 
den  Sätze: 

V.  „Irgend  einer  geradlinigen  Figur  in  der  einen  Ebene 
entspricht  eine  ähnliche  und  ähnlichliegende  Figur  in  der  in- 
deren  Ebene,  nämlich  die  Ecken  beider  Figuren  sind  ent- 
sprechende Puncte,  so  dass  sie  paarweise  in  Strahlen  liegen, 
(die  durch  A  gehen)  und  ihre  Seiten  sind  entsprechende  Gerade 
(oder  Strecken),  also  paarweise  parallel." 

Tl.  „Irgend  einer  krummen  Linie  C  in  der  einen  Ebene  E 
entspricht  eine  ähnliche  und  ähnlicbliegende  Curve  C,  in  der 
anderen  Ebene  £[;  die  Puncte,  in  welchen,  die  erste  Curve  C 
von  irgend  einer  Geraden  O  geschnitten  wird,  entsprechen  den 
Pancten,  in  welchen  die  dieser  entsprechende  Gerade  6,  die 
zweite  Curve  C,  schneidet,  so  dass  also  C  und  G  sich  in  ebenso 
vielen  Puncten  schneiden,  als  C,  und  6, ;  daher  wird  jeder 
Tangente  der  ersten  Curve  auch  eine  bestimmte,  jener  parallele 
Tangente  der  zweiten  Curve  entsprechen,  und  zwar  müssen  auch 
ihre  Berührungspuncte  entsprechende  Puncte  sein;  jeder  dnrch 
A  gehündo  Strahl,  welcher  diu  (iim;  Curve  berührt,  berührt  auch 
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a)  je  zwei  entsprechende  Puncte ,   wie  a  und  a, ,  auf  einerlei  Seite 
vom  Aehnlichkeitspunct  A  annehmen,  wie  bei  der  vorstehenden 
Betrachtung  geschehen  ist,  oder 
ß)  je  zwei  entsprechende  Pimcte  auf  entgegengesetzten  Seiten  vom 
Aehnlichkeitspuncte  annehmen,   in   welchem  Falle   dieser   fortan 
durch  /  bezeichnet  werden  wird. 
Diese  beiden  Fälle  werden  in  der  Folge  dadurch  unterschieden,  dass 
man  beim  ersten  Falle  sagt,  das  Beziehungssystem  habe  einen  „äusseren^; 
und  beim  zweiten  Falle,  es  habe  einen  „inneren^  Aehnlichkeitspimct. 

Je  zwei  ähnliche  Figuren,  geradlinige  oder  krummlinige,  lassen  sich 
sowohl  so  legen,  dass  sie  einen  äusseren,  als  auch  so,  dass  sie  einen 
inneren  Aehnlichkeitspunct  haben.  Es  giebt  auch  eine  gewisse  Klasse 
von  Figuren,  die  beiden  Forderungen  zugleich  genügen  können,  d.  h.  die 
sich  in  solche  Lage  bringen  lassen,  dass  sie  zugleich  einen  äusseren  und 
einen  inneren  Aehnlichkeitspunct  haben.  Wird  von  zwei  Figuren  in  einer 
Ebene  gesagt,  sie  seien  ähnlich  imd  ähnlichliegend,  so  haben  sie  aUemal 
einen  Aehnlichkeitspunct  (V  u.  VI). 

§  12. 

L  Aus  den  vorstehenden  allgemeinen  Gesetzen  über  den  Aehnlich- 
keitspunct folgen  für  den  Kreis  insbesondere  nachstehende  Eigenschaften: 

„Sind  in  einer  Ebene  irgend  zwei  Kreise  gegeben,  gleich- 
viel welche  gegenseitige  Lage  sie  haben  mögen,  so  haben  sie 
allemal  zugleich  einen  äusseren  und  einen  inneren  Aehnlich- 
keitspunct.** 

Es  seien  M,  Jf,  (Fig.  14)  die  Mittelpuncte  der  Kreise  und  etwa  ab, 
üibj  irgend  zwei  parallele  Durchmesser  derselben,  so  werden,  wenn  man 
durch  die  Mittelpuncte  die  Gerade  MM^  zieht,  die  fortan  „Axe**  heissen 
soU,  die  auf  einerlei  Seite  der  Axe  liegenden  Endpuncte  der  Durchmesser 
mit  dem  äusseren,  und  die  auf  entgegengesetzten  Seiten  derselben  liegen- 
den Endpuncte  mit  dem  inneren  Aehnlichkeitspunct  in  Geraden  liegen; 
d.  h.  die  Geraden  oder  Strahlen  oss^^^  Vq^^  begegnen  der  Axe  in  irgend 
einem  und  demselben  festen  Puncte  A^  und  die  Strahlen  abj,  bo,  begegnen 
ihr  in  einem  festen  Puncte  /.  Denn  vermöge  der  Parallelität  der  Durch- 
messer sind  offenbar  die  Dreiecke  AM(x  und  AM^^^^  so  wie  die  Dreiecke 
/Ml  und  /J^ibi  ähnlich,  woraus  folgt,  dass: 

(a)  AM\AM,  =  M^',M,^^ 

und 

(6)  B/:  IM^  =Ma:MX, 

was,  wie  man  sieht,  dem  Princip  des  Aehnlichkeitspunctes  genügt;    da 
nämlich  die  Verhältnisse  rechts,  die  aus  den  Radien  der  Kreise  gebildet 
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sind,  constaut  bleiben,  welche  parallele  Bichtong  diese  Radien  immalüi 
haben  mt^en,  ho  müssen  auch  die  Yerhältnisse  links,  also  AM :  AM^  nad 
IM:IM^,  denaolben  beständigen  Werth  liabea,  etwa  n:n,,  imd  diln 
müssen  (da  die  Mitt«lpuncte  M,  M,  fest  sind):  „alle  Geraden  odti 
Strahlen,  welche  durch  die  auf  einerlei  Seite  der  Axe  MM,  lie- 
genden Kndpunote  paralleler  Durchmesser  gehen,  der  Axe  in 
einem  und  demselben  festen  Puncte  A,  nnd  die  Strahlen, 
welche  durch  die  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Axe  liegen- 
den Endpuncte  gehen,  ihr  in  einem  und  demselben  festen  Pnnctt 
I  begegnen,  und  diese  zwei  festen  Puncte  sind  die  Aehulicli- 
keitspuncte  der  gegebenen  Kreise". 

Da  3i^a,  =  Mjb,  ist,  als  Halbmesser  des  Kreises  M,,  so  sind  die  iwti 
Verhältnisse  rechts  (in  (a)  und  (6))  einander  gleich,  daher  ist  aach 

(c)  AM:  AJH^  =  IM :  IM, ; 

d^  heisst:  „Die  zwei  Mittelpuncte  M,  M,  der  Kreise  und  die  iwei 
Aehnlichkeitspuncte  A,  I  derselben  sind  allemal  zusamAien  vier 
harmonische  Puncte,  nnd  zwar  sind  sowohl  jene  zwei,  wie  diese 
zwei,  zugeordnete  harmonische  Puncte". 

Auch  kann  bemerkt  werden,  dass  die  Mittelpuncte  der  Kreise  noth- 
wendigerweise  immer  auf  einerlei  Seite  des  äusseren  Aehulichkeitspunctes 
liegen,  dagegen  der  innere  Aehnlichkeitspnnct  immer  zwischen  ihnen  li^ 
gen  mnss. 

Femer  sind  über  die  gegenseitige  Lage  der  Kreise  und  ihrer  Aehn- 
Uchkeitspmicte  folgende  Umstände  zu  merken: 

1)  Wenn  die  Kreise  ganz  ausser  einander  li^en,  so  schneiden  si(^ 
ihre  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangenten  im  äusseren  Aehnlichkeits- 
puncte A,  und  ihre  inneren  gemeinschaftlichen  Tangeuten  schneiden  sieb 
im  inneren  Aehnlichkeitspuncte  /,  so  dass  also  beide  Aehnlichkeitspunde 
ausserhalb  beider  Kreise  liegen. 

2)  Lässt  man  in  der  Vorstellung  die  Kreise  einander  näher  rücken, 
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6)  Werden  endlich  die  Kreise  concentrisch,  so  fallen  beide  Aehn- 
lichkeitspuncte  mit  ihrem  gemeinschaftlichen  Mittelpuncte  zusammen. 

7)  Sind  insbesondere  die  Kreise  einander  gleich,  gleichviel  ob  sie 
einander  schneiden  oder  ausser  einander  liegen,  so  liegt  der  innere  Aehn- 
lichkeitspunct /  in  der  Mitte  zwischen  ihren  Mittelpuncten,  und  der  äussere 
Aehnlichkeitspunct  A  ist  unendlich  entfernt. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Angaben  wird  man  sich  durch  Hülfe  der 
obigen  Betrachtungen  sehr  leicht  überzeugen  können. 

n.  Nach  vorstehender  Betrachtung  liegen  die  Endpimcte  irgend  zweier 
parallelen  Radien  der  zwei  Kreise  mit  dem  äusseren  oder  inneren  Aehn- 
lichkeitspunct in  einer  Geraden,  je  nachdem  sie  auf  einerlei  oder  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  Axe  MM^  liegen.  Daher  muss  nothwendigerweise 
auch  das  Umgekehrte  stattfinden,  nämlich: 

„Zieht  man  durch  einen  der  beiden  Aehnlichkeitspuncte 
Ay  I  zweier  gegebenen  Kreise  My  M^  irgend  eine  Gerade,  welche 
den  einen  Kreis  schneidet,  so  schneidet  sie  nothwendigerweise 
auch  den  anderen  Kreis  und  zwar  in  entsprechenden  Puncten, 
sodass  die  nach  diesen  Puncten  gezogenen  Radien  beider  Kreise 
paarweise  parallel  sind,  z.  B.  bei  einer  durch  A  gehenden  Ge- 
raden, welche  die  Kreise  M^  M^  etwa  in  b  und  c,  6^  und  q  schnei- 
det, müssen  sowohl  die  Radien  Mh  und  J^bj,  als  Mt  und  i^c, 
parallel  sein^. 

nL  Da  fär  beide  Aehnlichkeitssysteme  das  Yerhältniss  nin^,  durch 
welches  die  entsprechenden  Puncto  bestimmt  sind  (§  11),  durch  die  Ra- 
dien der  Kreise  gegeben  ist  (I),  mithin  für  beide  den  nämlichen  Werth 
hat,  und  da  sowohl  AM:  AAf^  als  IM:  IM^  diesem  Werthe  gleich  ist  (I, 
a  und  6),  so  sind  folglich  ilf  und  M^  in  beiden  Systemen  zugleich 
entsprechende  Puncto. 

Nimmt  man  irgend  einen  beliebigen  Punct  q  an  und  betrachtet  ihn, 
in  Bezug  auf  beide  Aehnlichkeitssysteme,  als  mit  dem  Kreise  M  derselben 
Ebene  E  angehörend  (§11),  so  werden  ihm  in  der  anderen  Ebene  E^^ 
welcher  der  andere  Kreis  M^  angehört,  zwei  verschiedene  Pmicte  ent- 
sprechen, nämlich  es  entspricht  ihm  ein  bestimmter  Pmict  q^  in  Bezug  auf 
den  Aehnlichkeitspunct  A  und  ein  bestimmter  Punct  f^^  vermöge  des  Aehn- 
lichkeitspunctes  I,  und  es  müssen  diese  zwei  Puncto  q,,  p^  offenbar  in  einem 
und  demselben  Durchmesser  des  Kreises  M^  liegen  und  zwar  so,  dass  sie 
gleich  weit  von  dessen  Mittelpunct  entfernt  sein;  d.  h.,  es  muss  (\^M^p^ 
eine  Gerade  und  (\^M^  =  Jl/jp^  sind.  Denn  da  M  und  M^  in  Bezug  auf 
beide  Aehnlichkeitspuncte  entsprechende  Puncto  sind,  und  da  femer  q  imd 
qj  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  A  und  q  und  p^  in  Bezug  auf 
den  Aehnlichkeitspunct  /  entsprechende  Puncte  sind,  so  ist  demnach  so- 
wohl A^q^  als  ifjpj  parallel  M(\  (§11,  I),  also  qiiWip,  eine  Gerade,  und 


«s  verhält  sich 


mithin  (I,  e): 
und  folglieh: 
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AM:AM^  =3/q:i/;q„ 
IM:  IM^  =Jlfq:Jtf,p„ 
Jtfq:  A(q,  =  üfq:  J/,p, 


Also:  „Irgend  einem  Puncto,  welchen  man  als  zu  dem  eio» 
Kreise  gehörend  ansieht,  wie  etwa  dem  Puncte  q  als  zu  den 
Kreise  M  gehöreod  angesehen,  entsprechen  vermöge  der  t«ei 
Aehnlichkeitspancte  A,  I  in  Bezog  auf  den  anderen  Kreis  M, 
zwei  solche  Puncte  q,,  p[,  welche  in  einem  und  demselben  Durch- 
messer dieses  Kreises  liegen  und  gleich  weit  von  seinem  Mittel- 
puncte  (auf  entgegengesetzten  Seiten)  abstehen;  und  es  haben  nur 
die  Mittelpuncte  M,  M^  der  zwei  Kreise  allein  die  Eigenschaft, 
dass  sie  in  Rücksicht  auf  beide  Aehnlichkeitspuncte  zugleich 
entsprechende  Fnncte  sind." 

Hiemach  kann  man  leicht,  wenn  etn-a  der  eine  Kreis  M^  gezeichnet 
vorliegt  aber  der  andere  nicht,  and  wenn  die  Aehnlichkeitspuncte  A,  I 
gegeben  sind,  zu  ii^nd  einem  Fnncte  q,  oder  p,,  welchen  man  ab  zn 
dem  ersten  Kreise  gehörend  ansieht,  den  entsprechenden  Punct  in  An- 
sehung des  zweiten  Kreises  für  das  äussere  und  innere  Aehulichkeitd- 
systom  finden.  Nämlich  man  zieht  die  Gerade  q,-^,p,,  nimmt  den  Punct 
p,  oder  q,  so  an,  dass  q,  M,  =  3/,^,  (was  unter  der  Voraussetzung,  diss 
der  Kreis  M,  gegeben  sei,  leicht  geschehen  kann)  und  zieht  die  Gciadeo 
^Iq,,  fp,,  80  werden  sich  diese  in  dem  vorlangten  Puncte  q  schneiden. 
Zit>ht  man  femer  die  Geraden  Ap^,  /q,,  so  schneiden  sich  diese  in  einem 
Puncte  p,  welcher  ebenfalls  der  Fordemng  genügt,  und  es  ist  qMp  eine 
Gerade  nnd  (\M^Mp.   Am  einfachsten  sind  die  Puncte  zu  finden,  welche 
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©1,  iJ,  entsprechen,  welche  unter  sich  parallel  sind  (weil  jede 
es  mi^  jener  G  ist)  und  welche  gleich  weit  vom  Mittelpuncte 
M^  abstehen.^  ,,6eht  die  Gerade  G  insbesondere  durch  den  Mittelpunct 
M  des  zugehörigen  Kreises,  so  fallen  die  zwei  Geraden  G^y  H^  auf  ein- 
ander und  gehen  ebenfalls  durch  den  Mittelpunct  M^  ihres  zugehörigen 
Kreises;"  „und  fallt  endlich  G  mit  der  Axe  MM^  zusammen,  so  ver- 
einigen sich  öj,  H^  mit  ihr."*) 

Zum  Behufe  des  Folgenden  ist  es  zweckmässig,  den  hier  betrachteten 
Elementen  bestimmte  Benennimgen  beizulegen.    Nämlich  irgend  zwei  ent- 

*)  Von  der  grossen  Menge  von  Anwendungen,  die  aus  den  Eigenschaften  des  Aehn- 
Hchkeitspnnctes  sich  ableiten  lassen,  und  die  ich  an  einem  anderen  Orte  ausfuhrlich 
entwickeln  werde,  will  ich  hier  nur  ein  Beispiel  kurz  andeuten,  welches  den  Zusammen- 
hang einiger  häufig  betrachteten  merkwürdigen  Puncte  des  geradlinigen  Dreiecks  auf 
eine  eigenthümliche  Weise  aufklärt,  nämlich  das  folgende  Beispiel: 

I.  Zieht  man  in  einem  beliebigen  Dreiecke  abc  (Fi^.  15)  aus  den  Ecken  nach  den 
Mitten  Oi,  bi,  Ci  der  gegenüberliegenden  Seiten  gerade  Linien  aoi,  \>hi^  cCi,  so  schnei- 
den sich  diesq  bekanntlich  in  einem  und  demselben  Puncte  /  und  theilen  einander  der- 
gestalt, dass  sich  die  Abschnitte  einer  jeden  zu  einander  verhalten  wie  2:1;  d.  h.  es 
verhält  sich: 

(1)  la  :  /Ol  =  Ib :  Ib^  =  /c :  /c,  =  2 :  1. 

Daraus  folgt  also ,  dass  man  den  Punct  /  als  Aehnlichkeitspunct  (oder  Projections- 
punct)  eines  Beziehungssystems  ansehen  kann,  in  welchem  a  und  Oi ,  b  und  bi ,  c  und  C] 
entsprechende  Puncte  sind,  so  dass  a,  b,  c  der  einen  Ebene  E  und  Oi,  b|,  Ci  der  an- 
deren Ebene  Ei  angehören,  oder  dass  mit  einem  Wort  die  Dreiecke  abc  und  flibiCi 
entsprechende  Dreiecke  sind,  und  dass  je  zwei  ähnlichliogende  Puncte  in  Bezug  auf 
diese  Dreiecke  auch  zugleich  ähnlichliegende  Puncte  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeits- 
punct /  sind,  d.  h.  mit  diesem  in  einer  Geraden  liegen  und  von  ihm  nach  dem  be- 
ständigen Yerhältniss  von  2 :  1  entfernt  sind  (§  11). 

Wird  nun  femer  als  bekannt  vorausgesetzt,  dass  die  drei  Lothe  ayM,  biJf,  CiAf, 
welche  aus  den  Mitten  Oi,  bi,  Ci  der  Seiten  des  ersten  Dreiecks. abc  auf  diesen  Seiten 
errichtet  werden,  einander  in  einem  Puncte  3(  treffen,  nämlich  im  Mittelpuncte  des  dem 
Dreieck  umschriebenen  Kreises,  und  wird  bemerkt,  dass  dieselben  zugleich  auch  auf 
den  entsprechenden  Seiten  des  zweiten  Dreiecks  ajbiCi  perpendicidar  sind  (weil  diese 
beziehlich  mit  jenen  parallel  sind) ,  so  folgt,  wenn  man  jene  Lothe  für  einen  Augenblick 
als  zu  dem  Dreieck  aibtCi  gehörend  ansieht,  vermöge  des  Aehnlichkeitspunctes  /  un- 
mittelbar, dass  auch  die  ihnen  entsprechenden  drei  Geraden,  d.  i.  die  durch  die  Ecken 
a,  b,  c  des  ersten  Dreiecks  mit  jenen  Lothen  parallelen,  und  mithin  zu  den  Gegenseiten 
dieses  Dreiecks  senkrechten  Geraden  aA,  bA,  cA  einander  in  einem  bestimmten  Puncte 
A  treffen,  und  zwar  in  demjenigen  Puncte,  welcher  jenem  Puncte  Af  entspricht,  so  dass 
folglich  die  drei  Puncte  3/,  /,  ^  in  einer  Geraden  (Projectionsstrahl)  liegen,  und  dass 
sich  verhält: 

(2)  lA:  IM  =  2:1. 

Zugleich  folgt  zunächst  aus  dieser  Betrachtung  auf  doppelte  Weise  der  bekannte 
Satz:  „Dass  die  aus  den  Ecken  auf  die  Gegenseiten  eines  Dreiecks  (aibiCi, 
oder  abc)  gefällten  Lothe  (OiAf,  b]3/,  Ci3/,  oder  a^,  bA,  cA)  allemal  einander 
in  einem  und  demselben  Puncte  (M  ader  A)  treffen," 
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sprechende  Puncto,  wie  etwa  q  und  q,,  oder  qnxdp,,  sollen  in  derFdgt, 
in  Bücksicht  auf  die  zwei  Kreise  M,  M^,  denen  sie  zugehören,  , ähn- 
lich liegende  Puncte"  genannt  werden.  Ebenso  sollen  zwei  Gmde, 
welche  in  Bezug  auf  eines  der  zwei  AehnUchkeitssysteme  entsprechende 
Gerade  sind,  fortan  in  Rücksicht  auf  die  Kreise  „ähnlich  liegende  Gt- 
rade"  heissen.  Endlich  soll  jeder  Strahl,  welcher  durch  einen  der  iwd 
Aehnlichkeitspnncte  A  oder  /  gebt,  in  Rücksicht  auf  die  Kreise  „Aehii- 
tichkeitsstrahl"  (oder  „Projectionsstrahl")  genannt  werden. 


Eb  folgt  veiter,  wenn  man  n&mlich  den  Ponct  M  als  der  ersten  Ebene  E  up- 
hörend  ansieht,  und  zwar  als  Hittelpnnct  des  dem  Dreieck  ati{  umschriebenen  Eröät 
daes  ihm  dann  der  Hittelpunct  M^  des  dem  Dreieck  a,b,(,  nrnscfariebenea  Krdsea  «• 
spricht,  und  dass  folglicb  dieser  letztere  Punct  if,  ebenfalls  in  dem  vorgenannten  Pm- 
jectionsstrabl  MIA  liegen  muss,  und  zvar  so  liegen  musa,  dass  sich  yerhfilt: 

(3)  /Jf :  /if,  =  2 : 1. 

Aus  diesem  und  dem  vorigen  (2)  Terhiltniss  folgt,  wie  man  in  der  Figur  sidt, 
dass  sich  auch  verh&lt: 

(4)  AM:  AM,  =2:1, 

so   dass   also  der  Punct  A  offenbar  der  äussere  Aehnliehkeitspunct  der   iwei  Emat 
M,  Ml  ist. 

Demnach  bat  man  den  folgenden  Satz: 

„Bei  Jedem  beliebigen  Dreieck  abc  liegen  die  zwei  Puncte  A  und  j; 
wovon  der  eine  A  der  Durchscbnittspnnct  der  drei  Hüheo  and  der  ai- 
dere  /  der  Durcfaschnittspunct  der  drei  aas  den  Scken  nach  den  Miltta 
der  Gegenseiten  gezogenen  Geraden  ist,  mit  den  Hittelpuncten  M  ni 
M,  der  zwei  Kreise,  wovon  der  eine  dem  Dreieck  umschrieben  ist  and  dtt 
andere  durch  die  Mitten  der  Seiten  desselben  gebt,  allemal  in  eioer  nad 
derselben  Geraden,  und  zwar  sind  die  erstgenannten  zwei  Puncte  die 
Aehnlichkeitspnncte  der  zwei  Kreise,  so  dass  also  die  vier  genannt«! 
Puncte  harmonisch  liegen  (§  12,1),  wobei  sowohl  das  erste  wie  das  i weilt 
Punctepaar  zugeordnete  harmonische  Puncte  sind;  und  ferner  sind  dit 
Abstände  der  vier  Puncto  von  einander  namentlich  so  beschaffen,  da» 
sieb  verhalt:  ' 

(5}  IM, -.IM:  AM,:  AM  -   1:2:3:5." 
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§  13. 
I.  Betrachtet  man  in  einer  Ebene  irgend  drei  Kreise,  deren  Mittel- 
puncte  M^j  M^,  M^  (Fig.  17)  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  so  gehören 
zu  je  zwei  derselben  zwei  Aehnlichkeitspimcte ,  ein  äusserer  und  ein  in- 
nerer (§  12);  es  seien  A^  und  /,,  A^  und  /,,  A^  und  I^  beziehlich  die 
Aehnlichkeitspun'cte  der  Kreispaare  M^  und  A^,  M^  und  M^^  M^  und  M^. 
Von  diesen  sechs  Aehnlichkeitspuncten  liegen  immer  viermal  drei  in 
einer  Geraden,  nämlich  die  drei  äusseren  liegen  in  einer  Geraden,  und 
jeder  äussere  liegt  mit  den  beiden  ihm  nicht  zugehörigen  inneren  in  einer 


4)  Da  der  Pnnct  if  i  in  der  Mitte  zwischen  M  und  A  liegt  (I,  4),  und  da  Mdi  und 
Aai  T<i  aiai  senkrecht  sind,  so  muss  folglich  der  Kreis  Mi  auch  durch  ai  gehen,  weil 
er  durch  Oi  geht;  ebenso  muss  er  durch  ßi  und  71  gehen.  Oder  dasselbe  folgt  auch 
daraus,  dass  Ifitti  parallel  Ma^  yermöge  des  Aehnlichkeitspunctes  /,  und  auch  Mya^ 
parallel  Ma^  yermoge  des  Aehnlichkeitspunctes  Ä^  dass  mithin  c^iMiOi  ein  Durchmesser 
des  Kreises  Mi^  und  folglich  aiaiOi  ein  rechter  Winkel  im  Halbkreise  ist,  u.  s.  w. 

5)  Werden  also  die  Strahlen  ^ai,  ^ßi,  -^71  yerlangert,  bis  sie  den  ersten  Kreis 
itf*  in  e^  ß,  7  schneiden,  so  yerhält  sich,  vermöge  des  Aehnlichkeitspunctes  Ai 

Aai  Aai^=i  A^i  A^i  =  217:^71  =  2:1. 

6)  Vermöge  des  Kreises  My  folgt  nun  weiter  (4  und  §  17),  dass: 

Rechteck  obi.aßi  =  öfi'ö7i, 

bai.bai  =^  bCi.b7i, 
und 

coi.cai  =  cBi.cßi. 

7)  Yermöge  des  Aehnlichkeitspunctes  A  folgt  (§  17),  dass: 

Rechteck  -4o.-4ai  =  -4b.-4ßi  =-4c.-47i  := 
AoL.Aai^=:  A^,Ahi^=:  A'^.Aci'y 

und  yermöge  des  Aehnlichkeitspunctes  /  folgt,  dass: 

Rechteck  /a./bi  =  76./ei  =  7c./fi  = 
/b./ai=:/e./6i  =  /f./Ci. 

Diese  vorstehenden  Sätze  (1  bis  7)  wird  man  leicht  nach  gewöhnlicher  Weise  in 
Worten  abfassen  können,  wie  z.B.  folgenden  Satz: 

„In  jedem  Dreieck  abc  liegen  die  12  Puncto  —  nämlich  die  drei  Mittel- 
puncte  Ol,  bi,  Ci  der  Seiten,  die  drei  Fusspuncto  ai,  ß|,  71  der  Höhen,  die 
drei  Mittelpuncte  Oj,  64,  Cj  derjenigen  Strecken  der  Höhen,  welche  zwi- 
schen ihrem  Durchschnittspuncte  ^  und  den  Ecken  des  Dreiecks  (legen, 
und  endlich  die  drei  Puncto  bi,  Cj,  fi,  welche  in  den  aus  den  Ecken  durch 
die  Mitten  der  Gegenseiten  gezogenen  Geraden  liegen,  und  von  deren 
gemeinschaftlichem  Durchschnittspuncte  /  halb  so  weit  entfernt  sind, 
als  die  Puncte  b,  e,  f,  in  welchen  dieselben  Geraden  den  umschriebenen 
Kreis  M  schneiden,  aber  mit  den  letzteren  nicht  auf  einerlei  Seiten 
jenes  Punctes  /  liegen  —  allemal  zusammen  in  einem  und  demselben 
Kreise  M^.^    U.  s.  w. 

HI.  In  Folge  der  obigen  Bemerkung  (I),  dass  ähnlichliegende  Puncte  in  Bezug 
auf  die  Dreiecke  abc,  0|biC|  auch  zugleich  in  Betracht  des  Aehnlichkeitspunctes  /  ahn- 
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Geraden;  d.  h.  es  ist  sowohl  A^A^A^,  als  A^I^Ij,  als  A,!^!^,  als  J,/,^ 
eine  Gerade.  Denn  zieht  man  z.  B.  die  Gerade  A^A^,  so  ist  sie,  vennÖEt 
der  Pimcte  A^,  A,,  eine  äussere  Äehnlichkeitsliitie  sowohl  zu  den  EietMu 
3/,  und  Mj,  als  M^  und  M^,  mithin  muss  sie  auch  eine  äassere  Aehnlicb- 
koitslinie  dor  Kreise  M^  und  M^  sein  und  als  solche  durch  ihren  äusjon 
Achnlichkeitäpuuct  A^  gehen.  Oder,  um  sich  hierrou  augenscheinlicbet 
zu  überzeugen,  denke  man  sich  aus  den  Mittelpuncten  Al„  M,,  M,  dtr 
Kreise,  nach  ii^nd  einer  beliebigen  Richtung,  bis  an  die  Gerade  A^A, 
Parallele  Sl,Nj,  M^Ny,  HgN^  gezogen,  so  verhalten  sich  diese,  vermöge 


lichliegeDde  Pimcte  sind,  kaim  noch  hinzugefügt  werden,  d&as,  wenn  man  sich  die  ns 
Kreise  donlit,  wovon  jeder  dio  drei  Seiten  (oder  deren  Verlängening)  des  Dreiecks  4l( 
berührt,  und  ebenso  die  vier  dem  zweiten  Dreieck  a,b,t^  eingeschriebenen  Kreise,  dw 
dann  die  lier  letzteren  den  Tier  ersteren  beziehlicb  entsprechen;  d.  b.  dass  dann  dit« 
Kreise  paarweise  den  Punct  /  zum  inneren  Aebnlichkeitspuact  haben,  und  da»  ilN 
ihre  Mltlelpimcte  paarweise  in  Strahlen  liegen,  welche  durch  diesen  Pimct  gehen,  nni 
dass  ihre  Abst^de  von  demselben  sich  verhalten  wie  2 : 1.  Äehnliches  gilt  tod  da 
Dreiecken  a6{  und  a,&,e,  in  Hinsicht  ihres  Aehnlichkeitapnnctos  A.  —  Die  Dreiede 
(iit,ci  und  a,b,c,  sind  gleicb,  und  M,  ist  ihr  (innerer)  Aehnlichkeitspimct,  weil  ii,3f,^ 
eine  Gerade  ist,  und  M,  in  der  Hitte  zwischen  a,  und  O)  liegt.  —  U.  8.  v. 

IV.    „Wenn  man  in  der  Peripherie  eines  Kreises  M  irgend  Tier  Pnncte 

Dreiecke,  welchen  der  Punct  3f  als  Uittelpanct  des  umscbriebenti 
Kreises  gemeinschaftlich  angehört,  w.ogegen  aber  zu  denselben  sowohl 
vier  verschiedene  Puncto  J,  als  il/,,  als  A  gehören.  Je  vier  gleichnamig« 
von  diesen  Puncten,  für  sich  genommen,  liegen  in  einem  Kreise;  die 
Radien  dieser  drei  neuen  Kreise  sind  nach  der  Reibe  j,  i,  4  vom  Badisf 
des  gegebenen  Kreises  U,  und  ihre  Hittelpuncte  liogen  mit  dem  MJttel- 
punct  des  letzteren  in  einer  Geraden,  und  zwar  in  solchen  Abständei 
von  diesem,  die  sich  nach  der  Reihe  verhalten  wie  2:3:6,  so  daas  »h« 
der  Punct  M  der  gomeinschaftliche  Aehnlichkeitspunct  der  drei  nentn 
Kreise  ist."     Dnd  ferner:    „Verbindet  man  jeden  der  vier  angenommeDen 
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der  AehDÜchkeitspuncte  A^  und  A^,  wie  die  Radien  der  Kreise;    also, 
wenn  diese  Radien  durch  Ä,,  R^,  Ä,  vorgestellt  werden,  so  verhalt  sich: 

JlfjiV, :  M^N^  =  jR, :  jR,  (vermöge  A^) 
JfjiV, :  AfjiV,  =  jRj :  Ä,  (vermöge  ^), 
daher  verhält  sich  auch: 

woraus  denn  folgt  (§  11,  IV),   dass  die  Gerade  N^N^  oder  A^A^  durch 
den  Aehnlichkeitspimct  A^  der  Kreise  Jb^,  ü:^  geht. 

Aehnlicherweise  folgen  die  übrigen  drei  Fälle.    Also: 

1)  „Von  den  sechs  Aehnlichkeitspuncten,  welche  zu  drei  be- 
liebigen in  einer  Ebene  liegenden  Kreisen,  paarweise  genom- 
men, gehören,  liegen  viermal  drei  in  einer  Geraden,  nämlich 
es  liegen  die  drei  äusseren  und  jeder  äussere  liegt  mit  den  bei- 
den ihm  nicht  zugehörigen  inneren  in  einer  Geraden;"  oder  mit 
anderen  Worten:  „die  drei  Kreise  haben  vier  gemeinschaftliche 
Aehnlichkeitsstrahlen,  einen  äusseren  und  drei  innere". 

2)  Wenn  die  drei  Kreise  insbesondere  alle  ausser  einander  liegen, 
so  schneiden  sich  ihre  gemeinschaftlichen  Tangenten  in  ihren  sechs  Aehn- 
lichkeitspuncten (§  12,  I,  1),  so  dass  also  der  vorstehende  Satz  sich  auch 
auf  die  Durchschnittspuncte  der  sechs  Paar  Tangenten,  welche  die  Kreise, 
paarweise  genommen,  gemein  haben,  übertragen  lässt. 

3)  Wenn  insbesondere  der  eine  Kreis,  etwa  M^y  die  beiden  übrigen 
berührt,  so  sind  die  zwei  Berührungspuncte  zugleich  a)  entweder  (§  12, 
I,  2  und  4)  die  Aehnlichkeitspuncte  A^  und  A^  oder  /j  und  /„  oder  6)  die 
Aehnlichkeitspuncte  A^  imd  I^  oder  A^  und  /,,  je  nachdem  er  sie  näm- 
lich (o)  gleichartige  oder  (i)  ungleichartig  berührt  (d.  h.  in  Rücksicht  auf 
äusserliche  oder  innerliche  Berührung);  daher  kann  man  auch  sagen  (1): 
„Wenn  irgend  zwei  Kreise  J/j,  M^  von  einem  beliebigen  dritten 
Kreise  M^  berührt  werden,  so  liegen  die  zwei  Berührungspuncte 
allemal  mit  dem  äusseren  (-4,)  oder  inneren  (/,)  Aehnlichkeits- 
punct derselben  in  gerader  Linie,  je  nachdem  sie  gleichartig 
oder  angleichartig  vom  dritten  Kreise  berührt  werden." 

4)  Wenn  femer  insbesondere  zwei  Kreise  einander  gleich  sind,  etwa 
Ä,  =  jR„  so  liegt  ihr  innerer  Aehnlichkeitspunct  Z,  in  der  Mitte  zwischen 
ihren  Mittelpuncten  3/,,  J/„  und  ihr  äusserer  Aehnlichkeitspunct  A^  liegt 
unendlich  entfernt  (§  12,  I,  7),  so  dass  also  nothwendigerweise  die  Aehn- 
lichkeitsstrahlen /j/,[-4«,],  .4j-4,[^3]  mit  der  Axe  M^M^  parallel  gehen. 
Werden  alle  drei  Kreise  einander  gleich,  so  entfernt  sich  der  Aehnlich- 
keitsstrahl  A^A^A^  in's- Unendliche,  und  die  drei  inneren  Aehnlichkeits- 
strahlen /,/,,  /,/„  /,/,  werden  den  Axen  M^M^^  M^M^,  M^M^  parallel. 

n.  Ueber  die  drei  betrachteten  Kreise  soll  hier  nur  noch  eine  Be- 
merkung in  Bezug  auf  ähnlich  liegende  Puncto  hinzugefügt  werden.    Sind 
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etwa  q,  und  q^  ii^nd  zwei  ähnlich  liegend«  Pnncte  za  den  Eraseo  i( 
und  M,  in  Bezug  auf  ihren  Eussereu  AefanlicbkeitepmiGt  A^,  so  «erda 
sich  die  Strahlen  A^q,  und  Ä,q,  in  demjenigen  Pnncte  q,  schneideD. 
welcher  jenen  zwei  Puncten  in  Bezug  auf  die  Aehnlichkeitspuncte  A,,  i, 
entspricht,  d.  h.  es  sind  q,  und  q„  q,  und  q,  beziehlich  ähnlich  li^otda 
Punct«  zu  den  Ereisen  3/,  und  3/,,  M^  und  M^;  und  ebenso  werden  sick 
die  Strahleu  /,q,  und  /,q,  in  demjenigen  Puucte  p^  schneiden,  welcher 
den  zwei  Puncten  q,,  q,  in  Hinsicht  der  Aehnlicbkeitspuncte  /„  /,  ent- 
spricht; die  zwei  Puncte  q,  und  (i,  aber  werden  allemal  in  einem  Dnni- 
messer  des  dritten  EreiBcs  M^  liegen  und  gleich  weit  von  seinem  Mitlel- 
punct«  abstehen.  Von  der  Richtigkeit  dieser  Eigenschaften  wird  mu 
mitt«lst  des  Vorhergehenden  sich  leicht  überzeugen. 


III.    Von  der  Potenz  bei  Kreisen. 
A.    Vom   Ort  der  gleichen  Potemen. 

§  14. 
Sind  in  einer  Ebene  ii^end  zwei  feste  Puncte  M,  A/,  (Fig.  16)  ge- 
geben,  und  soll  der  Ort  desjenigen  Punctes  N  gefunden   werden,  lor 
welchen    der  Unterscliied    der  Quadrate   seiner  Abstände    von    den   zw« 
festen  Puncten  eine  gegebene  Grosse,  etwa  =  u*,  ist,  also 

JtfJV'  —  M,N*  =  «', 
so  ist  der  in  Frage  stehende  Ort  offenbar  eine  Gerade  NQ,  welche  auf  der 
durch  die   zwei  festen  Puncte   bestimmten  Geraden  MM,    senkrecht  steht 
und  sie  dergestalt  theilt,  dass  auch  der  Unterschied  der  Quadrate  ihm 
Abschnitte  gleich  jener  gegebenen  Grösse  ist,  d.  h.  dass  auch 

MQ'  —  M^Q'  =  u* 
ist.    Denn  erfüllt  der  Punct  N  die  gegebene  Bedingung,  so  liat  man,  wom 
man  aus  ihm   auf  die  Gerade  MM^    das   Loth    NQ   fallt,    vermöge  der 
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§  15. 
Denkt  man  sich  um  die  Poncte  M,  M^  mit  beliebigen  Radien  Ry  R^ 
Kreise  beschrieben,  mid  verlangt  den  Ort  des  Ponctes  N  für  den  beson- 
deren Fall,   wo   die  Differenz   der  Quadrate   seiner  Abstände   von  jenen 
Poncten  gleich  ist  der  Differenz  der  Quadrate  der  Radien,  also 

MN'  —  M,N'  =  R'  —  R]=  u\ 

CM>  wird,  wenn  insbesondere  die  Kreise  einander  schneiden,  die  gesuchte 
Ortslinie  NQ  nothwendigerweise  ihre  gemeinschaftliche  Secante  sein,  d.  h. 
sie  wird  durch  ihre  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  gehen.  Denn  für 
jeden  dieser  zwei  Puncte,  wenn  man  ihn  mit  N  bezeichnet,  hat  man: 

MN=R    und    M,N=R,y 

welches  offenbar  der  vorliegenden,  für  N  festgesetzten  Bedingung  genügt. 

Wenn  aber  die  Kreise  einander  nicht  schneiden,  so  wird  auch  keiner 
von  ihnen  von  der  Ortslinie  NQ  getroffen,  sondern  diese  liegt  alsdann 
entweder  zwischen  oder  jenseits  der  Kreise,  je  nachdem  diese  ausser 
oder  in  einander  liegen. 

Im  Allgemeinen  hat  die  Ortslinie  NQ  femer  folgende  Beziehung  zu 
den  zwei  Kreisen: 

a)  „Die  aus  irgend  einem  Puncte  derselben  an  die  Kreise 
gelegten  Tangenten  sind  einander  gleich;^  und: 

b)  „Die  durch  irgend  einen  Punct  derselben,  welcher  inner- 
halb der  Kreise  liegt  (also  im  Falle,  wo  diese  einander  schneiden), 
in  beiden  Kreisen  gezogenen  kleinsten  Sehnen  sind  einander 
gleich.^    Und  umgekehrt: 

c)  „Jeder  Punct,  welchem  eine  von  diesen  zwei  Eigenschaften 
(a)  oder  (6)  zukömmt,  liegt  in  der  Ortslinie  iVQ." 

Denn  denkt  man  sich  aus  irgend  einem  Puncte  N  der  Ortslinie  an 
jeden  Kreis  eine  Tangente  gelegt,  bezeichnet  die  Berührungspuncte  durch 
By  B^y  und  denkt  sich  femer  die  Geraden  MN,  M^Nj  so  wie  die  Radien 
MBj  M^B^  gezogen,  so  hat  man  vermöge  der  rechtwinkligen  Dreiecke 
MBN  und  M,B,N: 

NB^  =  MN'  —  MB'  =  ldN'  —  R' 
imd 

NB^,  =  M,N'  —  M^B]  =  M,N'  —  R]. 

Zufolge  der  obigen  Gleichung  sind  aber  in  diesen  zweien  die  Differenzen 
rechts  einander  gleich,  daher  muss  auch 

NB'  =  NB]y 
oder 

NB  =  NB, 

sein,  d.  h.  es  müsse)  die  Tangenten  einander  gleich  sein  (a).    Aehnlicher- 
weise  wird  der  zweite  Fall  (b)  bewiesen. 
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Die  Ortslinie  NQ  -wird  vennSge  dieser  Eigenschaft  „die  Linie  in 
gleichen  Potenzen",  oder  auch,  io  Ansehung  ihrer  Pimcte,  welche 
ausserhalb  der  Kreise  liegen,  „die  Linie  der  gleichen  Tangenten* 
der  zwei  Kreise  genannt.  Ueber  die  eigentlichen  Gründe  iür  die  enu 
Benennung  sehe  man  die  oben  (§  2)  erwähnte  Abhandlung  (im  Jokth.  /. 
Matkem.)'),  wo  dieser  Gegenstand  etwas  aasführlichor  behandelt  ist. 

Wenn  insbesondere  die  Kreise  emander  berühren,  so  ist  die  Linie 
der  gleichen  Potenzen  zugleich  ihre  gemeinschaftliche  Tangente  in  ihrem 
Berfihnmgspuncte. 

§  16. 

Betrachtet  man  in  einer  Ebene  irgend  droi  Kreise  3/,,  M^,  M^,  deren 
Mittolpuncto  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  so  haben  je  zwei  derselben 
eine  Linie  der  gleichen  Potenzen;  es  seien  i*^Q,,  N^Q,,  N,Q,  beziefalicli 
die  Linien  der  gleichen  Potenzen  der  Kreise  M^  und  M^,  M^  und  J^, 
My  und  3/,, 

Denkt  man  sich  den  Pnnct  q,  in  welchem  sich  zwei  der  drei  Linien 
der  gleichen  Potenzen,  etwa  die  Linien  ^,Q,  und  N^Q^,  schneiden,  « 
hat  dieser  Punct  vermöge  der  Linie  .^,Q,  zu  den  Kreisen  Af^  and  M,, 
and  vermöge  der  Linie  -A^Q,  zu  den  Kreisen  M,  und  M,  gleiche  Potenzen 
—  d.  h.,  wenn  der  Punct  q  ausserhalb  der  Kreise  liegt,  so  sind  die  dorcb 
denselben  gehenden  Tangenten  der  Kreise  3/,  und  M^,  sowie  der  Erei« 
M^  und  i/,,  einander  gleich,  also  Tangent«  ({B,  =  qß,  and  q£,  =  qB,, 
und  wenn  er  innerhalb  der  Kreise  liegt,  so  sind  die  durch  denselben 
gebenden  kleinsten  Sehnen  der  Kreise  M,  und  3i,,  sowie  der  Kreise  il, 
und  M^,  einander  gleich  —  daher  hat  er  auch  zu  den  Kreisen  A^  und 
M^  gleiche  Potenzen  (d.  h.  die  durch  ihn  gehenden  Tangenten  oia 
kleinsten  Sehnen  dieser  Kreise  sind  einander  gleich,  nämlich  Tangente 
qß,  =  qB,),  und  folglich  liegt  er  in  der  zu  diesen  Kreisen  gehörenda 
dritten  Ortslinie  N^Q,.  Der  Punct  q  heisst  vermöge  dieser  Eigenschaft 
„der  Punct  der  gleichen  Potenzen  der  drei  ] 
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c)  „Wenn  drei  Kreise  in  einer  Ebene  einander  berühren, 
80  treffen  sich  die  in  den  Berührungspuncten  an  sie  gelegten 
Tangenten  in  irgend  einem  Puncte  q". 

Schneiden  die  drei  Kreise  einander  in  einem  Puncte,  so  ist  dieser 
offenbar  zugleich  der  Punct  ihrer  gleichen  Potenzen  q. 


B.    Von   der   gemeinschaftlichen   Potenz. 

§  17. 
I.  Zieht  man  aus  einem  der  beiden  Aehnlichkeitspuncte  zweier 
Kreise  M,  M^  (Fig.  18),  etwa  aus  dem  äusseren  Aehnlichkeitspuncte  A^ 
irgend  eine  die  Kreise  schneidende  Gerade  Ab^^  so  sind  von  den  vier 
Schnittpuncten  zwei  und  zwei,  nämlich  a  und  q,,  b  und  b, ,  ähnlich- 
liegende Puncte  (§  12,  IQ).  Die  zwei  Schnittpuncte  des  einen  Kreises 
lassen  sich  aber  mit  denen  des  anderen  noch  in  einer  anderen  Ordnung 
paarweise  gruppiren,  nämlich  q  und  bj,  b  und  q,;  jedes  dieser  zwei  Paare 
soll  vorläufig  ein  Paar  unähnlichliegender  Puncte  heissen.  Zieht  man 
nun  femer  durch  denselben  Aehnlichkeitspunct  A  irgend  eine  zweite  die 
Kreise  schneidende  Gerade  ^bj,  so  liegen  in  ihr  ebenfalls  zwei  Paare 
unähnlichliegender  Puncte,  nämlich  c  und  bj,  b  und  c^,  und  es  kann  leicht 
gezeigt  werden,  dass  jedes  dieser  Punctepaare  mit  jedem  Paar  unähn- 
lichliegender Puncte  der  ersten  Geraden  in  irgend  einem  Kreise  liegt, 
also  dass  sowohl  die  vier  Puncte  a,  b,  und  c,  bj,  als  a,  b,  und  b,  c^  als 
b,  a,  und  c,  b,,  als  b,  a,  und  b,  c,  in  irgend  einem  Kreise  liegen;  näm- 
lich, wie  folgt: 

Man  ziehe  z.  B.  die  Sehnen  qc,  bb,  a,Cj,  so  sind  QC  und  ajC, ,  als 
entsprechende  oder  ähnlichliegende  Gerade,  parallel  (§  11,  I  und  §  12,  lü), 
daher  müssen  die  Winkel  der  zwei  Vierecke  abbc  und  a^bbCi  paarweise 
gleich  sein,  und  daher  muss,  da  das  erstere  einem  Kreise  M  einge- 
schrieben ist,  auch  das  andere  einem  Kreise  eingeschrieben  sein,  d.  h., 
die  vier  Puncte  a„  b,  b,  c,  müssen  in  irgend  einem  und  demselben  Kreise 
liegen.  Ebenso  folgt,  da  die  Sehnen  bc  und  bjC,  als  ähnlichliegende  Ge- 
rade parallel  sind,  dass  das  Viereck  abCib,  einem  Kreise  eingeschrieben 
ist;  u.  s.  w. 

Da  die  vier  Puncte  b,  b,  a,,  c,  in  einem  Kreise  liegen,  so  ist  in 
Rücksicht  auf  die  Secanten  A\>^  ^q,  zufolge  eines  bekannten  Satzes  (der 
Potenz  des  Punctes  A  in  Bezug  auf  den  Kreis  ba,bc,,  siehe  die  vorher 
(§  15)  erwähnte  Abhandl.  §1,  No.2)*): 

A\> .  ^a,  =  ^b .  -4c, ; 
ebenso  folgt,  da  a,  b,  C„  b,  in  einem  Kreise  liegen: 

Aa .  ^b,  =  ^b .  ^c, ; 

*)  Cf.  S.  22  dieser  Ausgabe. 
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und  auü  ähnlichen  Gründen  folgt: 

Aa .  ^b,  =  At .  4h, 
und 

4b  .  Aa,  =  At .  A\ ; 
und  folglich  zusanunengefaset: 

Aa  .  4b,  =  4b  .  Aon  =  4c .  4b,  =  4b  .  4c,. 

Da  diese  Gleichungen  inuner  stattÜndeD ,  welche  Richtung  die 
»jchneidenden  Geraden  4b,,  4b,  haben  mögen,  also  immer  stattfindeu. 
während  man  z.  B.  dea  Strahl  4b,  um  den  festen  AehDlichkeitäponct  A 
hemmbewegt,  and  da  Aehnliche»  iu  Bezug  auf  den  inneren  ÄehnUch- 
keitspuoct  /  stattfindet,  so  hat  mau  den  folgenden  Satz: 

^Zieht  man  aaM  einem  der  beiden  Aehnlichkeit»puDcte  ir- 
gend zweier  Kreise  M,  M,  beliebige  die  Kreise  schDeideodf 
Strahlen,  so  liegen  je  zwei  Paar  unähnlichliegender  Schoitt- 
punctc,  welche  irgend  zwei  verschiedenen  Strahlen  angehören, 
allemal  in  irgend  einem  Kreis;"  und  ferner:  „das  Rechteck  unter 
den  Abständen  je  zweier  unähnlichliegenden  Puncte  vom  jedes- 
maligen AehnlichkeitspuQGt  ist  von  beständigem  Inhalt,  d.  k 
für  alle  Strahlen  oder  für  alle  Punctepaare  hat  dieses  Recht, 
eck  einen  und  denselben  bestimmten  Inhalt." 

Dieser  constante  Inhalt  aller  Rechtecke  wird  „die  gemeinschaft- 
liche Potenz"  der  Kreise  M,  M,  in  Bezug  auf  den  jedesmaligen  Aeki- 
lichkeitspuuct  genannt,  und  zwar  „äussere"  oder  „innere"  gemeii- 
schaftliche  Potenz,  je  nachdem  dieser  Aehnlichkeitspunct  der  äussere  A 
oder  der  innere  /  ist;  und  femer  werden  je  zwei  unähnlichli^ende  Puncto 
durch  welche  ein  Rechteck  bestimmt  wird,  vrie  etwa  a  und  b,,  „potent- 
haltende" Puncto  genannt.  (Zwei  potenzhaltende  Punct«  brauchen  j^ 
doch  nicht  in  den  gegebenen  Kreisen  selbst  zu  liegen,  sondern  nur  ii 
einem  Strahl  und  zwar  so,  dass  das  Rechteck  unter  ihren  Abständen  vmi 
Aehnlichkeitspnncte  den  bestimmten  constanten  Inhalt  hat,  und  dass  ät 
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„Durch  je  zwei  Paar  potenzhaltender  Puncte,  welche  in  den 
Kreisen  selbst  (aber  nicht  in  einem  und  demselben  Strahle)  liegen, 
werden  in  diesen  Kreisen  allemal  zwei  solche  Sehnen  (oder 
Secanten)  bestimmt,  welche  einander  in  irgend  einem  Puncte 
ihrer  gemeinschaftlichen  Secante  x^  schneiden.^ 


Drittes  Ejapitel. 

Lösung  aller  geometrischen  Aufgaben  mittelst  des  Lineals,  wenn  ein  fester 

Kreis  gegeben  ist. 


§  18. 

I.  Durch  die  in  den  beiden  vorhergehenden  Kapiteln  enthaltenen 
Betraehtongea  über  Eigenschaften  der  Figuren  sind  wir  nun  in  Stand  ge- 
setzt, dem  eigentlichen  Zwecke  dieser  Schrift,  nämlich  der  Forderung: 
„alle  geometrischen  Aufgaben  nur  mittelst  des  Lineals  zu  lösen, 
wenn  in  der  Ebene  irgend  ein  fester  Kreis  gegeben  ist^,  zu  ge- 
nügen. Und  zwar  kommt  es  hierbei,  wie  schon  Eingangs  bemerkt  wor- 
den (§  1),  hauptsächlich  nur  auf  die  Lösung  der  nachstehenden  acht  Auf- 
gaben an.  Die  Beweisgründe,  auf  welchen  die  Richtigkeit  der  zur  Lösung 
dieser  Aufgaben  angewendeten  Constructionen  beruht,  werde  ich,  wenn 
8ie  in  vorhergehenden  Sätzen  entlialten  sind,  kurz  andeuten,  wenn  sie 
aber  in  leichten,  allgemein  bekannten  Elementarsätzen  bestehen,  mit 
Stillschweigen  übergehen. 

U.  Nehmen  wir  also  an,  es  sei  in  der  Ebene  irgend  ein  gezeichnet 
vorliegender  Ejreis,  so  wie  dessen  Mittelpunct,  welcher  fortan  durch  M 
bezeichnet  werden  soll,  gegeben,  und  es  sei  nur  der  Gebrauch  des  Lineals, 
um  zwischen  gegebenen  Puncten  gerade  Linien  zu  ziehen,  gestattet;  da- 
bei sei  man  jedoch  berechtigt,  die  gegenseitigen  Durchschnittspuncte*  des 
Hülfskreises  M  und  beliebiger  Gerader  als  unmittelbar  gegeben  anzusehen, 
80  lassen  sich  die  in  Rede  stehenden  Aufgaben,  wie  folgt,  lösen. 

ErstoAufgabe. 

„Mit  irgend  einer  gegebenen  Geraden,  durch  jeden  belie- 
bigen Punct  eine  Parallele  zu  ziehen.^ 

a)  Wenn  die  gegebene  Gerade  durch  den  Mittelpunct  des 
Hülfskreises  geht,  wie  etwa  aMb  (Fig.  19).  —  In  diesem  Falle  hat 
man  in  der  Geraden  unmittelbar  drei  Puncte,  nämlich  die  zwei  Puncte  a 
and  b,  in  welchen  sie  den  Kreis  schneidet,  und  den  Mittelpunct  M  des 
letzteren,  wovon  der  eine,  nämlich  M,  in  der  Mitte  zwischen  den  zwei 

32* 
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Übrigen  liegt,  so  dass  durch  deren  Hülfe  sofort  nach  (§  6,  I)  durch  jeden 
beliebigen  Punct  mit  ab  eine  Parallele  gezogen  werden  kann. 

b)  Wenn  die  gegebene  Gerade  den  Uülfskrcis  schneidet, 
aber  nicht  durch  seinen  Mittelpunct  geht,  wie  etwa  cd.  —  Zieht 
aus  den  Schnittpunctea  c,  d  durch  den  Mittelpunct  M  des  Kreisen  die 
Durchmesser  cMr,,  dMd,,  so  bestimmen  deren  andere  Endpimcte  r,,  i/, 
eine  Sehne  c,d,,  welche  mit  der  gegebenen  cd  parallel  ist,  und  durch 
deren  Hülfe  also  sofort  der  Aufgabe  genügt  werden  kann  (§  6,  III). 

c)  Wenn  die  gegebene  Gerade  beliebige  Lage  hat,  wie  etwi 
die  Gerade  e/.  —  1.  Ziehe  aus  einem  willkürlichen  Puncte  der  gegts 
benen  Geraden,  etwa  ans  g,  den  Durchmesser  abg,  lege  durch  einen  be- 
liebigen Punct  c  der  Kreislinie  die  Sehne  cde  mit  ab  parallel  (o),  ziehe 
sofort  die  Durchmesser  cMc^,  dMd^  und  durch  ihre  Endpuucte  e^,  d^  die 
Gerade  d^c,f,  so  hat  man  in  der  gegebenen  Geraden  drei  Puncte  e,  g,J. 
wovon  offenbar  der  eine,  g,  gleich  weit  von  den  zwei  übrigen  entfernt  ist. 
so  dass  man  sofort  durch  jeden  beliebigen  Punct  mit  dieser  Geraden  eine 
Parallele  ziehen  kann  (§  6,  I).  —  Oder  2.  Ziehe  aus  zwei  beliebigen 
Puncten  k,  i  der  gegebenen  Geraden  die  Durchmesser  hc^c,  idd^  und  durcli 
deren  Endpuncte  die  parallelen  Sehnen  cde,  d^c^f,  die  der  Geraden  in  den 
Puncten  e,  f  begegnen;  aus  diesen  Puncten  ziehe  femer  die  Durch- 
messer eMe^,  JMf^,  welche  jene  Seimen  in  Cj, /,  schneiden,  so  wird  die 
Gerade  e^/j  der  gegebenen  Geraden  ef  parallel  sein,  und  mui  kaoo 
sofort  durch  jeden  beliebigen  Punct  mit  der  letzteren  eine  Parallele  legen 
«6,  UI). 

Anmerkung.  1)  Der  dritte  Fall  (e)  ist  allgemein,  er  umfasst  auch 
die  beiden  vorhei^eheuden  Fälle,  so  wie  auch  den  besonderen  Fall,  vo 
die  gegebene  Gerade  den  Kreis  berührt. 

2)  Sollten  mit  mehreren  gegebenen  Geradon  durch  gegebene  Piiude 
I'urallele  gezogen  werden. 
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Man  ziehe  mit  der  gegebenen  Geraden  irgend  eine  Parallele  (erste 
Aufgabe),  so  kann  sofort  die  vorgelegte  Aufgabe  nach  Anleitung  von  §  6, 
IV  gelöst  werden. 

Dritte   Aufgabe. 
„Auf  eine  gegebene  Gorade   durch  irgend   einen  gegebenen 
Panct  eine  andere  Gerade  rechtwinklig  zu  ziehen.^ 

A.    Mittelst  Paralleler. 

a.  Wenn  die  gegebene  Gerade  irgend  ein  Durchmesser  des 
Hälfskreises  ist,  wie  etwa  ab  (Fig.  19).  —  Man  ziehe  irgend  eine 
mit  dem  gegebenen  Durchmesser  ab  parallele  Sehne  cd  (§  6,  I),  ziehe  so- 
dann den  Durchmesser  dMd^  und  femer  die  Sehne  cd^y  so  wird  diese  zu 
dem  gegebenen  Durchmesser  ab  rechtwinklig  sein  und  von  ihm  im  Puncte 
k  gehälftet  werden ;  man  hat  daher  nur  nöthig,  duroh  den  gegebenen  Punct 
mit  der  Sehne  ckd^  eine  Parallele  zu  ziehen  (§  6,  I),  um  sofort  der  Auf- 
gabe zu  genügen. 

Um  insbesondere  denjenigen  Durchmesser  zu  finden,  welcher  auf  dem 
gegebenen  ab  senkrecht  steht,  denke  man  sich  die  Geraden  a/iy  bd  ge- 
zogen (nachdem  man  zuvor  cd  mit  ab  parallel  gelegt  hat),  lege  durch 
ihren  Durchschnittspunct  und  durch  den  Mittelpunct  M  eine  Gerade,  so 
ist  diese  der  verlangte  Durchmesser;  ebenso  schneiden  sich  die  Geraden 
ad^y  bc^  auf  dem  gesuchten  Durchmesser. 

b-  Wenn  die  gegebene  Gerade  den  Hülfskreis  schneidet, 
wie  etwa  cd.  —  Ziehe  die  Durchmesser  cc,,  dd^  und  sodann  die  Seimen 
crfj,  dt?,,  so  werden  diese  letzteren  zu  der  gegebenen  Geraden  cd  recht- 
winklig und  mithin  unter  sich  parallel  sein;  daher  wird  der  Aufgabe  ge- 
nügt, wenn  man  durch  den  jedesmaligen  gegebenen  Punct  mit  jenen 
Sehnen  eine  Parallele  zieht  (§  6,  III). 

c.  Wenn  die  gegebene  Gerade  den  Hülfskreis  nicht  schnei- 
det, wie  etwa  ef.  —  Ziehe  irgend  eine  Sehne  der  gegebenen  Geraden 
ef  parallel  (1.  Aufg.),  es  sei  etwa  (fc,  eine  solche  Sehne,  sodann  ziehe  die 
Durchmesser  dd,,  c^c  und  dann  weiter  die  Sehnen  cd,  d,c*,,  so  sind  diese 
zu  der  Sehne  cfc,  und  mithin  auch  zu  der  gegebenen  Geraden  ef  senk- 
recht, also  unter  sich  parallel,  und  daher  wird  der  Aufgabe  sofort  genügt, 
wenn  man  durch  den  gegebenen  Punct  mit  den  Sehnen  cd,  d^c^  eine 
Parallele  zieht  (§  6,  IH). 

Der  gegebene  Punct  kann,  wie  leicht  zu  sehen,  in  allen  drei  Fällen 
(a),  (b),  (c)  liegen,  wo  man  will,  in  der  gegebenen  Geraden  selbst,  oder 
ausserhalb  derselben. 

B.    Mittelst  harmonischer  Eigenschaften. 
a.    Wenn  die  gegebene  Gerade  Durchmesser  des  Hülfskreises 
ist,  wie  etwa  ab  (Fig.  20).  —  a.  Der  gegebene  Punct  liege  ausserhalb 
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des  Hülfakreises,  wie  etwa  p.  Ziehe  durch  den  Punct  p  und  dnidi  die 
Endpuncte  des  Durchmessers  ab  die  Geraden  j>a,  pb,  die  den  Kreis  na 
zweiten  Mal  in  c,  d  schneiden,  und  ziehe  die  Geraden  ad,  cb,  die  nck  in 
ii^end  einem  Puncte  j9,  :»:hneideii,  ao  wird  die  Gerade  pp^  die  veriinglt 
sein.  Denn  da  a^  und  adb  rechte  Wintel  sind,  bo  sind  p,c  nnd  pif,  in 
Hinsicht  des  Dreiecks  pap^ ,  zwei  aus  den  Ecken  auf  die  Gegenseiten  gt- 
lallte  Lothe,  und  daher  muss  ab  das  aus  der  dritten  Ecke  auf  die  Gegnt- 
seite  gefällte  Loth  sein,  weil  alle  drei  Lothe  sich  in  einem  nnd  demselbca 
Puncte  b  schneiden  müssen.  Der  Beweis  folgt  auch  aus  hannonischn 
Eigenschaften,  zu  welchem  Ende  man  nur  noch  die  Gerade  e»d  liebn 
muss  (§  10).  Liegt  insbesondere  der  gegebene  Punct  in  dem  gegebenes 
Durchmesser,  wie  etwa  r,  so  ziehe  man  durch  ihn  irgend  eine  den  Krw 
schneidende  Gerade  ref,  ziehe  weiter  die  Geraden  ae  und  b/,  af  und  ht, 
die  sich  in  den  Puncten  q,  q,  schneiden,  lege  durch  die.se  die  Gerade  ^,. 
die  den  gegebenen  DTchmesBer 'ai  in  s  trifft,  lege  durch  diesen  Punct 
»  eine  beliebige  Secantc  cid,  ziehe  sofort  die  Geraden  ac  und  db,  ad  nnd 
cb,  die  sich  in  p,  p,  schneiden,  und  ziehe  endlich  die  Gerade  pp^,  so  winl 
diese  der  Aufgabe  genügen.  Die  Richtigkeit  dieser  Constniction  folgt  tia 
§  10,  m  nnd  IV;  nämlich  es  ist  zu  bemerken,  dass  agq^  die  Hsmiooi- 
sche  des  Punctes  r  und  ptp,  die  Harmonische  des  Punctes  s  ist  u.  s.  t. 
—  ^.  Der  gegebene  Punct  liege  innerhalb  des  Hülfskreises,  wie  etwa  j. 
Man  ziehe  die  Geraden  aq,  bq,  die  den  Kreis  In  e,  f  schneiden,  ziehe 
weiter  die  Geraden  af,  be,  die  sich  in  9,  schneiden,  so  ist  qq^  die  ver- 
langte Gerade.  Ist  »  der  gegebene  Punct,  so  ziehe  man  durch  ihn  eine 
beliebige  Sehne  csd  und  sodann  die  Geraden  ac  und  db,  ad  und  cb,  die 
sich  in  p, />,  schneiden,  ziehe  ferner  die  Gerade  p/>,,  die  den  Durchmesser 
nh  in  T  trifft,  lege  durch  diesen  Punct  eine  beliebige  Secaute  re/  und 
ziehe  weiter  die  Geraden  ae  und  hf,  af  und  be,  die  sich  in  q,  q,  schnö- 
den, so  wird  die  Gerade  qq,  der  Forderung  genügen,  d.  h.  sie  wird  in 
U'ii  I'uuctü  s   auf  dem   gegi'beiieu   Durchmesser  «i  senkrecht 
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Vierte    Aufg  an  e. 

„Durch  einen  gegebenen  Punct  eine  Gerade  zu  ziehen,  die 
mit  einer  gegebenen  Geraden  einen  Winkel  einschliesst,  wel- 
cher einem  gegebenen  Winkel  gleich  ist.^ 

Es  sei  AmC  (Fig.  21)  der  gegebene  Winkel,  EF  die  gegebene  Gerade  und 
etwa  p  der  gegebene  Punct.  —  Man  ziehe  die  Durchmesser  ab,  cd  den 
Schenkeln  des  Winkels  parallel  (1.  Aufg.),  so  dass  Winkel  aMc  =  AmC, 
mid  femer  den  Durchmesser  ef  der  gegebenen  Geraden  EF  parallel;  sodann 
ziehe  man  weiter  die  Sehne  ce  und  durch  a  die  Sehne  ag  mit  ihr  parallel, 
und  femer  den  Durchmesser  ^A,  so  ist  Bogen  ac  =  ^^;  und  mithin  Winkel 
gMe  =  aMc  =  AmC;  daher  ziehe  man  endlich  durch  den  gegebenen 
Punct  p  mit  dem  Durchmesser  gMh  eine  Parallele  pq  (§  6, 1),  so  wird 
pqE  (=gMe=^AmC)  der  verlangte  Winkel  sein.  Zöge  man  die  Sehne 
ae,  statt  ce,  unb  durch  c  mit  ihr  eine  parallele  Sehne  u.  s.  w.,  so  würde 
man  den  anderen  Winkel  erhalten,  welcher  ebenfalls  der  Aufgabe  genügt, 
und  welcher  nach  F  hin,  statt  nach  E  hin,  gekehrt  wäre. 

Ebenso  wird  die  Aufgabe  gelöst,  wenn  insbesondere  der  gegebene 
Punct  in  der  gegebenen  Geraden  EF  selbst  liegt,  wie  etwa  q^  d.  h.  wenn 
die  gewöhnliche  Aufgabe  gestellt  wird:  „An  eine  gegebene  Gerade  EFy 
in  einem  gegebenen  Punct  q^  einen  Winkel  anzulegen,  welcher  einem  der 
Grösse  und  Lage  nach  gegebenen  Winkel  AmC  gleich  ist.^ 

Fünfte    Aufgabe. 

„Einen  gegebenen  Winkel  a)  zu  hälften,  oder  b)  beliebig 
oft  zu  vervielfachen." 

Fall  a.  Es  sei  AmC  (Fig.  21)  der  gegebene  Winkel.  —  Ziehe  die 
Durchmesser  aby  cd  den  Schenkeln  mA,  mC  des  Winkels  parallel,  so  dass 
Winkel  aMc=^AmC  ist;  ziehe  sofort  die  Sehne  ad  (oder  cb)  und  durch 
den  Scheitel  des  gegebenen  Winkels  die  Gerade  mn  mit  ad  (oder  cb) 
parallel,  so  wird  mn  den  Winkel  AmC  hälften. 

Fall  b.  Dieser  Fall  kann  durch  Hülfe  der  dritten  Aufgabe  nach  An- 
leitung von  §  9  erledigt  werden.  Hier  Hesse  er  sich  übrigens  noch  auf 
andere  Weise  bewerkstelligen,  dessen  ich  mich  aber  enthebe,  weil  er  mir 
nicht  als  sehr  wesentlich  erscheint. 

Sechste    Aufgabe. 

„An  einen  gegebenen  Punct  eine  Gerade  zu  legen,  welche 
einer  der  Grösse  und  Lage  nach  gegebenen  Geraden  gleich  ist." 

Es  sei  M^a^  (Fig.  22)  die  gegebene  Gerade  und  etwa  M^  der  ge- 
gebene Punct.  Sollen  viele  Gerade  zugleich  an  den  Punct  M^  gelegt 
werden,  die  der  gegebenen  Strecke  M^a^  gleich  sind,  so  scheint  das  fol- 
gende Verfahren  am  zweckmääsigsten  zu  sein.    Zum  leichteren  Verstand- 
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niss  ist  jedoch  zuvörderst  noch  zu  bemerken,  dass  die  Endpnncte  lOtt 
Gersdeo,  welche  der  Aufgabe  genügen,  offenbar  in  einem  Kreise  M,  lieg», 
dessen  Halbmesser  der  gegebeneo  Strecke  Jl/^a,  gleich  ist.  Dieses  1»M 
daher  darauf,  den  Punct  M^  und  den  einen  Endpunct  der  gegeben«!  Gtn- 
den,  etwa  Jl/, ,  als  Mittelpuncte  zweier  gleichen  Kreise  anzusehen,  deno 
Radien  nämlich  der  gegebenen  Strecke  M,a^  gleich  sind,  um  sodaon  dotdi 
die  gegenseitige  Beziehung  der  drei  Kreise  M,  M^,  M^,  und  zwar  namol- 
Hcb  durch  ihre  Äehnlichkeltspuncte,  die  Mittfll  zu  fiuden,  durch  deiea 
Hülfe  der  vorgelegten  Aufgabe  genügt  werden  kann.  Zu  diesem  Endjweck 
stelle  man  sich  unter  j4,  und /,,  .i4,  und /,,  ^  und  /  beziehlich  dieAehi- 
lichkeitspuncta  der  Kreispaare  M  und  M^ ,  M  und  Af, ,  A^  und  M^  tot. 
Sa  die  Kreise  Af,,  M^  gleich  sind,  so  liegt  ihr  innerer  Aehnlichkeitepanet 
/  in  der  Mitte  zwischen  ihren  Mittelpuncten  M^,  M^,  und  ihr  änflgettr 
Aehnlichkeitspunct  A  ist  unendlich  entfernt  (§  12, 1,  7);  es  müsseD  daher 
die  Aehnlichkeitsstrahlen  .i4,^,[.i1],  /,/,[.(l]  mit  der  Axe  M^M,  paialkl 
sein  (§  13, 1,  4).  Hiernach  kann  die  vorgelegte  Aufgabe,  wie  folgt,  gdöst 
werden: 

Man  ziehe  die  Geraden  MM^,  MM,  und  M,M,;  ziehe  femer  dea 
Durchmesser  ab  parallel  der  gegebenen  Geraden  M,a,  und  sodann  die 
Geraden  a,af  aj),  welche  M^M  in  A^,  I,  schneiden;  hierauf  xiebs 
man  weiter  durch  den  Punct  A^  mit  M^M,  parallel  die  Gerade  A,Äj, 
die  M^M  in  A^  begegnet,  und  ziehe  femer  die  Gerade  A^I^,  weldie 
ü/jAf,  in  /  trifft,  und  endlich  die  Gerade  lA,,  welche  MM,  in  I, 
schneidet*),  so  sind  alsdann  die  Puncto  ^4,,  /,  die  Aehnlichkeitspoiicte 
zweier  Kreise  M,  M,,  wovon  der  letztere  die  gegebene  Strecke  M,a,  zam 
Halbmesser  hat. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  nun  leicht,  an  den  Punct  M,  so 
viele  Gerade  anzutragen,  als  man  will,  die  der  gegebenen  Strecke  jtf,a, 
gleich  sind.  Denn  zieht  man  im  Hulfskreise  irgend  einen  Durchmesser, 
wie  z.  B.  ab  (welcher  aber  nicht  mit  A^o,  parallel  zu  sein  braucht),  ve^ 
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ist  irgend  eine  Gerade  gegeben,  welcher  sie  parallel  sein  soll,  so  muss 
man  zuerst  dien  mit  dieser  Geraden  parallelen  Durchmesser  des  Hülfs- 
kreises  M  ziehen  (1.  Aufg.)  und  sodann  ebenso  verfahren  wie  vorhin. 

Siebente    Aufgabe. 

„Die  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  einer  gegebenen 
Geraden  und  eines  der  Grösse  und  Lage  nach  gegebenen  Kreises 
(welcher  aber  nicht  gezeichnet  vorliegt)  zu  finden.** 

Es  sei  G,  (Fig.  23)  die  gegebene  Gerade,  3/,  der  Mittelpunct  und 
etwa  M^c^  der  Radius  des  gegebenen  Kreises. 

Die  vorgelegte  Aufgabe  kann  dadurch  gelöst  werden,  dass  man  die 
Aehnlichkeitspuncte  Äj  I  der  zwei  Kreise  Af,  A/,  construirt  und  sodann 
diejenige  Gerade  G  sucht,  welche  zu  dem  Hülfskreise  A/,  in  Ansehung 
des  einen  oder  anderen  Aehnlichkeitspunctes,  ähnliche  Lage  hat  wie  die 
gegebene  Gerade  (?,  zu  dem  Kreise  Af, ;  denn  alsdann  müssen  die  Durch- 
schnittspuncte Qy  h  der  ersteren  (ö  und  M)  den  Durchschnittspuncten 
^,,  Ä^  der  letzteren  (6j  und  AT,)  entsprechen  oder  mit  ihnen  ähnlich- 
liegende Puncte  sein,  so  dass  diese  (^j,  A,)  mittelst  jener  (^,  A)  sofort 
gefunden  werden.    Dieses  alles  geschieht  aber,  wie  folgt: 

Man  ziehe  den  Durchmesser  ab  mit  dem  gegebenen  Radius  A/,», 
parallel,  ziehe  femer  die  Axe  MM^  nebst  den  Geraden  a^a^  aj)y  welche 
die  Axe  in  den  Aehnlichkeitspuncten  Ay  I  schneiden  (§  12, 1).  Man  ver- 
längere den  Radius  a^M^^  bis  er  die  gegebene  Gerade  G^  in  c,  trifft,  und 
ziehe  sodann  den  Strahl  Äc^^  der  dem  Durchmesser  ab  m  c  begegnet,  so 
sind  c  und  c^  zwei  ähnlichliegende  Puncte,  in  Bezug  auf  den  äusseren 
Aehnlichkeitspunct  A  (weil  aMy  a^M^  ähnlichliegende  Gerade  sind  (§  11)). 
Nun  ziehe  man  femer  im  Hülfskreise  einen  beliebigen  Durchmesser  de^ 
lege  die  Geraden  Aey  dl,  die  sich  in  e^  schneiden  (oder  die  Geraden  Ad, 
ely  die  sich  in  d,  schneiden),  ziehe  den  Durchmesser  e^M^  (oder  d^M^)^ 
der  jenem  de  entspricht,  also  mit  ihm  parallel  ist,  und  der  die  Gerade 
G^  in  /^  schneidet,  und  ziehe  endlich  den  Strahl  A/\,  welcher  dem  Durch- 
messer df^  in/ begegnet,  so  sind /und/,  ebenfalls  ähnlichliegende  Puncte 
in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  A.  Daher  sind  die  Geraden  ef,  ej\ 
oder  Gj  ß^,  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  Ay  ähnlichliegend  (§11, 1), 
tind  ebenso  die  Puncte  ^und^,,  h  und  A,,  in  welchen  sie  die  zugehörigen 
Kreise  M,  M^  schneiden.  Man  ziehe  demnach  weiter  die  Gerade  cfy  die 
den  Kreis  M  m  g,  h  schneidet,  und  sodann  die  Strahlen  Agy  Ahy  so 
treffen  diese  die  gegebene  Gerade  ö,  in  den  in  der  Aufgabe  verlangten 
Puncten  ^,,  A,. 

Anmerkung.  1.  In  Hinsicht  der  gegenseitigen  Lage  des  Kreises 
Af  und  der  Geraden  G  sind  drei  Fälle  möglich,  nämlich  entweder  1)  schnei- 
den sie  sich  in  zwei  Puncten,  oder  2)  sie  beriihren  sich  in  einem  Puncto. 
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oder  3)  sie  treffen  einander  gar  nicht;  in  jedem  dieser  drei  FÜle  bAi 
dann  offenbar  in  Hinsiebt  der  gegenseitigen  Lage  des  gegebenen  iiwm 
Af^  und  der  gegebenen  Geraden  G, .  ein  Gleiches  statt. 

2.  Wäre  der  Radius  M^a,  zufallig  mit  der  gegebenen  Gerad«  6, 
paraUel,  so  würde  der  Piinct  c,  unendlich  entfernt  liegen,  und  alsdm 
wäre  es  bequemer,  statt  seiner  irgend  einen  anderen  Pnnct  in  der  Cob- 
stmctioD  zu  gebrauchen,  der  nämlich  auf  dieselbe  Weise,  wie  der  PddcI 
/,  hervorgebracht  und  benutzt  würde.  Bei  Anwendungen  aaf  dem  Fdde 
wurde  zur  Bequemlichkeit  auch  schon  in  dem  Falle  ein  anderer  Punct  n 
Hülfe  genommen  werden,  wenn  nur  der  Punct  c,  sehr  entfernt  läge,  d.  L 
schon  wenn  die  Geraden  a^M,  und  G,  einen  sehr  spitzen  Winkel  bUdetra. 

3.  So  wie  man  durch  Hälfe  des  äusseren  Aehnlichkeitspimctes  A 
die  zur  Lösung  der  Aufgabe  nöthige  Gerade  G,  oder  Sehne  ffh,  congbuirt 
hat,  ebenso  kann  man  mittelst  des  iimeren  Äehnlichkeitspunctes  /  eint 
Gerade  H  hervorbringen,  die  in  Bezug  auf  denselben  der  gegebenen  Gera- 
den G,  entspricht,  und  wo  man  alsdann  mittelst  zweier  durch  /  (und  dank 
die  Durchschnittspuncte  der  Geraden  H  und  des  Mülfskreises  Af,  die  nämliii 
die  anderen  Endpuncte  der  durch  ff,  h  gehenden  Durchmesser  des  Kreiw 
3/ sind  (§12,111))  gehenden  Strahlen  die  nämlichen  gesuchten  Puncto^,, 
k^  findet,  wie  dort.  Kämen  daher  bei  einem  practischeu  Falle,  etwa  uf 
dem  Felde,  Hindemisse  vor,  wäre  z.  B.  die  gegebene  Gerade  G,  mM 
überall  zugänglich,  sondern  wäre  sie  nnr  durch  zwei  Puncte,  etwa  donl 
c^  und/,,  gegeben,  die  so  lagen,  dass  man  nicht  von  dem  einen  bis  n 
dem  anderen  hinsehen  könnte,  so  würde  man  auf  die  angegebene  Wein 
beide  Aehnlichkeitspunctc  A  und  /  zugleich  benutzen,  tun  jeden  der  ba- 
den gesuchten  Puncte^,,  A,  als  Durchschnittspunct  zweier  Strahlen,  woTta 
der  eine  durch  A  und  der  andere  durch  /  ginge,  zu  erhalten.  In  dieses 
Falle  musste  aber  der  Gang  der  Auflösung  etwas  geändert  werden.  NäB- 
lieh  man  würde  zuerst  durch  die  gegebenen  Puncte  c,,  /,  die  Doreb- 
mosser  c^AJ,.  j\Mj    nicliüu,    IcnitT   mit   diesen   parallel   die    Üurchmi-»Mf 
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Erster  Fall.  Wenn  der  eine  Kreis  gezeichnet  vorliegt,  nämlich  wenn 
er  der  Hülfskreis  M  selbst  ist,  und  der  andere  Kreis  nur  der  Grösse  und 
Lage  nach  gegeben  ist.  Es  sei  z.  B.  M^  (Fig.  18)  der  Mittelpunct  und 
M^\  der  gegebene  Radius  des  zweiten  Kreises. 

Bei  der  Lösung  dieses  Falles  kommt  es  offenbar  darauf  an,  die  ge- 
meinschaftliche Secante  der  zwei  Kreise  zu  finden,  weil  diese  sodann  auf 
dem  Hülfiskreise  unmittelbar  die  gesuchten  Puncto  r,  S  giebt.  Dieses  kann 
zufolge  §  17  unter  anderen  auf  nachstehende  Weise  geschehen: 

Man  ziehe  im  HüUskreise  M  den  Durchmesser  bc  dem  gegebenen 
Radius  Af^b,  parallel,  ziehe  femer  die  Axe  MM^  nebst  den  Geraden  bjb, 
bjC,  die  jener  in  den  Aehnlichkeitspuncten  A,  I  begegnen  und  den  Kreis 
M  zum  zweiten  Mal  in  q,  e  schneiden;  nun  ziehe  man  weiter  den  Strahl 
Ac^  der  den  Kreis  M  zum  zweiten  Mal  in  b  und  den  verlängerten  Radius 
bjAfj  in  c,  trifft,  welcher  letztere  Punct  zugleich  im  Kreise  M^  liegt;  so- 
dann ziehe  man  den  Durchmesser  af  und  sofort  die  Gerade  \Ij  die  dem 
Strahle  -4b,  im  Puncto  a,  begegnet,  welcher  zugleich  dem  Kreise  3/,  ange- 
hört (§  12,  m),  so  sind  alsdann  sowohl  die  zwei  Puncto  Q  und  b,,  als  b  und 
a, ,  als  b  imd  Cj  potenzhaltende  Puncte  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeits- 
punet  A  (§17, 1);  zieht  man  daher  weiter  die  zwei  Paar  Sehnen  ab  und 
b,Ci  (diese  verlängert),  bb  und  a,c,,  welche  sich  in  p,  q  schneiden,  und 
zieht  endlich  die  Gerade  pq,  so  ist  diese  die  gemeinschaftliche  Secante 
der  gegebenen  Kreise  (§  17,  II)  und  schneidet  den  Hülfskreis  M  in  den 
in  der  Aufgabe  geforderten  Puncten  r,  S. 

Anmerkung.  1.  Würde  ausser  den  vorausgesetzten  Beschränkungen 
der  Hülfsmittel  noch  die  Bedingung  hinzugefügt,  man  solle  von  dem  Kreise 
M^  ausser  dem  Puncte  b,  (und  dem  Mittelpuncte  A/J  keinen  anderen 
Punct  benutzen,  wäre  dies  etwa  durch  irgend  obwaltende  Hindemisse  be- 
dingt, so  könnte  man  der  Aufgabe  mittelst  des  anderen  Kreises  A/ allein  auch, 
wie  folgt,  genügen.  Nachdem  man  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin  mittelst 
der  Geraden  bjb,  b,c  die  Aehnlichkeitspuncte  ^,  /,  so  wie  die  Schnitt- 
puncte  a,  e  gefunden  hätte,  fände  man  mittelst  des  Strahles  Ac  den 
Punct  b  und  mittelst  des  Strahles  b/  den  Punct  g;  sodann  mittelst  der 
Sehnen  ab  und  eg  den  Punct  p  und  mittelst  der  Sehnen  Qg  und  be  den 
Punct  t;  alsdann  lägen  diese  Puncte  p,  t  in  der  gemeinschaftlichen  Se- 
cante rS  der  beiden  gegebenen  Kreise  M,  M^,  Die  Gründe,  auf  welchen 
die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens  beruht,  sind  leicht  aufzufinden  (2.  Kapitel). 

2.  Wenn  die  gefundene  Gerade  pq  den  Kreis  M  nur  berührt,  oder 
ihn  gar  nicht  trifft,  so  zeigt  dies  an,  dass  auch  der  Kreis  M^  ihn  be- 
rührt, oder  ihn  gar  nicht  trifft. 

Zweiter  Fall.  Wenn  die  zwei  Kreise  bloss  der  Grösse  und  Lage 
nach  gegeben  sind.  Es  seien  z.  B.  M^^  M^  (Fig.  24)  die  Mittelpuncte  und 
etwa  M^a^,  M^c^  die  Radien  der  zwei  gegebenen  Kreise, 
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Dieser  Fall  kann  unter  anderen  dadurch  gelöst  werden ,  ius  nun 
die  gemeinschaflliche  Secante  der  beiden  gegebenen  Kreise  constroiit  imd 
)iodaim  die  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  iüeser  Secante  and  ein« 
der  beiden  Kreise  sucht.     Dieseti  kann  z.  B.,  wie  folgt,  geschehen: 

Man  siehe  im  Uälfstreiae  Af  die  Durchmesser  a£,  cd  den  gegeb«»« 
Radien  M,a,,  A/,c,  parallel  und  suche  sofort  die  Aehnlichkeitspoocte  A, 
und  /,,  A^  und  /,  der  Kreispaare  Jl/ und  M„  Af  und  M^.  Hierauf  coii- 
struire  man  durch  Hülfe  der  Aehnlichkeitspuncte  A,  und  /,  den  mit  cd 
und  also  auch  mit  r.,Afj  parallelen  Durchmesser  r,rf,  des  Kreises  A/,  {§  li 
ril)  uod  bestimme  gleicherweise  den  zweiten  Endpunct  d^  des  Durch- 
messers f^Mj.  Sodann  ziehe  man  die  Geraden  c/,,  ^id,,  welche  iea 
Radius  a,AI,  in  e,,/,  schneiden,  und  ziehe  femer  die  Strahlen  A^f^,  A^^, 
welche  dem  Durchmasser  aMb  in  e,  /  begegnen,  und  wo  e  und  «,,  /  und 
t\  ähnlichliegende  Puncte  zu  den  Kreisen  M,  M,  in  Bezog  auf  den  Aehs- 
lichkeitspuDct  A^  sind.  Man  ziehe  weiter  die  Geraden  ce,  df,  welche  dca 
Hülfskreis  M  (zum  zweiton  Mal)  in  g,  h  schneiden,  und  lege  sofort  di« 
Strahlen  A^g  und  AJt,  A,g  und  A,h,  welche  den  Geraden  c,c^,  d^d^  be- 
ziehlich  in  den  Puncten  (/,  und  ä,  ,  «7,  und  A,  begegnen,  so  liegen  diese 
Puncle  zugleich  auf  den  Kreisen*  M^,  M,,  und  zwar  sind  sowohl  c,  und 
g,,  als  g,  und  c^,  als  </,  und  A,,  als  A,  und  g,  potenzhalt«nde  Punete 
derselben  in  Bezug  auf  ihren  äusseren  Aehnlichkeitspunct  (_A).  Deokl 
man  sich  also  weiter  die  Sehnen  (g,h,),  (^A)  gezogen  (um  die  Rgnr 
nicht  zu  überfüllen,  sind  diese  und  einige  folgende  Linien  nicht  whk- 
lieh  gezogen  worden),  bezeichnet  die  Punete,  in  welchen  sie  bexiehhch 
die  Durchmesser  c^d^,  c^<i^  schneiden,  durch  p,  q  und  zieht  endlich  <üe 
Gerade  (Tf((),  so  ist  diese  die  gemeinschaftliche  Secante  der  Kreise  M^,  M, 
(§  17,  II),  und  es  ist  somit  die  vorgelegte  Aufgabe  auf  die  vorhergehende 
(7.  Aufg.)  zurückgebracht,  indem  man  nunmehr  nur  noch  die  gegenseitiga 
Durchschnittspuncte  der  Geraden  (^q)  und  eines  der  beiden  Kreise,  etm 
des  Kreises  M,,   zu  ßnden   nöthig   hat.     Dieses   kann  aber    mittelst  dtr 
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Loth  fallt,  welches  alsdann  die  gemeinschaftliche  Secante  der  Kreise  M^, 
Mj  ist,  u.  8.  w. 

§  19. 

Scblussbemerkung. 

Dass  nunmehr  alle  geometrischen  Aufgaben,  im  engeren  Sinne  ge- 
nommen, sich  in  der  That  durch  Hülfe  der  vorhergehenden  acht  Auf- 
gaben (§  18)  behandeln  lassen,  das  heisst,  dass  ihre  Auflösung  in  einer 
geringeren  oder  grösseren  Zusanmiensetzung  und  Wiederholung  der  für 
diese  gegebenen  Constructionen  besteht,  wie  verwickelt  sie  auch  immerhin 
scheinen  mögen,  ist  leicht  einzusehen,  so  dass  also  der  Zweck  dieser  Ar- 
beit jetzt  als  erreicht  zu  betrachten  ist.  Die  Möglichkeit  dieser  Behand- 
lung gründet  sich  vornehmlich  auf  die  vorstehende  siebente  und  achte 
Aufgabe,  indem  nämlich,  wie  schon  im  Eingange  bemerkt  worden,  bei 
der  gewöhnlichen  Geometrie  die  meisten  und  schwierigsten  Aufgaben  bloss 
mittelst  dieser  beiden  gelöst  werden.  Wollte  man  aber  in  der  That  alle 
geometrischen  Aufgaben  nach  der  gegenwärtigen  Methode,  und  zwar  auf 
die  möglichst  einfachste  Art  lösen,  so  dürfte  man  natürlicherweise  bei 
zusammengesetzten  Constructionen  nicht  Schritt  für  Schritt  dem  Verfahren 
folgen,  welches  gewöhnlich  angewendet  wird,  wenn  der  freie  Gebrauch 
beider  Instrumente,  des  Zirkels  und  des  Lineals,  gestattet  ist,  sondern 
man  mnsste  vielmehr  darauf  bedacht  sein,  die  Auflösungen  so  viel  wie 
möglich  für  die  hier  erlaubten  Hülfsmittel  einfach  und  bequem  zu  machen. 
In  dieser  Hinsicht  sind  die  obigen  sechs  ersten  Aufgaben  selbst  als  we- 
sentliche Beispiele  zu  betrachten.  Ausserdem  zeigen  die  vorstehenden 
Aachen  insgesanmit,  dass  es  auch  hierbei,  wie  denn  in  der  Geometrie 
überhaupt,  vornehmlich  darauf  ankommt,  die  Eigenschaften  der  Ab- 
hängigkeit der  Figuren  von  einander  genauer  zu  erforschen.  — 
Insbesondere  will  ich  hier  nur  noch  bemerken,  dass  z.  B.  bei  solchen  Auf- 
gaben, wo  verlangt  wird:  „einem  bloss  der  Grösse  und  Lage  nach  gege- 
benen Kreise  M^  (oder  auch  einem  bloss  durch  irgend  drei  Bedingungen 
bestimmten  Kreise  A/J,  ein  regelmässiges  Vieleck  ein-  oder  umzuschreiben", 
man  unter  anderen  so  verfahren  kann,  dass  man  dieselbe  Aufgabe  vorerst 
für  den  gegebenen  HüKskreis  AI  löst  und  sodann  das  gefundene  Vieleck, 
mittelst  der  zu  den  Kreisen  gehörenden  Aehnlichkeitspuncte  A  und  /  auf 
den  Kreis  M^  projicirt  u.  s.  w.;  wozu  die  obigen  Constructionen  hin- 
reichende Anleitung  geben. 

Bei  dieser  Gelegenheit  füge  ich  noch  folgende  Bemerkmig  hinzu: 
Es  scheint,  däss  man  im  Allgemeinen  bis  jetzt  noch  zu  wenig  Sorg- 
falt auf  die  geometrischen  Constructionen   verwendet  habe.     Die  herge- 
brachte von  den  Alten  uns  überlieferte  Weise,  wonach  man  nämlich  Auf- 
gaben als  gelöst  betrachtet,  sobald  nachgewiesen  worden,  durch  welche 
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Mittel  sie  sich  auf  andere  vorher  betrachtete  zorückfuhren  lumm,  'M 
der  richtigen  Benrtheitung  dessen,  was  ihre  vollständige  Lösung  ethräickt. 
sehr  hinderlich.  So  geschieht  es  denn  auch,  dass  auf  diese  Weise  hin^ 
Constmctionen  uigegeben  verden,  die,  wenn  man  in  die  Nothwendi^nl 
versetzt  wäre,  alles,  was  sie  einschliessen ,  wirklich  und  genau  iosid- 
fuhren,  bald  aufgegeben  warden,  indem  man  dadurch  sich  gewiss  bald 
fiberzeogen  mfisste,  dass  es  eine  ganz  andere  Sache  sei,  die  Constructionoi 
in  der  That,  d.  h.  mit  den  Instrumenten  in  der  Hand,  oder,  am  nuch 
des  Ausdrucks  zu  bedienen,  bloss  mittelst  der  Zange  auszufahren*).  £i 
lässt  sich  gar  leicht  sagen:  ich  thue  das,  und  dann  das,  und  dann  jenes: 
allein  die  Schwierigkeit,  und  man  kann  in  gewissen  Fälleu  sagen,  £t 
Unmöglichkeit,  Constructionen,  welche  in  einem  hohen  Grade  zoaanuncD- 
gesetzt  sind,  wirklich  zu  vollenden,  verlangt,  dass  man  bei  einer  voige- 
legten  Aufgabe  genau  erwäge,  welches  von  den  verschiedenen  Vei&hmi 
bei  der  gänzlichen  Ausfüiirung  das  einfachste,  oder  welches  unter  besät- 
deren  Umständen  das  zweckmässigdte  sei,  uiid  wie  viel  von  dem,  was  dir 
Zunge  etwas  leichtfertig  ausfuhrt,  zu  umgehen  sei,  wenn  es  darauf  tD- 
kommt,  alle  überflüssige  Mühe  zu  sparen,  oder  die  grösate  Genauigkeit  n 
erreichen,  oder  den  Plan  (das  Papier),  worauf  gezeichnet  wird,  mö^cltl 
zu  schonen,  u.  s.  w.  Es  käme  also  mit  einem  Worte  darauf  an:  ,ii 
untersuchen,  auf  welche  Weise  jede  geometrische  Aufgabf 
theoretisch  oder  practisch  am  einfachsten,  genauesten  oder 
sichersten  construirt  werden  könne,  und  zwar  1)  welches  im  All- 
gemeinen, 2)  welches  bei  beschränkten  Hülfsmitteln  und  3)  wel- 
ches bei  obwaltenden  Hindernissen  das  zweckmässigste  Ver- 
fahren sei."  Diese  Untersuchung  wurde  also  auch  sowohl  die  Mateit- 
rom'sche  als  die  gegenwärtige  Constnictions- Methode  umfassen,  and  » 
würde  alsdann  eine  Veigleichuug  aller  Methoden  mit  einander  eine  rich- 
tige Eenntniss  der  Sache  gewähren  und  gewis.i  nicht  ohne  lotere&se  fir 
die  Wissenschaft  selbst  Kein.     Dass  die   vorhergehenden  Aufgaben  etwu 
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gelangt,  welche  mit  allen  beliebigen  HiUfsmitteln  weder  kürzer  noch  be- 
quemer gemacht  werden  können,  wie  dies  namentlich  durch  die  nachfol- 
genden Beispiele  bestätigt  werden  wird. 


Anhang. 

Vermischte  Aufgaben,  nebst  Andeutung  ihrer  Losung  mittelst  des  Lineals 

und  eines  festen  Kreises. 


§  20. 

Um  zn  zeigen,  wie  einfach  sich  manche  anscheinend  schwierige  Auf- 
gaben bloss  mittelst  des  Lineals  lösen  lassen,  wenn  in  der  Ebene  irgend 
ein  fester  Kreis  M  gegeben  ist,  füge  ich  hier  noch  einige  zweckmässige 
Beispiele  bei.  Die  Gründe,  auf  welchen  einige  der  dabei  angedeuteten 
Auflosungen  beruhen,  findet  man  im  ersten  Theil  der  „Systematischen 
Entwickelung  etc.***),  und  die,  auf  welchen  die  übrigen  beruhen,  werden 
in  den  späteren  Theilen  desselben  Werkes  entwickelt  werden.  Ausserdem 
wird  dasselbe  Werk  noch  viele  andere  Aufgaben  dieser  Art  enthalten, 
wie  namentlich  im  ersten  Theil  schon  mehrere  vorkommen,  welche  alle 
hier  zu  wiederholen  mir  jedoch  unnöthig  schien.  — 

In  Betreff  der  nachfolgenden  Auflösungen  muss  ich  noch  bevorworten, 
dass  der  Leser,  falls  es  ihm  darum  zu  thun  sein  sollte,  die  beschriebenen 
(Jonstructionen  auf  dem  Papiere  wirklich  zu  sehen,  sich,  nach  Anleitung 
der  Auflosung,  die  jedesmaligen  erforderlichen  Bilder  (Figuren)  selber 
zeichnen  möge. 

Aufgabe    1. 

„Wenn  in  einer  Ebene  zwei  beliebige  Dreiecke  gegeben  sind, 
80  soll  man  ein  drittes  finden,  welches  zugleich  dem  ersten  um- 
und  dem  zweiten  eingeschrieben  ist.** 

Es  seien  -B,  -Bj,  B^  die  Eckpuncte  des  ersten,  und  Ay  ^,,  A^  die 
Seiten,  und  zwar  die  unbegrenzt  verlängerten  Seiten  des  zweiten  Dreiecks. 

Man  nehme  in  A  einen  willkürlichen  Punct  a  an,  ziehe  den  Strahl 
üBy  der  die  Gerade  A^  (beide  genugsam  verlängert)  in  einem  Puncto  o, 
trifft,  ziehe  sofort  den  Strahl  Oi-ß,,  der  A.^  in  einem  Puncto  a,  schneidet, 
und  ziehe  endlich  den  Strahl  d^B^^  welcher  A  in  einem  Puncto  a  be- 
gegnet Nun  hat  die  Aufgabe  offenbar  keinen  anderen  Zweck,  als  den 
ersten  Punct  a  so  zu  bestimmen,  dass  der  zuletzt  erhaltene  Punct  a  mit 
ihm  zusammenfallt,  indem  in  diesem  Falle  das  Dreieck  actja^a  der  Auf- 
gabe genügt.  Da  aber  im  Allgemeinen  dieses  Zusammenfallen  nicht  statt- 
findet, sondern  a  und  a  zwei  verschiedene,  aber  von  einander  abhängige, 
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einander  entsprechende  Puncte  sein  werden,  so  suche  man  ähalidKna« 
zu  zwei  anderen,  beliebig  augenommerien  Poncton  &,  c  in  der  GendaJ, 
die  ihnen  entsprechenden  Puncte  %  t  ut  der  nämlicbeD  Germden.  Sodui 
nehme  man  im  Umfange  des  Hülfakreises  M  irgend  einen  Punct  P  u 
und  ziehe  die  Strahlen  Pa  und  Pa,  Pi  und  Pß,  Pc  und  Pf,  die  dn 
Kreis  (zum  zweiten  Mal)  beziehlich  in  den  Puncten  a  and  o, ,  b  und  ^, 
c  und  -y,  schneiden;  eines  dieser  PuDctepa&re,  z.  B.  das  erste,  v^indt 
man  kreuzweise  mit  jedem  der  übrigen,  d.  h.  man  ziehe  die  Gerad«i<|l, 
.  und  a,i,  die  sich  in  einem  Puncte  p,  sowie  die  Geraden  df,  und  (t,c,  die 
äich  in  einem  Puncte  q  schneiden,  ziehe  weiter  die  Gerade  pq,  die  dei 
Kreis  M  im  Allgemeinen  in  zwei  Puncten  r,  s  schneidet,  und  ziehe  »d- 
lich  die  Strahlen  Pr,  Pa,  so  werden  diese  die  Seite  (oder  Gerade)  A  a 
denjenigen  Puncten  r,  S  treffen,  in  welchen  allein  und  in  der  That  ü» 
Ecke  des  zu  boschreibenden  Dreiecks  liegen  muss,  so  dass  also  dieiM 
somit  gefunden  ist.  Demnach  giebt  es  im  Ällgemeinea  zwei  Dieieckt 
rr,r,r,  ^&^Sj§,  wovon  jedes  der  voi^Iegten  Aufgabe  Genüge  leistet.  Wen 
aber  insbesondere  die  Gerade  pq  den  Kreis  nur  berührt,  so  giebt  es  m 
ein,  and  wenn  sie  ihn  gar  nicht  trifft,  so  giebt  es  gar  kein  DreiecJi, 
welches  die  Bedingungen  der  Aufgabe  erfüllt. 

Anmerkung.    Ganz  ebenso  wird  die  Aufgabe  gelöst,  wenn  statt  da 
Dreiecke  beliebige  Vierecke  oder  Fünfecke  u.  s.  w.  gesetzt  werden. 

Aufgabe   2. 
„Die   gegenseitigen    Durch  seh  nittspuncte    einer    gegebenei 
Geraden  und  eines  bloss  durch 

a)  fünf  Puncte,  oder 

b)  fünf  Tangenten 

gegebenen  (also  nicht  gezeichnet  vorliegenden)  Kegelschnittes  to 
finden." 

Fall  a.     Es  heisse  die  Gerade  A,  und  die  ßnf  Puncte  des   Kegä- 
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Fall  b.  Dieser  Fall  lässt  sich  leicht  auf  d^  ersten  bringen,  indem 
man  nämlich  mittelst  des  Lineals  allein  die  fünf  Puncte  finden  kann,  in 
welchen  der  Kegelschnitt  von  den  gegebenen  fonf  Tangenten  berührt  wird. 
(Abhängigk.  geom.  Gestalten,  I.  Thl.  S.  152.)*) 

Aufgabe    3. 
„Diejenigen  Geraden  zu  finden,    welche  durch  einen   gege- 
benen Panct  gehen  und  einen  nur  durch 

a)  fünf  Tangenten,  oder 

b)  fünf  Puncte 
gegebenen  Kegelschnitt  berühren.^ 

Fall  a.  Es  heisse  der  gegebene  Punct  B  und  die  fünf  gegebenen 
Tangenten  des  Kegelschnittes  Ay  A^^  Sl,  93,  @.  Man  bezeichne  die  Puncte,  . 
in  welchen  A  und  A^  von  Sl,  93,  @  geschnitten  werden,  beziehlich  durch 
a  und  a,,  b  und  b^,  c  und  c,.  Man  ziehe  die  Strahlen  £a,,  £6j,  B^ 
und  nenne  die  Puncte,  in  welchen  sie  die  Gerade  A  treffen,  beziehlich  a, 
P,  Y-  Hierauf  suche  man  auf  gleiche  Weise  wie  bei  den  beiden  vorher- 
gehenden Aufgaben  mittelst  der  drei  Punctepaare  a  und  a,  b  und  ß,  c 
und  Y  und  des  Hülfskreises  M  in  der  Geraden  A  die  zwei  Puncte  r,  d 
und  ziehe  sofort  die  Geraden  Bx,^  Z?S,  so  werden  diese,  und  zwar  diese 
allein,  der  Forderung  der  Aufgabe  genügen.  Wenn  die*  Gerade  pq,  welche 
durch  die  weitere  Construction  gefunden  wird  (siehe  Aufg.  1),  den  Hülfs- 
kreis M  nicht  schneidet,  so  zeigt  dies  an,  dass  der  gegebene  Punct  B 
innerhalb  des  Kegelschnittes  liegt,  und  mithin  die  Auflösung  der  Aufgabe 
nmnöglich  ist;  und  wepn  jene  Gerade  den  Kreis  berührt,  so  zeigt  dies  an, 
dass  der  Punct  im  Kegelschnitte  selbst  liegt,  und*  mithin  nur  eine  einzige 
Gerade  (in  der  sich  zwei  vereinigt  haben)  der  Aufgabe  genügen  kann. 

Fall  b.  Dieser  Fall  kann  auf  entsprechende  Weise  auf  den  ersten 
(a)  gebracht  werden,  wie  solches  bei  der  vorigen  Aufgabe  (2)  stattfand, 
worüber  ebenfalls  an  dem  daselbst  angeführten  Orte  das  Nähere  zu  fin- 
den ist 

Aufgabe   4. 

„Wenn  von  einem  Kegelschnitte  vier  Puncte  und  eine  Tan- 
gente gegeben  sind,  so  soll  man  den  Punct  finden,  in  welchem 
die  letztere  vom  Kegelschnitte  berührt  wird." 

I.  Es  heisse  die  gegebene  Gerade  A  und  die  vier  gegebenen  Puncte 
9,  93,  6,  S).  Man  ziehe  durch  diese  Puncte  drei  Paar  Gerade,  nämlich 
993  und  62),  S16  und  93  S),  9  S)  und  93  @,  nenne  die  Puncte,  in  welchen 
siie  der  Geraden  A  begegnen,  beziehlich  a  und  a,  6  und  ß,  c  und  7  und 
suche  sofort  auf  dieselbe  Weise,  wie  bei  den  vorhergehenden  Aufgaben,  in 
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der  Geraden  A  die  Pimcte  r  und  <3 ,  so  wird  jeder  vod  diesen  der  TOt^ 
legten  Aufgabe  genügen,  so  dass  ea  also  im  AllgemeiDen  zvei  Kegd- 
schnitte  giobt,  von  denen  jeder  durch  die  vier  gegebbnen  Piincte  geht  ni 
div  gegebene  Gerade  berührt.  Die  Merkmale,  woran  man  erkennt,  ob  £t 
Aufgabe  in  der  Thai  zwei,  oder  nur  eine,  oder  gar  kein©  Auflösait 
zuläüst  (ä.  h.  ob  2,  oder  nur  1,  oder  koih  Eegeläclmitt  möglich  sei),  äxi 
die  nämlichen,  wie  bei  den  vorhergehenden  Aufgaben. 

II.  Um  die  Construction  etwas  abzukürzen,  kann  man  bei  dieser  Aat 
gäbe  auch,  wie  folgt,  verfahren:  Man  ziehe  nur  zwei  Paar  Gerade  (I),  dw 
3133  und  @£>,  Sl@  und  ^S),  welche  der  Tangente  A  in  den  Pandeo  i 
und  a,  b  und  ß  b^;egnen,  und  ziehe  sofort  aus  dem  im  Hulfakreise  M 
beliebig  angenommenen  Püncte  P  (vergl.  Aufg.  1)  die  Strahlen  Pa  anä 
/*a,  Pb  und  P^,  welche  den  Kreis  in  a  und  a^,  b  und  ß,  schneiden,  mid 
ziehe  ferner  die  Geraden  aß,  und  &a,,  die  sich  in  einem  Pnnde  ^ 
sowie  die  Geraden  ab  und  a,ß,,  die  sich  in  einem  Pnncte  t  schneidea 
lege  weiter  die  Gerade  pt,  die  den  Kreis  Äf  im  Allgemeinen  in  iw« 
Puncten  r  und  s  schneiden  wird,  und  ziehe  endlich  die  Strahlen  Pr  ddI 
Ps,  m  werden  diese  der  Geraden  A  in  den  gesuchten  Puncten  T  und  i 
begegnen. 

Aufgabe   5. 

„Wenn  von  einem  Kegelschnitte  vier  Tangenten  nod  eii 
Punct  gegeben  sind,  so  soll  man  die  Tangente  finden,  weltbt 
den  Kegelschnitt  in  diesem  Pnncte  berührt." 

Es  seien  A,  B,  C,  D  die  gegebenen  vier  Tangenten  und  $1  der  gt- 
gebene  Punct.  Es  heissen  die  Pnncte,  in  welchen  A  von  B,  C,  D  gi- 
schnitten  wird,  beziehtich  a,  b,  c,  und  die  Pnncte,  in  welchen  D  und  C 
D  und  B,  C  und  B  einander  schneiden,  beziehlich  o,,  b,,  c,.  Man  nebe 
die  Strahlen  Slo,,  %\,  31c,,  und  nenne  die  Puncte,  in  welchen  sie  die 
Tangente  A   trefFon,   beziehlich  st,  ß,  7.     Sodann   suche  man  auf  dieselbe 
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nenne  die  Puncte,  in  welchen  sie  die  B  und  C  schneidet,  b  und  ß,  und 
suche  sodann  auf  die  nämliche  Weise,  wie  oben,  (Aufg.  4,  II)  in  der  Gera- 
den aioc  (dort  A)  die  zwei  Puncte  r  und  S.  Nun  lege  man  ferner  durch 
den  dritten  gegebenen  Punct  und  einen  der  beiden  anderen,  a  oder  a,  eine 
(jerade,  und  suche  auf  ganz  gleiche  Weise  in  ihr  die  zwei  Puncte  tj  und  §,. 
Sodann  ziehe  man  die  vier  Geraden  rrj,  r§,,  ör,  und  öö, ,  so  wird  jede 
von  diesen  insbesondere  die  Tangenten  B^  C  in  solchen  Puncten  schneiden, 
in  welphen  sie  von  einem  und  demselben  durch  die  drei  gegebenen  Puncte 
gehenden  Kegelschnitte  berührt  werden.  Die  vorgelegte  Aufgabe  lässt  dem- 
nach im  Allgemeinen  vier  Auflösungen  zu,  oder  es  giebt  im  Allgemeinen 
vier  Kegelschnitte,  welche  die  drei  gegebenen  Puncte  sowie  die  zwei  ge- 
gebenen Tangenten  gemein  haben*).  Die  Aufgabe  wird  (oder  die  Kegel- 
schnitte  werden)  unmöglich,  wenn  eines  der  genannten  Punctepaare  r  und  S, 
T,  und  gj,  nicht  reell  ist  Dieser  Fall  lässt  sich  aber,  ohne  vorherige 
Construction,  unmittelbar  aus  der  gegenseitigen  Lage  der  gegebenen  fünf 
Elemente  erkennen,  nämlich  er  tritt  ein,  wenn  die  gegebenen  Puncte,  in 
Rücksicht  auf  die  durch  die  Tangenten  Bj  C  gebildeten  Winkel,  in 
Nebenwinkeln  (aber  keine  zwei  derselben  mit  dem  Durchschnitte  der 
Tangenten  in  einer  Geraden)  liegen.  Besondere  oder  GrenziaUe  entstehen, 
wenn  entweder  die  drei  gegebenen  Puncte  in  einer  Geraden,  oder  zwei 
derselben  mit  dem  Durchschnitte  der  Tangenten  B,  C  in  einer  Geraden 
liegen;  u.  s.  w. 

Aufgabe?. 

„Wenn  drei  Tangenten  und  zwei  Puncte  eines  Kegelschnit- 
tes gegeben  sind,  so  soll  man  die  Tangenten  finden,  welche 
denselben  in  jenen  Puncten  bejühren.^ 

Man  bezeichne  die  gegebenen  drei  Tangenten  durch  B^  Cy  D  und  die 
gegebenen  zwei  Puncte  durch  a,  ot,  und  femer  die  gegenseitigen  Durch- 
schnittspnncte  der  Tangentenpaare  B  und  C,  B  und  Dy  C  und  D  bezieh- 
lich  durch  S),  6,  93.  Man  ziehe  die  Gerade  aoe  und  nenne  die  Puncte, 
ux  welchen  sie  das  eine  Tangentenpaar,  etwa  B  und  Cy  schneidet,  6  und  ß, 
und  suche  sodann  in  der  Geraden  aa  zu  den  zwei  Punctepaaren  a  und  a, 
b  und  ß  dlBis  durch  dieselben  bestimmte  Punctepaar  r  und  S  (Aufg.  4,  II). 
Aehnlicherweise  suche  man  zu  dem  gegebenen  Punctepaare  a  und  o,  und 
zu  dem  Punctepaare,  in  welchem  die  Gerade  aoe  von  einem  anderen  Tan- 
gentenpaare, etwa  von  B  und  Dy  geschnitten  wird,  das  durch  dieselben 
besünmite  Punctepaar  r^  und  Sj.     Sodann   ziehe   man   die  Strahlen  S)r 


*)  Vergl.  M€nunrB  sur  les  lignts  du  second  ordre,  par  Brianehony  Capitaine  d^ Ar- 
tillerie, ancien  ^leve  de  TEcole  Polytechnique.  Paris  1817  p.47;  und  Abhäng.  geom. 
Gestalten,  S.  285  (Cf.  S.432  dieser  Ausgabe). 
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und  3y&,  '6r,  und  @ä,,  bezeichae  die  DurchRcbnittepimcte  von  ^t  - 
und  6t,,  2)r  und  6ä,,  2)ä  und  6r,,  35«  und  6S,  beziehlich  durch 
u,  ji,  ^,  \£  und  ziehe '  endlich  die  Geradenpaare  ua  und  ua,  d:a  und  «k, 
ya  und  ya,  za  und  za,  so  wird  jedes  von  diesen,  für  sich  genominen,  der 
vorgelegten  Aufgabe  genügen,  d.  h.  je  zwei  solche  Gerade  berühren  id  den 
zii^börigen  Puncten  a  und  a  einen  foestimmton  Kegelschnitt,  welcher  eben- 
falls von  den  drei  gegebenen  Geraden  B,  C,  D  berührt  wird.  Denuuch 
lässt  die  Aufgabe  im  Allgemeinen  vier  Auflösungen  zu,  oder  es  finden 
vier  Kegelschnitte  statt,  welche  sowohl  die  drei  gegebenen  Tangenten,  als 
die  zwei  gegebenen  Puncte  gemein  haben,  u.  s.  w. 

Mittelst  der  vorstehenden  Aufgaben  (2  bis  7)  lassen  sich  nunmehr 
auch  die  folgenden  Doppelaufgaben,  welche,  wie  man  bemerken  wird, 
theils  Zusammensetzungen  theils  besondere  Fälle  von  jenen  sind,  leicht 
lösen. 


Aufgabe    8. 
„Die    gegenseitigen   Durchscbnittspnncte    einer    gegebenen 
Geraden  and  eines  Kegelschnittes,  von  welchem 

a)  vier  Puncte  and  eine  Tangente,  oder 

b)  vier  Taügenten  und  ein  Punct 
gegeben  sind,  su  finden." 

Aufgabe    9. 
„Diejenigen   Geraden,    die    durch    einen    gegebenen    Punct 
gehen  und  eiQen  Kegelsclinitt  berühren,  von  welchem 

a)  vier  Tangenten  und  ein  Punct,  oder 

b)  vier  Puncte  und  eine  Tangente 
gegeben  sind,  zu  finden." 
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Aufgabe    12. 

„Die    gegenseitigen    Durchschnittspuncte   einer    gegebenen 
Geraden  und  eines  durch 

a)  vier  Puncte  und  die  Tangente  in  einem  derselbep,  oder 

b)  vier  Tangenten   und   den  Berührungspunet   einer   der- 
selben 

gegebenen  Kegelschnittes  zu  finden.^ 

Aufgabe    13. 

„Diejenigen  Geraden,  welche  durch  einen  gegebenen  Punct 
gehen  und  einen  durch 

a)  vier  Tangenten   und    den  Berührungspunet   einer  der- 
selben, oder 

b)  vier  Puncte  und  die  Tangente  in  einem  derselben 
gegebenen  Kegelschnitt  berühren,  zu  finden." 

A  u  f  g  a  b  e    14. 

„Die  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  einer  gegebenen 
Geraden  und  eines  durch 

a)  drei  Puncte  und  die  Tangenten  in  zwei  derselben,  oder 

b)  drei  Taugenten   und    die    Berührungspuncte    von    zwei 
derselben 

gegebenen  Kegelschnittes  zu  finden." 

A  u  f  g  a  b  e    15. 

„Diejenigen  Geraden,  welche  durch  einen  gegebenen  Punet 
gehen  und  einön  durch 

a)  drei   Tangenten   und    die    Berührungspuncte    von    zwei 
derselben,  oder 

b)  drei  Puncte  und  die  Tangenten  in  zwei  derselben 
gegebenen  Kegelschnitt  berühren,  zu  finden." 

Wie  man  sieht,  lassen  sich  z.  B.  die  Aufgaben  8  und  9  mittelst  der 
Aufgaben  4  und  5  auf.  die  Aufgaben  2  und  3  zurückführen,  ebenso  die 
Aufgaben  10  und  11  mittelst  der  Aufgaben  6  und  7  auf  die  Aufgaben 
2  und  3  u.  s.  w.,  woraus  die  Zahl  der  Auflösungen,  welche  jeder  der  gegen- 
wärtigen Aufgaben  möglicherweise  zukommen  können,  leicht  zu  finden  ist. 

Aufgabe    16. 

„Wenn  von  zwei  Kegelschnitten  zwei  gemeinschaftliche 
(oder  Durchschnitts-)  Pifncte  und  ausserdem  von  jedem  insbe- 
sondere irgend  drei  Puncte  gegeben  sind,  so  soll  man  ihre 
übrigen  zwei  gemeinschaftlichen  Puncte,  sowie  ihre  vier  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  finden." 
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Es  mögen  die  Kegelschnitte  durch  K  und  f, ,  ihre  gegebeoai  m 
gemeinschaftlicheD  Puncto  durch  9t,  @,  die  übrigen  gegebenen  drei  Pmete 
des  Kegelschnittes  K  durch  a,  SS,  @,  die  des  ^,  durch  9.,  S„  6,  bt- 
zeichnett  und  die  gesuchten  zwei  genieinschaftlichen  Puncte  t,  %  gaaun 
werden;  dann  kann  die  Aufgabe  unter  anderem  z.  B. ,  wie  folgt,  gdöa 
werden : 

Man  ziehe  etwa  die  Geraden  ilSR  und  33@,  6@,  suche  die  Puncte  0, 
und  &,,  cj,  in  welchen  sie  K,  (ausser  in  dt  und  @)  zum  zweiten  Jbt 
schneidea  —  welches  bekanntlich-  mittelst  des  Lineals  allein  leicht  g^ 
schehen  kann,  da  fünf  Puncte  von  K^  gegeben  sind  —  ziehe  sofort  dit 
Geradenpaare  3135  und  a,b,,  916  und  CL,t,,  nenne  die  Puncte,  in  veldtn 
sie  sich  kreuzen,  beziehlich  p,  q,  und  ziehe  die  Gerade  pq,  so  ist  die« 
eine  (der  gegebenen  9t®  zugeordnete)  gemeinschaftliche  Secante  der  nä 
Kegelschnitte  K,  Aj,  so  dass  also  nur  noch  nöthig  ist,  die  Durchschnitte 
derselben  mit  einem  der  letzteren  zu  finden  (Auig.  2,  a),  um  die  'm  ia 
Aufgabe  verlangten  Puncte  r,  S  zu  haben. 

Um  andererseits  Ylie'  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  zu  finden, 
nehme  man  in  der  gegebeneu  Secante  9t@  irgend  einen  Punct  %  u 
(welcher  aber  ausserhalb  der  Kegelschnitte  liegt),  ziehe  aus  demselben 
an  jeden  Kegelschnitt  zwei  Tangedt^i,  suche  sofort  mittelst  des  Linetk 
die  BerührungspuDcte  a  und  b,  a,  uäd  b,  derselben  und  ziehe  sodann  die 
Geradenpaare  aa,  und  66,,  ab,  und  ba,,  die  sich  beziehlich  in  den  Panctao 
A,  I  schneiden,  welche  zugleich  die  Dorchschnitt^puncte  der  zwei  ge- 
suchten Paare  gemeinschaftlicher  Tangenten  sind,  so  dass  also  diese  letz- 
teren sofort  nach  Aufgab'e  3  gefunden  werden. 

Eine  einfachere  Aullösung  der  vorgelegten  Aufgabe  werde  ich  aa 
einem  anderen  Orte  mittheilen  und  beweisen. 


Aufgabe   17. 
„Wenn  von  zwei  Kegelschnitten  K,  K,   zwei  gemeinschtfl- 
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berühren,  und  mithin  die  gesuchten  zwei  gemeinschaftlichen  Tangenten 
sein.  —  Die  gemeinschaftlichen  Puncte  der  Kegelschnitte  werden  sofort 
auf  eine  entsprechende  Weise  gefunden,  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  die 
gemeinschaftlichen  Tangenten. 

Es  lassen  sich  nun  weiter  eine  Menge  Aufgaben  aufstellen,  welche 
aus  den  zwei  letzten  (16  und  17)  und  aus  den  früheren  Aufgaben  zu- 
sammengesetzt sind,  wie  z.  B.  die  folgenden: 

Aufgabe    18. 

„Wenn  von  zwei  Kegelschnitten  zwei  gemeinschaftliche 
Puncte  und  nebstdcm  von  jedem  insbesondere  irgend  drei 
Tangenten  gegeben  sind,  so  soll  man  ihre  übrigen  gemein- 
schaftlichen Puncte,  sowie  ihre  gemeinschaftlichen  Tangenten 
finden." 

Aufgabe    19. 

„Wenn  von  zwei  Kegelschnitten  zwei  gemeinschaftliche 
Tangenten  und  nebstdem  von  jedem  insbesondere  irgend  drei 
Puncte  gegeben  sind,  so  soll  man  ihre  übrigen  gemeinschaft- 
lichen Tangenten,  sowie  ihre  gemeinschaftlichen  Puncto  fin- 
den." U.  s.  w. 

Die  Lösung  aller  solcher  Aufgaben  hat,*  wie  die  obigen  Beispiele  zur 
Genüge  zeigen,  gar  keine  Schwierigkeit,  so  dass  ich  es  nicht  für  nöthig 
erachte,  mich  weiter  darauf  einzulassen.  Denn  man  wird  leicht  bemerken, 
dass  z.  B.  die  Aufgabe  18  im  Allgemeinen  zufolge  der  Endbemerkung  in 
der  Auflösung  von  7,  16  Fälle  umfasst,  wovon  jeder  insbesondere  sich  auf 
die  Aufgabe  16  bringen  lässt.     Aehnlich  verhält  es  sich  mit  19. 

Von  de^  Aufgaben  über  Kegelschnitte  will  ich  hier  nur  noch  das 
folgende  Paar,  hinzufügen: 

Aufgabe  20. 
„In  einen  durch  irgend  fünf  Puncte  (oder  durch  irgend  fünf 
Bedingungen)  gegebenen  Kegelschnitt  ein  w-Eck  zu  beschreiben, 
welches  zugleich  irgend  einem  gegebenen  n-Eck  umschrieben 
ist  (d.h.  dessen  Seiten  zugleich  nach  bestimmter  Ordnung  durch 
n  beliebige  gegebene  Puncte  gehen)." 

A  u  f  g  a  b  e    21. 

„Um  einen  durch  irgend  fünf  Tangenten  gegebenen  Kegel- 
schnitt ein  n-Eck  zu  beschreiben,  welches  zugleich  irgend  einem 
gegebenen  w-Seit  eingeschrieben  ist  (d.  h.  dessen  Ecken  zugleich 
nach  der  Reihe  in  n  beliebigen  Geraden  liegen)." 

Von  diesen  zwei  Aufgaben  hat  die  erste,  oder  vielmehr  nur  ein  be- 
sonderer Fall  derselben,  eine  seltene  Berühmtheit  erlangt,  indem  nämlich 


ItuufCEMtk«:    fach   damit   beächäftigt    habeD*).    Du 

~    Ti-  r.i-~    £:-^In  HiiTvlsl  der  hier  gestatteten  Hiil&miitel 

ian.    '-~sia.    ^r  ^uLz-iiache  Dach  z.  B.  io  FolgendemL 

-.::i- '   V —    L    übe  ia*  ce?ebone  H-Eck  A'j,    Durch  irgiaii 

«■'■   -L-.ü   ""jh;:«.-   tes  Eea^lschuitt^s,  die  etwa  durch  a,,  6,. 

ivt.  T     i-ü-tt.    -?■  .'in  Kreis  bestimmt;  er  hoisi^e  3/,,    zä- 

-■ :     im    z-ra.'i«  lies  Hülfskroises  Af  die   Aehnlichleit* 

-•-"    _-;i-r  Ji  J/i  finden  (wozu  man  von  M^   Dicht  mehr 

:;■-       f-ZLii  lac;.    Mittelst  ./l  und  /  bestimme  man  ii^J 

:      .;-   v-'T*-  ,1/.  etwa  b„  c,.     Sodann   lässt  sieh  für  .V 

■  .-:Li   um  Puncte  gegeben  sind,  ein  Projcctionspunct  (d» 

n'^cu  Fällen   der  Durchschnittspunct    zweier    geraein- 

;;.-aK(i    ierselben  ist)  finden;  er  licissc  /'.    Mittelst  P  und 

uiL-cjiea  SiL-ante  von  M,  und  A/^,  etwa  der  Sccante  a.6.. 

■    ia=-  '.u  .1/,  gehörige  n-Eck  JV„  welches  dem  zu  M  ge- 

tii   *-Stke  y.  entspricht;    und  sodann  findet  man  fem« 

-.'i-.iit  'las  2U  .U"  gehörige  n-Eck  N,  welches  dem  zUiV, 

Lv    \,     -uispricht.     IlicrauT   beschreibe    mau    mittelst  dt> 

•.in  j'iek'hni't  vorliegenden  Kreis  M  ein  n-Eck  «R,  wd- 

!u  itw?fi?eucn  n-Eck  N  umschrieben  ist"),   suche  sofort 

:»!.    imi  iu -Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunct  A  (oder/) 

.iUi:  trvi*e  ^^,  gehörige  n-Eck  31,,  und  sodann  (mittelst 

ä.    iti'^tu   entsprechende    zum  Kegelschnitte   J/^    gehörig« 

.;-<s  iifses  letztere  der  Forderung  der  Aufgabe  geougthun. 

Ml    W^is^    kann    auch    die    andere    Aufgabe   (21)   gelöst 

1^     l'te  v.>rstehenden  Aufgaljen,  von  der  zweiten  an,  sind. 

,  pi   »b-i.  uai.-h  dem  sogenannten  Gesetze  der  Dualität  ein- 

Hi?vr-,üi.;i,  nämlich:  2  und  3,  4  und  5,  .  .  . ,  20  und  21. 
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dere  Puncte  des  Kreises  finden."  Wenn  z.  B.  der  Punct  i/,  durch 
irgend  einen  hohen  Gegenstand,  etwa  durch  einen  Thurm  oder  Baum  etc., 
der  sich  auf  einer  kleinen  Insel  oder  in  der  Mitte  einer  Stadt  befindet, 
gegeben  ist,  so  dass  man  nicht  leicht  von  allen  Seiten  durch  den  Raum 
JRS  hindurch  3^u  demselben  gelangen,  wohl  aber  ihn  aus  dem  Puncto  a^ 
und  aus  anderen  Puncten  M^  A,  a,  . . .  sehen  kann,  und  wenn  verlangt 
wird,  man  soll  um  das  die  InseL  umgebende  Wasser  RS  oder  um  die 
Staat  einen  kreisförmigen  Weg,  Kanal  etc.  herumführen,  welcher  durch 
den  gegebenen  Punct  a^  geht,  und  in  dessen  Mittelpunct  der  Gegenstand 
il/,  steht,  so  kann  ein  Mann  allein  mit  wenig  Hülfsmitteln,  nämlich 
mittelst  Stäben  und  einer  Kette  (oder  Schnur)  von  bestimmter  Länge  be- 
liebig viele  Puncte,  durch  welche  der  genannte  Weg  etc.  führt,  wie  folgt, 
finden: 

Man  setze  in  a,  .einen  Stab  und  nehme  in  der  Richtung  A/,a, ,  nach 
welcher  M^  sichtbar  ist,  zwei  beliebige  gleiche  Strecken,  etwa  a^m:=viny 
und  setze  in  w,  n  ebenfalls  Stäbe.  Auf  einem  ebenen  Platze  stecke  man 
eine  Gerade  ab  ab,  welche  mit  a^mn  parallel  ist  (§  6, 1),  setze  in  dem 
Puncte  My  den  man  als  Mittelpunct  des  Hülfskreises  annimmt,  einen  Stab, 
der  von  einem  an  dem  einen  Ende  der  Kette  befindlichen  Ringe  lose  um- 
schlossen wird,  und  nehme  Ma  =  Mb  =  der  Länge  der  Kette  und  setze 
in  a  und  b  Stäbe.  Nun  setze  man  ferner  in  tI,  wo  sich  die  Gerade^ 
a^a  und  M^M  kreuzen,  sowie  in  /,  wo  sich  die  Geraden  afi  und  M^M 
durchschneiden,  einen  Stab,  so  lassen  sich  alsdann  mit  Hülfe  dieser  Vor- 
bereitungen leicht  so  viele  Puncte  des  Kreises  M^  finden,  als  man  will. 
Denn  man  spanne  z.  B.  die  Kette  nach  einer  beliebigen  Richtung,  etwa 
nach  c  hin,  aus,  setze  hier  einen  Stab  und  spanne  sie  sodann  nach  der 
gerade  entgegengesetzten  Richtung  bis  d  aus,  und  setze  hier  auch  einen 
Stab,  so  ist  sowohl  der  Durchschnitt  der  Geraden  Ac  und  dly  als  der 
Geraden  Ad  und  cly  also  sowohl  Cj,  als  dl,  ein  Punct  des  Kreises  Af,. 

Fänden  solche  Hindernisse  statt,  dass  man  nicht  über  den  Raum  fi 
hinwegsehen,  also  nicht  aus  A  und  /  nach  c,  sehen  könnte,  so  würde 
man  vorerst  nur  die  erforderliche  Menge  von  Puncten  längs  des  sichtbaren 
Bogens  a^d^  bestimmen  und  sodann  den  Hülfskreis  anderswo  annehmen, 
um  einen  neuen  Bogen  zu  erhalten  oder  um  den  vorigen  zu  verlängern, 
und  so  würde  man  fortfahren,  bis  der  Kreis  M^  vollständig  wäre. 

Wären  anstatt  des  Mittelpunctcs  M^  des  zu  construirendcn  Kreises 
und  des  einen  Punctes  o,  in  dem  Umfange  desselben  irgend  drei  Puncte 
des  letzteren,  etwa  a,,  d,,  e^^  gegeben,  so  Hesse  sich  die  Aufgabe  z.  B. 
folgendergestalt  lösen: 

Man  stecke  irgend  ein  Dreieck  ade  ab,  dessen  Seiten  den  Seiten  des 
gegebenen  Dreiecks  a^d^e^  beziehlich  parallel  sind;  suche  den  Mittelpunct 
M  des  E^eises  ade  (d.  h.  des  dem  Dreiecke  ade  umschriebenen  Kreises), 
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sowie  die  AehnlicbVeitspunct«  A,  I  der  Kreise  ade,  a^d,ej  and  mfän 
sodann  ebenso,  wie  oben.  Um  nämlich  z.  B.  die  Gerade  ad  mit  iw  imA 
die  zwei  Puncte  a,  und  d,  gegebenen  Geraden  a,(i,  parallel  zu  zieb»,  ifl 
&i  nötbig,  die  letztere  über  einen  ihrer  Endpuncte  hinaus  zu  veriän^ 
um  in  dieser  Verlängerung  zwei  gleiche  Strecken  annehmeo  zu  könui, 
wie  vorhin  die  Strecken  a^m  ^  mn.  Dieses  Verlängern  ist  aber  bekuut 
lieh  auch  in  demjenigen  Falle  möglich,  wo  weder  einer  der  beiden  Eod- 
puncte  (X,,  (f,  aus  dem  anderen  zu  sehen,  noch  die  zwischen  ihnen  befind- 
liehe  Strecke  (von  a,  bis  (f,)  zugänglich  ist,  sondern  wenn  nur  dieselbe! 
von  der  Seite  her,  wie  etwa  aus  B,  sichtbar  sind*).  Gleiches  gilt  ra 
den  übrigen  Seitenpaaren  ae  und  a,e,,  de  und  d,e,.  Die  einander  Um- 
liehen  Dreiecke  a^d^e,,  ade  sind  alsdano  entweder  gleichliegend  oder 
ungleichliegend;  im  ersten  Falle,  welcher  in  deV  gegenwärtigen  Fign 
stattfindet,  schneiden  sich  die  Geraden,  welche  durch  die  entsprecheodm 
Ecken  der  Dreiecke  geben,  wie  etwa  die  Geraden  a,a  und  d,dy  im  äusseres 
Aehnlichkeitspuncte  A,  a.  s.  w. 


*)  Uhu  sehe  ,[{and> 
Berlin  1826,  §67,  S.  116, 
hniidelt  wird. 


ch   des   FeldmeBsens  und   NivellireDs"    von  Crdk 
(0  unter  anderen    auch    diese  Aufgabe    mit   Umsiclit  bt- 


Anmerkungen 

za  den  Abhandlungen  des  ersten  Bandes*). 


Einige  geometrische  BetrachtuDgen. 

1)  S.  51,  Satz  (c).  Wenn  die  beiden  Kreise  ^,  M^  einander  äusserlich 
berühren,  so  kann  auch  der  FaU  eintreten,  dass  einer  der  beiden  Kreise  m^,  m,y 
z.  B.  m,  die  drei  übrigen  einschliessend  berührt,  und  es  ist  alsdann  nicht 

2+ 
sondern 

2  — 

Deshalb  ist  hier  durch  den  Zusatz,  dass  die  Kreise  m^,  m,  sich  äusserlich  berühren 
sollen,  die  von  Steiner  angegebene  Gleichung  richtig  gestellt  worden,  des  anderen 
Falles  aber  in  einer  S.  50,  Z.  4  dem  Beweise  des  Satzes  (c)  hinzugefügten  Be- 
merkung Erwähnung  geschehen,  was  nöthig  war,  weil  später  (S.  62)  gerade  dieser 
FaU  in  Betracht  kommt. 


M,P, 

M,P, 

»•. 

■>•, 

MA 

M,P, 

»•. 

^2 

*)  In  diesen  Anmerkungen  sind  diejenigen  Stellen  der  im  vorliegenden  Bande  ent- 
haltenen «S/0tner^schen  Arbeiten  angegeben,  an  denen  bei  der  Revision  Irrthümer,  die 
sich  nicht  sofort  als  Schreib-  oder  Rechenfehler  zu  erkennen  gaben,  bemerkt  worden 
sind,  oder  welche  einer  Erläuterung  zu  bedürfen  schienen.  Dabei  ist  jedoch  Folgen- 
des zu  bemerken.  Bei  der  grossen  Menge  von  Sätzen,  die  Steiner  ohne  Beweis  giebt, 
war  es  unmöglich,  die  Richtigkeit  aller  dieser  Sätze  festzustellen.  Dieselben  sind  daher 
durchgehends  so,  wie  Steiner  sie  ausgesprochen,  beibehalten  worden,  selbst  wenn  sie  zu 
Bedenken  Anlass  gaben.  Grammatikalische  Verstösse  und  stylistische  Unebenheiten,  die 
sich  an  manchen  Stellen  fanden,  sind  da,  wo  es  ohne  eingreifende  Veränderung  des 
Textes  geschehen  konnte,  beseitigt  worden.  Einige  Abweichungen  des  Textes  der  neuen 
Ausgabe  von  dem  ursprünglichen  haben  aber  darin  ihren  Grund,  dass  in  den  im  Crelie^- 
schen  Journal  erschienenen  Abhandlungen  Steiner^s  von  der  Hand  des  Herausgebers,  wie 
aus  den  erhaltenen  Manuscripten  hervorgeht,  an  einigen  Stellen  stylistische  Verände- 
rungen vorgenommen  worden  sind,  welche  in  den  meisten  Fällen  keine  Verbesserungen 
waren,  so  dass  es  angemessen  erschien,  solche  Stellen  in  der  ursprünglichen  Fassung 
abdrucken  zu  lassen.  W, 


Ö-24 


Aumerkuiig'eu. 


'2)  S.  H'2,  Z.  4.  Im  Urjgiaal  tmAeu  sicli  sUlt  dec  limr  augesebei»]  in 
üU'jcliuugeu  die  tolgcDdeo: 

^'j        o—    ''.  ''.        q_    ''■■'  ^>         ^—     ^' 

~R^^-~R~'     ~R^^-R,'       R'^^—X' 

WL-Llie    nacli   ileiu   eben  BeuicrkLen   uiciiil  richtig  sind,     (ileichwohl    ist  die  tut- 

Toruiel  (2)  richlig,  was  sich  dadurch  erklärt,    dass    ia   der  Rechnung   Kweiuul  a 

Zeicheofehler  vorkommt. 

3)  Es  kounte  sclieiocn,  als  üb  Shtiner  die  in  No.  29  bebaadellc  AufpLe  iid« 
voUslindig  gelöst  bähe.  Demi  einmal  betrachtet  er  aur  ilca  Fall,  wo  je  iwn  da 
g^ehencn  Kreise  Jl/|,  AI^,  M^  eiunmler  äusserlidi  berühren,  und  zweitens  Meüe 
ausser  Acht,  d.iss  es  niclit  immer  einen  Kreis  gielil,  der  die  gegekeneD  Krdse  ßß 
drei  eimchlicssend  lierübrl,  dann  aber  zwei  Kreise,  welche  jeden  dm"  gegeJxaM 
äusserlich  Jteröhren,  exislirea.  Indessen  reichen  die  Schlussgieichungeo  (8, 9)  nu 
Erledigung  der  Aufgabe  in  allen  Fällen  aus.  Wenn  nämlich  von  vier  Krawi. 
deren  Mittelpuncte  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  jeder  die  drei  ändeno  be- 
rührt, SD  künnen  nur  Kwei  Fälle'  eiulrcleu:  entweder  berühren  je  mei  einuda 
äusserlich,  und  dann  gilt  die  Gleichung  (8),  oder  drei  berühren  einander  äiisserliil 
der  vierte  aber  berührt  jeden  von  ihnen  einschliessend ,  uad  dann  bestellt,  wai 
man  unter  Q  den  rmproken  Werth  des  Radius  des  letzteren  Kreises  verslebl,  Ji« 
GleichuDg  (9).  Setzt  man  Temer  Test,  dass  in  dem  zweiten  Falle  der 'Radius  da 
Kreises,  welcher  die  übrigen  einschliessend  berührt,  als  eine  negative  Grosse  ir- 
trachtet  werden  solle,  so  gilt  die  Gleichung  (8)  ganz  allgemein.  Aus  derscDxn 
erhält  man  d.nun,  weun  die  Kreise  M,,  M^.  M^  als  gegeben  angenommen  waia. 
Iiir  (/  zwei  Wcrlhe,  die  mit  a',  (/'  bezeichnet  werden  mögen: 


i  folgt 


=  ?,+fy„+?,+2l/?,?,-f-?,9, -1-3.9, 


7?    =?>9>+9!-2?,?,-29,9,-2y,9, 

Berührt  nun  von  fleu  gegebenen  Kreisen  jeder   die    beiden    anderen    äusserlich,  i* 
sind  fjTj,  y^.  ifj  alle  drei  positiv,  von  den  drei  Grössen 
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ist  in  No.  27   nur  für  den  Fall,    dass  x  eine  ganze  Zahl  ist,    bewiesen  worden, 
während  hier  dieser  Grösse  beliebige  Werthe  sollen  beigelegt  werden  können. 

lieber  die  Theilung  der  Ebenen  und  des  Raumes. 

5)  S.  82,  Z.  .17.  Es  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  wenigstens  zwei 
Systeme  von  Parallelen  vorhanden  seien. 

Verwandlung  und  Theilung  sphärischer  Figuren  durch  Construction. 

6)  Die  Figuren  zu  dieser  Abhandlung  sind  unter  Anwendung  stereometrischer 
Projection  neu  gezeichnet  worden,  so  dass  sämmtliche  Winkel  in  der  Zeichnung  den 
Winkeln,  deren  Bild  sie  vorstellen,  gleich  sind.   ■ 

7)  S.  115,  Z.  12.  Die  letzten  Angaben  sind  nicht  richtig;  denn  .wäre  !H& 
mit  PG  parallel,  so  hätte  man 

A  FCR  =  A  PCG    . 

odei* 

PIL+ILCK+CKH  =  PIL-hPFI+ILCK+FIKG, 

A  CEE  =  A  PFI-hFIKG, 
'Während 

A  CKH  =  A  FIKG 
werden  soll. 

Aufgaben  und  Lehrsätze. 

8)  S.  128,  Lehrsatz  10.  Wie  Steiner  an  einer  anderen  Stelle  (S.  454, 
Lehrsatz  78)  selbst  bemerkt,  ist  der  besondere  Fall  hier  unrichtig  angegeben,  denn 
es  treffen  sich  nicht  nothwendig  alle  vier  Lothe  in  einem  Puncte,  sobald  sich  irgend 
zwei  von  ihnen  schneiden,  sondern  es  folgt  dann  nur,  dass  auch  die  beiden  anderen 
Lothe  sich  schneiden 

R 

9)  S.  130,  Z.  5.     In   der  Formel   für    -=?-    findet   sich   Im   Original    ein 


Irrthum. 


Ä. 


Bemerkungen  zu  einer  Aufgabe  in  Grelle's  Journal  Band  III. 

10)  In  den  Gleichungen  (7,  8)  auf  S.  166  und  in  den  Gleichungen  (111,  V) 
auf  S.  168  finden  sich  im  Original  Irrthümer. 

Th^or^mes  relatifs  aux  sections  coniques. 

11)  S.  202,  Z.  1 1  v.  u.    ist  circonscrites  statt  inscrites, 
S.  202,  Z.  10  V.  u.    sommets  statt  cot^, 

S.  203,  Z.    3  V.  u.    passant  par  les  trois  points  a,  ß,  ^  statt  circonscritc 

au  quadrilatöre 
gesetzt  worden. 

Gercles  touchant  trois  droites,  et  sphöres  touchant  quatre  plans. 

12)  S.  214.     In  der  Formel  für  sin^-x  findet  sich  im  Original  ein  Irrthum. 

13)  S.  218.  In  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  kann  nur  das  obere  Zeichen 
gelten,  da  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  a — i,  c — d,  a — c,  b—^d  särarat- 
lich  positiv  sind. 


BBß  Anuii'rkuuL'pn. 

Tlit^or^mes  sur  l'HexagraiDiDuni  mystjcum. 

14)  S.  224  und  225.  Die  hier  aufgeslelllen  Sät/e  be<lflrfen  einer  Bcndib- 
KiinfC,  <lie  voD  S/^-inif  selbst  JD  der  „Syslorna lisch eo  EdI Wickelung"  (S-  451  i\rsB 
Ausgabe.  Leliraatz  .54)  gegeben  wordoi  iat,  nachdem  bereits  Plücker  {CreUeilumA 
ß.  V.  S.  260}  an  die  Stelle  der  ^t7C  3°  liis  8°  die  [olgenitai  substiluirl  bMlc: 

3".     Ces  vingi  poiols  appurtieiinent  3°.     Ces  vingl    droites    conconra 

it  quinzc  droiles  3,  dont  cliacune  en  cnii-  en  quinze  {loiols  ra,  par  rliacim  dcsqnii 
lieol  qualfti,  de  sorle  que  par  chacim  ea  passent  qualre,  de -sorle  qoe  chKtt 
des  vingt  poinls  passent  trois  de  ces  des  vingl  droiles  eonlient  trois  de  «i 
quinze  droites.  qutnxe  points. 

4°.     Les  soiianle  points  P  sont  les  pAlPa  respeaifs  des  vingt  itroiles  I). 

!»°.     Les  vingL  poiuts  y  sont  les  pöles  respectifs  des  vingt  droiles  d. 

6".     Los  qiiinze  [loiaU  ra  sont  les  pAles  respectifE  des  quinzc  droites  3- 

Th^oröoiGs  de  g^nm^lrie. 

15)  S.  225—227.  Die  hier  aurgeslelllen  Tlienreme  sind  zum  Theü  srbM 
m  vorhergehenden  Abhandlnugcn  Steiner's  erledigt.  {Man  vergl,  S.  17 — 76  otd 
S.  129.  Lehrsatz  12  dieser  Aasgalie.) 


Syslei 


Blische  EntWickelung  der  Abhängigkeit  geom 
Gestalten  vun  einander. 


16)  Von  diesem  Werke,  das  laut  der  Vorrede  auf  sieben  Tlieile  angdtfl 
war,  ist  nur  der  erste  Ti»eil  erschienen,  lu  dieser  Ausgabe  desselben  sind  eiiift 
Verinderungen  in  den  Bezeiclmungen  vorgenommen  worden,  indem  das  von  Sk'uuT 
im  Allgemeinen  befolgte  Princip,  Puacle  diireh  deutsche.  Gerade  durch  UleiniidM 
und  Ebenen  durch  griechisclie  Buclistsben  zu  hezetchneD.  strenger  als  im  Oripnil 
durchgeführt  ist.  Als  Bcgel  ist  dabei  festgehalten,  kleine  Buchslahen  aozuweadA 
wenn  die  zu  bezeichnenden  Puacle.  Geraden  und  Ebenen  als  Elemente  ein^  G«- 
bJlüoa  auftreten,  dagegen  den  Mittelpunct  eines  Strahlbüschels  und  die  als  Träja 
einer  Punctreihe  betrachteten  Geraden  durch  grosse  Buchstaben  zu  bezeichnen.  Con- 
tH'quentpr weise  halle  auch  zur  Bezeichnung  der  Axe  eines  Ebenen büsch  eis  üben!) 
ein  grosser  hileinischer  Buchstabe  gebraucht  werden  sollen,  doch  ist,  um  zu  starl« 
Aenderungeu  zu  vermeiden,  hiervon  mehrfach,  uaoienllich  in  dem  letzten  Abschoille 
de«  Werks  und  in  der  ,, Allgemeinen  Anmerkung"  abgewichen  worden. 
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20)  S.  304.     In  der  Anmerkung  steht  im  Original  statt  der  Formel 

3.4.5...(n  — 1) 
irrlliüml  icherwetse 

3 . 4 . 5 . . .  n. 

21)  S.  352,  Z.  20.  Steiner  bezieht  sich  hier  auf  die  in  seinen  späteren 
Vorlesungen  eingeführten  Punct-  und  Strahlensysleme  (Involutionen),  die  aus  pro- 
jectivisch  auf  einander  bezogenen  einfachen  Gebilden  bei  involutorischer  Lage  der- 
selben entspringen,  sowie  auf  das  ebene  Polarsystem  (Involutionsnetz). 

22)  S.  359,  Z.  9  links.    Hier  ist  „Vierseits*'  statt  „Vierecks''  gesetzt  worden. 

23)  S.  388,  Anm.  Unter  dem  „rechtwinkligen  dreiflächigen  Körperwinkel'* 
ist  hier  ein  solches  Dreiflach  zu  verstehen,  in  welchem  zwei  Ebenen  senkrecht  zu 
einander  stehen;  die  dritte  Ebene  heisst  dann  die  „Hypotenusen-Fläche". 

24)  S.  396,  Z.  1  und  2  v.  u.     Vgl.  die  vorbeigehende  Anm.  (20). 

26)  S.  442.  Die  Frage  (15)  muss  modiGcirt  werden,  da  der  gesuchte  Ort 
der  in  Rede  stehenden  Geraden  nicht  eine  Fläche  bildet,  sondern  das  gesammte 
Secanten-System  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung. 

Geometrische  Gonstructionen. 

26)  S.  472,  Z.  15  V.  u.     Hier  ist 

CEiED  =   CBiDB 

sUtt 

CEiED  =  DB'.CB 
gesetft  worden. 

27)  S.  479,  Z.  4  V.  u.     Hier  ist 

l^i     stau     fi 
gesetzt. 


Berichtigung. 

S.  359,  Z.  7  rechts  muss  es  heissen 

(aa^)    statt    (aa^). 
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